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Alvin Roth og Lloyd Shapley fik Nobelprisen i gkonomi i 2012. Med udnavnelsen
cementeres spilteoriens store betydning for hele det samfundsvidenskabelige omrade.
I artiklen praesenteres en kort og ikke-teknisk gennemgang af ideerne bag nogle af

deres hovedbidrag.

JENS LETH HOUGAARD

professor

Institut for Fedevare- og Ressourcegkonomi,
Kobenhavns Universitet

jlh@ifro.ku.dk

12012 gik Nobelprisen i gkonomi til amerikanerne Alvin Roth
og Lloyd Shapley for deres arbejde med allokeringsmekanis-
mer af markedsdesign. Hermed blev der tilfgjet to nye med-
lemmer til den stadigt voksende gruppe af (hvad der bredt kan
betegnes som) spilteoretikere, der er sluppet igennem Nobel-
komiteens nalegje, og tildelingen kan altsé ses som endnu en
indikation af den enorme indflydelse, som spilteorien har haft
ikke blot pa det gkonomiske fagomrade, men pa samfundsvi-
denskab som helhed. Den eksklusive klub af spilteoretikere,
der har faet Nobelprisen, omfatter derudover Nash, Selten,
Harsanyi, Aumann, Schelling, Hurwitz, Myerson og Maskin,
og er altsd nu oppe pa 10 medlemmer.

Alvin Roth er den yngste af de to (fedt i dec. 1951) og er for-
nyligt flyttet til et professorat pa Stanford University efter i en
arreekke at have veret ansat pd Harvard. Han har en PhD-grad
i operationsanalyse fra Stanford. Roth er nok mest kendt for sit
arbejde med praktisk design af matchningsmekanismer.

Lloyd Shapley er fodt i 1923 og er i dag professor emeritus

pa University of California, Los Angeles (UCLA). Han har

en PhD-grad i matematik fra Princeton. Shapley er nok mest
kendt for sit grundleggede teoretiske arbejde inden for koope-
rativ spilteori.

Begge har de en omfattende videnskabelig produktion bag
sig og har haft stor betydning inden for en raekke forskellige
omrader der inkluderer; kooperativ spilteori, omkostningsfor-
deling, aksiomatisk forhandlingsteori, eksperimentel skonomi
og matchning. Det siger derfor sig selv, at denne artikel ikke

kan daekke det hele. I det folgende vil jeg derfor gennemga,
hvad der sikkert mest rimeligt kan betegnes som et personligt
udvalg af deres mange bidrag til vores forstaelse af allokering
og praktisk markedsdesign.

Normalt er allokering noget, man ber overlade til markedet,
men hvordan designer man allokeringsmekanismer, nar man af
den ene eller anden arsag ikke gnsker en egentlig prisdannelse?
Kan man i det hele taget komme op med retningslinjer for,
hvad der er fair og hensigtsmeessig allokering? Og kan vores
forstaelse af skonomisk interaktion saledes i praksis fore til, at
vi kan styre udfaldet til alles fordel? Dette er alle eksempler pa
sporgsmadl, som Roth, Shapley og deres samarbejdspartnere
har hjulpet gkonomer til at f4 en bedre forstielse af.

Vi starter med et feelles udgangspunkt — matchning (se f.eks.
Roth og Sotomayor, 1992). Betragt en situation, hvor to grup-
per skal matches med hinanden en og en, altsé siledes at hvert
element i en gruppe skal matches med et, og kun et, element

i den anden gruppe — sakaldt 1-1 matchning. I den kulerte
version kan vi teenke pa en gruppe gamle rige mend, der skal
matches med en gruppe unge smukke kvinder. I princippet
behgver grupperne ikke vaere lige store — man kan godt blive
matchet med sig selv og saledes ende op som single. Ikke helt
urealistisk antager vi, at alle maendene har en komplet rang-
ordning af alle kvinderne, og at alle kvinderne har en komplet
rangordning af alle mandene. Nar vi nu skal finde en konkret
matchning, vil det veere naturligt at tage hensyn til disse pree-
ferencer. Et oplagt succeskriterium for en konkret matchning
vil derfor veere, hvorvidt matchet er stabilt i den forstand, at



intet par (mand, kvinde) hellere vil vaere sammen med hinan-
den end med den partner, de er blevet tildelt i den konkrete
matchning.

Spergsmalet er blot, om sddan en stabil matchning eksisterer
og hvordan vi i sa fald finder den. Her kommer Shapley os til
hjeelp med den sakaldte Gale-Shapley-algoritme: LLad maen-
dene fri til deres foretrukne kvinde, hvis en kvinde har flere
tilbud, veelger hun den hejest rangerede mand blandt frierne.
Resultatet er saledes en reekke forlovelser. Hvis der stadig er
umatchede mend, frier disse nu til deres neestbedste valg. Hvis
dette inkluderer en kvinde, der allerede er forlovet, veelger hun
at bryde forlovelsen, hvis det nye tilbud er bedre osv., indtil
alle er matchede. Det siger sig selv, at vi ogsa kunne have ladet
kvinderne fri forst. Resultatet af sddan en trinvis procedure kan
vises at veere en stabil matchning, sa algoritmen er samtidig et
konstruktivt bevis for, at der altid eksisterer mindst én stabil
matchning i 1-1 problemer, hvor grupperne har en komplet
rangordning af hinanden. Eksistensen er i sig selv bemaer-
kelsesveerdig, da det langt fra er tilfzeldet i variationer over
denne matchning situation, jf. f.eks. det sdkaldte »roommates«-
problem, hvor en gruppe studerende skal matches to og to

pa kollegievaerelser (her kan vi let have, at der ikke findes en
stabil matchning). Men det rigtig interessante resultat er i
denne forbindelse, at den matchning, der kommer ud af at
lade mendene fri til kvinderne, er bedst for mendene og verst
for kvinderne (blandt alle de stabile match) og omvendt, den
matchning, der kommer ud af at lade kvinderne fri til meen-
dene, er bedst for kvinderne og veerst for maendene. Ganske
tankevakkende, nir man kombinerer denne viden med diverse
sociale konventioner.

Roth forer arbejdet med matchning videre til en reekke kon-
krete eksempler pa praktisk markedsdesign i situationer, hvor
en central koordinering viser sig fordelagtig.

Turnusforlob for medicinstuderende 1 USA (se f.eks., Roth og Peran-
son, 1999): Nar de medicinstuderende er feerdige pé universitet,
skal de i turnus péa et hospital for at f4 den sidste praktiske del
af deres uddannelse. Det siger sig selv, at ikke alle hospitaler er
lige attraktive for de studerende og ikke alle studerende er lige
attraktive for hospitalerne. For Roth foregik hele denne proces,
ved at hospitalerne kappedes om at tilbyde de bedste stude-
rende turnuspladser, og de studerende var sa i den lidt ubeha-
gelige situation, hvor de ikke rigtig vidste, om de skulle accep-
tere et konkret tilbud pa et givet tidspunkt, eller om de hellere
skulle vente og se sig, om ikke et bedre tilbud skulle dukke op.
Der er klare fordele for alle parter ved, at denne matchning
foregar centralt og med et stabilt udfald, s man undgar at
spilde tid og ressourcer pa ungdvendige kontraktbrud.

Til at lgse dette problem kan man bruge en variant over Gale-
Shapley algoritmen kaldet NRMDP-algoritmen (efter National
Resident Matching Program), idet vi nu er i en situation, hvor
ét hospital godt kan vere matchet med mange studerende,
men én studerende kun kan vaere matchet med ét hospital.
Roth (og samarbejdspartnere) viser, at selv nar man tager

hensyn til, at par (blandt studenterne) gerne vil matches med
samme hospital, kan en allokeringsprocedure baseret p4, at de
studerende »frier« til hospitalerne, resultere i et stabilt udfald,
der i praksis ikke kan manipuleres. Nar man herhjemme leeser
i dagspressen om medicinstuderende, der sazlger deres tur-
nuspladser for op til 200.000 kr. pa det sorte marked, er det
altsa, fordi vi i Danmark har valgt ikke at bruge en algoritme a
la NRMP, og at man abner op for at lade de studerende bytte
efterfolgende. I vores lille socialdemokratiske land er det natur-
ligvis en keettersk tanke, hvis vi skulle lade de bedste hospitaler
veelge de mest talentfulde studerende, saledes at de kunne fa
den bedst mulige uddannelse. Hospitalerne har saledes ikke
lov til rangordne de studerende i det danske system, med det
resultat at den tilknyttede lodtraekning altsa kan sl en top-
studerende hjem til det lille provinssygehus.

Ved forste ojekast virker det maske ikke sa tosset, at der ef-
terfolgende opstar et marked, hvor den slags fejlallokeringer
delvist kan udbedres (ved brug af penge), men problemet er
imidlertid, at muligheden for et efterfolgende marked far de
studerende til at manipulere med deres preeferencer. Lad os
sige, at en studerende af familiemaessige arsager rent faktisk
onsker at fa en plads pa provinssygehuset. Da vedkommende
godt ved, at han er temmelig ene om dette gnske, er det derfor
helt frit for ham at lade, som om han helst vil ind pa det nye
supersygehus i storbyen. Hvis han skulle veere heldig at fa plad-
sen, kan han jo altid saelge den til den uheldige sjel, der endte
op i provinsen. Central allokering skal altsa veere gennemtaenkt
fra starten. En yderligere introduktion til problemet pa dansk
findes i Hougaard et al. (2007).

Nyreudvekslingsprogram i New England, USA (se f.eks. Roth

et al., 2004): Et af de seneste eksempler pa Roth’s design af
matchningsmekanismer findes inden for organtransplantation,
hvor etiske hensyn star i vejen for et egentligt marked med en
prisdannelse. Ventelisten pa organer (typisk nyrer) er ofte lang,
og selv med en donor i baghdnden kan en patient ikke veere
sikker pa et fysiologisk match og dermed anvendeligheden

af donors organ. Men set blandt en storre gruppe af patient-
donor-par vil der abne sig muligheder for nyreudveksling i
den forstand, at to patienter, der begge har en inkompatibel
donor, men som hver iseer er kompatibel med den andens
donor, kan matches med den andens donors organ, og derved
vil begge kunne modtage en kompatibel nyre. I princippet kan
sadanne udvekslinger finde sted i vilkarligt store »kaeder« af
patient-donor-par, men i praksis er der ofte en reekke faktorer,
der begrenser storrelsen. Opgaven er sdledes igen at finde en
passende matchning af donorer og patienter. Patienterne kan
rangordne donorerne, f.eks. efter deres vaevstypematch eller
alder. Til at finde optimale udvekslinger bruges den sakaldte
»Top Trading Cycles and Chains« (TTCC) mekanisme, hvor
patienterne til start peger pa deres fortrukne donor. Under
passende omstaendigheder kan det vises, at den resulterende
matchning er Pareto-optimal (altsa at der ikke eksisterer en
anden matchning, som alle patienter finder mindst lige sa god
og mindst et patient-donor par finder strengt bedre) og ikke
kan manipuleres, ved at patienterne lyver om deres praferen-



cer. En yderligere introduktion til problemet pa dansk findes i
Beierholm et al. (2009).

Hyvis vi tager skridtet endnu leengere tilbage og sperger, om vi
kan finde helt grundleggende principper for fair allokering,
f.eks. i situationer hvor agenterne end ikke kan formulere
preferencer, er vi tilbage 1 hjertet af kooperativ spilteori og pa
Shapley’s hjemmebane. Antag f.eks., at to venner deler en taxa
pa hjem fra en druktur i byen. De bor begge langs den samme
vej (Tuborgvej), den ene blot l&engere ude end den anden. Det
er klart okonomisk efficient, at de deler taxaen og altsa ikke
hopper ind i hver sin taxa. Problemet er nu blot, hvordan de de-
ler regningen. Formelt kan vi séledes se situationen som folger:
en gruppe agenter (her de to venner) involveres i en feellesak-
tivitet (taxa-turen) med en samlet resulterende omkostning.
Omkostningen for hver agent alene kendes ogsa (ligesom det er
tilfeeldet med omkostningen for en vilkarlig undergruppe, hvis
der er mere end to agenter). Dette udger et sdkaldt »Transfera-
ble Utility« (T'U) spil. Et centralt spergsmaél er nu, hvordan den
samlede omkostning kan deles saledes, at denne deling under-
statter samarbejdet (da dette jo er efficient). Det virker rimeligt
klart, at vi aldrig kan tvinge nogen til at betale mere af den felles
regning, end de selv kan lgse opgaven for — hvis vi ger det, vil de
med stor sandsynlighed bryde samarbejdet. Derfor ma vi sikre,
at alle individuelle agenter (og grupper af agenter) betaler min-
dre end deres sdkaldte egen-omkostning. Meengden af fordelin-
ger af de fzelles omkostninger, der har denne egenskab, kaldes
kernen af TU-spillet. Ved brug af dualitetsseetningen fra lineser
programmering kan det lade sig gore at opstille nedvendige og
tilstreekkelige betingelser for, at der findes sddanne lasninger
(altsa at kernen ikke er tom) — det sdkaldte Bondareva-Shapley-
teorem (se f.eks. Shapley, 1967, 1971). At kernen ikke er tom i
taxa-eksemplet, er let at se, idet den af vennerne, der bor leengst
ude, jo skulle have betalt hele turen selv, hvis han ikke havde
delt taxaen med den anden. Spergsmalet er derfor alene, hvor
meget han kan vride ud af sin medpassager.

Til at bestemme den endelige fordeling foreslar Shapley, at vi

kigger pa et vaegtet gennemsnit af den enkelte agents marginale
omkostninger forbundet med at traede ind i et samarbejde med
de ovrige agenter (altsd gruppens omkostning med agenten mi-
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nus omkostningen uden agenten) — den sédkaldte Shapley-veerdi
(se f.eks. Shapley, 1953). I taxa-eksemplet fér vi saledes den
intuitivt smukke lgsning, at omkostningerne ved den forste del
af turen (indtil forste mand stiger ud) deles lige mellem de to
venner, hvorimod den sidste del betales alene af ham, der bli-
ver tilbage i taxaen. Denne fordeling er i kernen, da ingen af de
to venner kan gore det billigere ved at tage en taxa selv. Men
faktisk er det ikke altid, at Shapley-veerdien ligger i kernen —
dette geelder kun, hvis samarbejdsfordelene altid er tilpas store.

Varianter af Shapley-verdien bruges ogsa i andre sammen-
heenge. Antag for eksempel, at en virksomhed producerer to
forskellige produkter (udbringning af brev- og pakkepost) til
en samlet feellesomkostning. Hvis virksomheden, som i dette
tilfeelde kunne vere postveasenet, er et sakaldt »naturligt mo-
nopol«, er der gode reguleringsmaessige grunde til at holde gje
med, hvordan virksomheden prisfastsetter de enkelte produk-
ter, saledes at konkurrencen ikke forvrides. Tl at afgere om der
er tale om en fair prisfastsettelse, skal det vaere muligt at kunne
bestemme omkostningerne for de enkelte produkter, men disse
er jo netop sambestemte, sé vi behever en méde af fordele dem
ud pa de enkelte produkter pa. Naeppe overraskende kommer
Shapley os til hjeelp igen: Vi kan bruge Shapley-veerdien relativt
direkte ved at bestemme produktionsomkostninger for alle del-
maengder af produkterne (hvor mengden for hvert af de evrige
produkter szttes lig nul) — dette giver os et TU-spil (i produk-
terne), hvor direkte brug af Shapley-veerdien ofte refereres til
som brug af Shapley-Shubik-fordelingsregelen. Men man kan
ogsa benytte den sdkaldte Aumann-Shapley-pris, der er defi-
neret som gennemsnittet af marginalomkostningerne for det
enkelte produkt over alle proportionalt producerede maengder
(mindre end mengden selv). Blandt gkonomer har der lenge
vaere konsensus omkring anbefaling af Aumann-Shapley priser,
selvom relativt ny forskning peger pa potentielle problemer
med denne tilgang.

Hvis man nu har faet lyst til selv at kaste sig ud i design af
allokeringsmekanismer, eller bare gerne vil vide mere, kan

man finde en general introduktion til fordelingsproblemer og
fordelingsregler i Hougaard (2009). Ellers findes der glimrende
fremstillinger i Young (1994) og Moulin (1988).
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