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SUMMARY: Serveral recent results in general equilibrium theory have their roots in a
modern counterpart of the traditional marginal analysis, using a notion of generalized
tangent directions which can be defined also for non-smooth functions. In the paper we
consider examples taken from the theory of voluntary allocations, implementation of
Jair net trades, and the core of a large economy.

1. Indledning

Den klassiske velferdsteori beskzftiger sig med sammenhangen mellem optimalitet
og ligevagte, Med en aktuel sprogbrug behandler den markedsmekanismens optimali-
tetsegenskaber.

Teonen er gammel og veletableret som lzrebogsstof. Ikke desto mindre er der liv i
den; dens hovedbudskaber kan stadig bruges til at give ny indsigt, endda af og til om
forhold, der — omend formuleret lidt anderledes — er oppe i den almindelige debat.

1 de felgende afsnit ser vi lidt narmere pd et udvalg af nyere resultater, som alle er
mere eller mindre direkte afledt af velfaerdsteoriens ““gode, gamle” hovedsatninger.

2. Det grundl=ggende begrebsappparat

Vi betragter en ekonomi & med { varer, m forbrugere og n producenter. Forbruger i
karakteriseres ved sit forbrugsmulighedsomrade X; C R og sine praferencer, givet
ved en korrespondance P;: X;— X, som til hvert bundt x; € X angiver en delmangde
P, (x; ) af X; fortolket som bundterne foretrukket for x;. Denne beskrivelse af forbru-
gernes prferencer (indfert af Gale og Mas-Colell (1975)), Shafer og Sonnenschein
(1975) er lidt mere generel end lzrebogsversionen, og den er bekvem i mange anven-
delser. Endelig er der for hver forbruger en initialbeholdning «; € R’, som antages at
tilhere X;.

Producenterne j = 1,..., n er givet ved produktionsmulighedsomrider ¥; C R’

Vi skal gaere falgende antagelser:
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» for hver forbruger / er mengden X afsluttet, konveks og opfylder X;+ RLC X,

» for hver forbruger i og hvert bundt x; € X, er F, (x; ) konveks, x; € clP, (x; )\ F (x; ),
og Px;) + R\ {0}] C Bax,).

« for hvert j er Y; afsluttet og konveks.

Disse antagelser er ret szrvanlige; for en nzrmere kommentar kan der henvises til
lerebegerne (f. eks. Blad og Keiding (1990)). En aflokation i ekonomien & er et par

(X.3) = (Xprees X Yo w0 ¥ )

hvorx; € X, i=1,..,m y € Y, j= l,.,n. Allokationen (x, y) er opndelig hvis

Et prissystem er en vektor p€ R, p # 0. Et trippel (x,y,p), hvor (x,y) er en alloka-
tion og p et prissystem, er en markeds-quasiligeveegt, hvis

(1) {x,y} er opnielig,
(i1) for hver forbruger i gaelder, at x; minimerer linearformen p - x pd clF;(x;),
(iii) for hver producent j gaelder, at y; maksimerer linearformenp -y pa ¥,

Det besvarlige “quasi” 1 navnet hentyder til, at den enkelte forbrugers bundt er ud-
giftsminimerende blandt de mindst-lige-si-gode snarere end bedst blandt de hejest-li-
ge-si-dyre. Dette lidt svagere begreb er nok til vort formdl; ensker man “rigtige™ mar-
kedsligevagte, ma der suppleres med antagelser om at forbrugeren ikke rammer sin
fattigdomsgraense (sdkaldte minimum-wealth betingelser).

En allokation (x,y) er Pareto-optimal hvis den er opnielig, og der findes ikke Pare-
to-forbedring af {x,v), dvs. en opndelig allokation (x’, ‘) med x € clP(x,) for alle
ogx; € P(x;) for nogle i.

Under visse omstendigheder vil vi have brug for at specificere, hvorledes producen-
ternes profit fordeles blandt forbrugerne. Da fordelingsmetoden ikke vil spille nogen
serlig rolle, kan vi antage, at det sker ved en indkomstfordelingsfunktion v = (v.....
¥..) - Rl = R™som opfylder betingelsen

1z

rr i
_ I'Y.t'ﬂ) =_llma>¢:’.0 SARASY
i i=

|

for alle p (funktionen er ikke defineret, hvis nogle priser er 0, men det problem er uvae-
sentligt i vor sammenhzang). En Walras quasiligeveegt (hvor praefixet “quasi” som tidli-
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gere hentyder til den svage ulighed i forbrugernes budgetbetingelse), er en markeds-
quasiligevaegt (x,y,p) medp -x;, =p - w; + y(p) foralle i.

Vi skal i det folgende gentagne gange bruge en antagelse om glathed pi randen af
mangden af foretrukne bundter eller af produktionsmulighedsomridet. En sddan anta-
gelse kunne formuleres ved at antage praferencer og produktionsmulighedsomrider
beskrevet ved differentiable funktioner, og s&dan geres det da ogsd som oftest. Der er
imidlertid vundet en del ved en mere generel formulering. Vi vil tage udgangspunkt i
Clarke (1983):

Lad C vere en afsluttet delmangde af R/, og lad x € C. En vektor v € R/, er en tan-
gent til C i x hvis der for enhver felge (x;)%.,, 1 C, som konvergerer til x, (i det felgen-
de skriver vi kort x; — x for denne felge; tilsvarende for andre folger) og enhver talfel-
ge (1;) fra R, som aftager til 0 (kort ¢, | 0), findes en folge v, — v, s x; + #;v; € C for
alle i. M&ngden af tangenter til C i x betegnes med T (x) og er en afsluttet, konveks
kegle.

Hvis C er konveks, og x ligger pé randen af C, findes der som bekendt pE R Ip#0,
siledes atp - x’ = p - x (hvor p - x er det indre produkt af p og x ) for alle x'€ C. Det er
oplagt, at der mi gzlde p - v20 foralle v €T (x).

Disse observationer kan vi bruge til en omformulering af velferdsteoriens anden
hovedsatning (*‘alle Pareto-optimale allokeringer kan fas frem via markedet™):

SETNING 1. Lad (x, y) veere en Pareto-optimal allokation i €. Der findes et prissy-
stemp € R’ sd at

(i) (x, ¥.p) er en markeds quasi-ligevagt,
(i) hvis v, ETp (;, (x; ) daerp -v; 20,
(ii1) hvis w; ETy; (y;), daerp -w; <0.

Bevis: Direkte konsekvens af velferdsteoriens anden hovedsaztning og definitioner-
ne. U

Selvom der egentlig ikke er sket andet end at et velkendt resultat har fdet en ny for-
mulering, har vi dbnet op for en del nye anvendelsesmuligheder. Det ser vi pd i felgen-
de afsnit.

3. Frivillige allokationer
Lad / = 2, og lad p veere et prissystem. Vi siger at en allokation (x, v) er frivillig ved
p hvis

(i} (x. v)eropnielig,
(ii) for hver forbruger i geelder, at p - (x;— w; ) = ¥i{p). og x; er maksimal for F, i
mangden
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Bi(x, p) = {x{ €EX;| p.(x{ - w) = y(p)
min{0, x;, — @y } < x5 — wy Smax{0, x; —wy ) b # €,
(iii) for hver producent ; er y; maksimal for p - y i mengden

By p) = {y/ € ¥;| min {0, yy } <yjp < max {0, yy }, b # €},

Det grundlzggende resultat om frivillige allokeringer skyldes Silvestre (1985). Vi
kan fa dette resultat ved brug af satning 1 ovenfor.

SETNING 2. Lad (x, y) veere en allokation, som er Pareto-optimal og frivillig ved p.
Antag at folgende glathedsbetingelse er opfyldt: For hver forbruger i er Tp,,,(x;) et
halvrum, og for hver producent j med y; # 0 er Ty(y;) et halvrum. Da findes der p’ sd
(x, y. p' ) er en Walras quasiligeveegt.

Bevis: Da (x, y) er Pareto-optimal, findes der ifalge satning 1 et prissystem p’, sd at
(x, . p”) er en markeds-quasiligevaegt, ikke blot i &, men ogsd i den skonomi &’, der
fremkommer ved at erstatte P, (x; ) med {x; } + Tp, ;) (x;), alle i, og ¥ med {y;} +
Ty; (). Vi har endvidere, at (x, y) er frivillig ved p ogsa i skonomien €; det felger at

x/EB (., p)=p - x;2p’-x/
YEB&L.p) =p yzp Y

For alle # med x,;, — w;, # 0 for et vist i, eller y;, # 0 for et vist j, alle &, fir vi der-
med, at p,/p/ = p,/p, Det er nu ligetil, at (x, y; p) er en Walras-quasiligevagt. (]

En lidt anden udgave af sztningen ovenfor er felgende:

KOROLLAR. Antag at allokationen (x, v) er frivillig ved prissystemet p, og at glat-
hedsbetingelsen i seetning 2 er opfyidt. Hvis der findes en vare h og en forbruger i, sd
Xy — wy, < 0 og p - v; <0 for en tangent v; € Tp,., (x; ) med v, < 0, da findes der
Jfor hver € > 0 en Pareto-forbedring (x'y') med x5 < x;, + €.

Bevis: Erstat Pyx;} med

Pitx) = Pfx;) 0 {x'|x; S x + €.

og brug setning 2. O

Det kan godt lade sig gere at komme af med det lidt tekniske &, men det kraver da et
leengere bevis.
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Resultatet er hentet fra Schultz og Jacobsen (1991), og det er dette resultat, som der
— noget kryptisk, mé man nok indremme — refereres til i indledningen: Hvis varen 4 er
en form for arbejdskraft, og tangentbetingelsen fortolkes som at i gerne ville yde mere
arbejde, men altsd er rationeret, sd findes der en Pareto-forbedring, hvor i arbejder me-
re. Hans ekstra indsats har altsd fort til sterre lykke ikke blot for ham selv, men for
samfundet.

I et lidt bredere perspektiv md man nok have med, at der lige s& vel kunne fis et re-
sultat om, at mindre arbejde skabte mere lykke (noget der miske taler mere umiddel-
bart til intuitionen, ihvertfald hos ekonomer). Blot skulle “frivillighed” sd vare udtrykt
ved, at man altid kunne kebe eller s®lge mere, men at man kunne vere rationeret ned
mod 0. En sddan egenskab har dog endnu ikke pékaldt sig opmarksomheden i nogen
serigs sammenhang,

4. Fair nettohandler og implementering

I dette afsnit vil vi se pd en anden situation, hvor kombinationen Pareto-optimalitet
og glathedsantagelser giver som resultat, at allokationen kan fas som Walras-higevagt.
Vi skal bruge et par nye begreber:;

Vi vil i dette og det nzste afsnit nejes med at betragte en gkonomi & uden produk-
tion. En allokation x = (xy,...., x,,} 1 en sddan ekonomi siges at have fair nettohandier,
hvis der for hvert i og j # i gaelder, at

w;t I(*TI_ ﬂ-'_;‘}E Pf (xf}.
dvs. sige at forbruger / ikke ville blive stillet bedre af at gennemfere forbruger j's mar-
kedshandlinger i stedet for sine egne. Fair nettohandler blev indfert af Schmeidler og

Vind (1974).
En mekanisme i okonomien € er defineret som

F= (.E:I.“‘. _t.‘m.-ﬁ.
hvor X, i = 1,..., m, er maengder (af sikaldte strategier), og /' I17-1 X, — R'er en

afbildning, der sender m-tupler af strategivalg o = (0..... o) ind i opndelige allokatio-
ner i &. En Nash-ligeveegt i (I, €) er et st strategier o* = (o}\..., o} ) siledes at

flo, o, ;;‘;) & P, (fta*))

for hvert i og o; (herer (o;, o}, ;;; ) det szt af strategier, der fremkommer fra o* ved
at bytte ¥ ud med o;).
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SETNING 3. Lad der veere givet en klasse E af ekonomier saledes at der for hver ako-
nomi € i E geelder, at forbrugernes preeferencer er glatte i den forstand, at Tp,, (x;) er
halvrum for alle i og x;. Antag endvidere, at E indeholder alle ekonomier med prefe-
rencer beskrevet ved linecere nyttefunktioner.

Hvis I' er en mekanisme, som er konveks i den forstand, at f{ 3,0 \ 4y Jer konveks
Jor hvert g, og der for alle &€ € E geelder, at Nash-ligeveegte i (I, &) resulterer i Pare-
to-optimale allokationer, som har fair nettohandler, da vil Nash-ligeveegtene resultere i
Walras-quasiligevagte for alle € € E.

Bevis: Lad € veare en vilkérlig ekonomi fra E, og lad x* = (x*..., x*m) = f{o*) vcre
en allokation fremkommet som Nash-ligevaegti( I, €).

Betragt okonomien €°, der fremkommer ved at erstatte 7 (x; ) med {x; } + int
I'p (x;) (x; )for alle i og x;. Denne ekonomi tilherer £ ifelge vore antagelser. Antag
ferst, at o* ogsd er Nash-ligevaegt i { I, &), md f{o*) = x* vare en allokation, som har
fair nettohandler i &". Det er nu umiddelbart, at x*, som ogsi er Parcto-optimal i &,
md vare en Walras-quasiligevagt. Men det betyder, at x* ogsa er cn Walras-quasilige-
vegti &.

Hvis o* ikke er Nash-ligevagt i (I, €), findes der i og o, sd

ftaw, af ) € intTy () (x;).

P4 grund af glathedsantagelsen og konveksiteten af I vil der derfor ogsa findes o
sd

f(g;-o';'\ fi} ) € Pz‘(xi)l
i modstrid med at ¢* var en Nash-ligeveegt. [

Resultatet (som findes i Keiding og Lindeneg (1988)) er i sig selv ikke sarlig cho-
kerende. Det ligger ret tzt op ad tilsvarende resultater om Nash-implementering: Det
grundlzggende arbejde er af Hurwicz 1979), der i stedet for fair nettohandler krever
individuel rationalitet (slutbundt mindst lige sd godt som initialbundt); en variation af
resultatet, som skyldes Thomson (1979) opererer med fair allokationer snarere end fair
nettohandler.

I det lidt starre perspektiv er budskabet, at allokeringsmekanismer, der resulterer i
allokationer med pzne overordnede egenskaber, typisk vil give Walras-ligevagte. Det-
te kan sd igen bruges til at orientere sig indenfor det muliges rammer ved en sogen ef-
ter mere effektive eller mere retfardige allokeringsmetoder. Man kan se dette som en
opstramning af den klassiske velfaerdsteori: [ stedet for blot som tidligere at notere sig,



344 MATIONAL@KONOMISK TIDSSKRIFT 1992 NR. 2

at Pareto-optimalitet helt abstrakt kan fremkomme som en passende markedsligevagt,
har man interesserct sig for mekanismer, der frembringer Pareto-optimale allokationer i
ligeveegtene, Med smi yderligere krav er dette sd netop, hvad der kan fremkomme via
markedet. Med andre ord, selvom man ikke anser den generelle ligevagtsteori for en
realistisk beskrivelse af virkeligheden og heller ikke ensker at realisere fuldkommen
konkurrencemarkeder, er teorien alligevel relevant udfra et normativt synspunkt.

5. Den afledte tangentkegle og et resultat om kernen

| de foregdende afsnit har vi benyttet os af tangentkeglen T-(x) til en mzngde C i et
punkt x. Det ligger lige for at udvide betragtningen til tangentretninger ikke blot for en
mangde, men ogsé for en korrespondance, dvs. til en indiceret familie af mangder. Vi
skal ikke g4 ind pd dette i detaljer, men nejes med et eksempel, der viser anvendelighe-
den af begrebsapparatet.

Vi starter med den gkonomiske model, som drejer sig om sammenhzngen mellem
kerne og ligevagte i store ekonomier. Denne sammenhang er udferligt behandlet i lit-
teraturen gennem efterhdnden adskillige &r (se fieks. Debreu og Scarf (1963), Vind
(1964), Hildenbrand (1974), Anderson (1978)): Walras-ligevaegte tilherer kernen, og
allokationer i kernen i ekonomier med mange agenter er Walras-ligevargte. Vi skal se
pid en sarlig variant af dette resultat; vi starter med kort at skitsere de nedvendige
detaljer.

For at holde det formelle apparat nede pi et minimum vil vi arbejde med replica-
skomomier. Vi antager som i afsnit 2, at der er m forskellige slags forbrugere (og som
nazvnt ingen produktion), men vi vil nu betragte alle de skonomier &,, som fremkom-
mer, ndr hver af disse typer af forbrugere er repreesenteret » gange. Vi vil i ekonomier-
ne &, kun interessere os for allokationer, hvor forbrugere af samme type far samme
bundt; dette vil i det felgende vaere antaget overalt.

Da vi vil se pd massefenomener, er det ikke vasentligt, hvor mange forbrugere, der
er, blot der er nok af dem. Vi kan angive en gruppe, eller, som det hedder i litteraturen,
en koalition af forbrugere, ved at specificere m tal p,...., p,, mellem 0 og 1, hvor y,
angiver andelen af forbrugere i den betragtede koalition, som er af type i. For to koaliti-
oner Sog S skriver vi S C 5§ hvis ; < u/foralle i.

For at fortolke tallene ..., p,,, noterer vi os, at hvis (x,,..., x,,J er en allokation, og
5 er koalitionen givet ved (i,,..., i), da vil der i en r replica-ekonomi (hvor  er et
stort tal deleligt med alle g, ) ialt blive et forbrug » (px, +...+g,,x,,) | Koalitionen S, og
pr. capita altsd M ', w,x;. Det er derfor naturligt generelt at definere bundtet for koali-
tionen § pd denne made.

Ser vi dernast pd foretrukne bundter, har hver type i i bundtet x; en mangde P (x;)
af foretrukne forbrug. Ser vi pd koalitionen af samtlige forbrugere af type i, fir vi, at
alle de gennemsnitlige foretrukne forbrug bliver det konvekse hylster af P; (x; ) (som
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naturligvis er F: {x; ) selv, hvis denne mangde er konveks, men det behever den ikke at
veere i dette afsnit). Tilsvarende vil gennemsnitlige foretrukne forbrug for koalitionen §
givet ved (..., p,,) vaere givet ved 2 ') px/med x/ € cofPix;)), i = 1...., m. Maeng-
den af sddanne vektorer (der ogsd er konveks), vil vi skrive som Pyfxs).

Vi kan nu definere kernen som mangden af allokationer, der ikke kan forbedres af
nogen koalition S, idet S kan forbedre x hvis der findes x§ = I, w;x/ med x; € co-
(P(x;) siledes at 3", (x/ —w;) = 0.

P2 dette sted vil vi vende tilbage til det gennemgdende tema, nemlig glathed formu-
leret ved tangentretninger. Vi er interesserede 1 tangentretninger til Py(xg) i xg, men ik-
ke 1 en forstand, hvori de har varet brugt i det foregdende; vi vil nemlig udvide defini-
tionen af en tangentretning ved at tillade variation ogsd i S, idet vi definerer tangenter
"oppefra” og “nedefra™: Antag at der findes en folge (S;) af koalitioner med § C S;,
der aftager mod S (skrevet som S; | §). Hvis w er sddan, at der for alle felger x5, — xg,
40, x4 € clP, (x;) findes w, — wsd xg; + tw, € Py, (xs, ), da er w en tangent oppe-
fra til Pefxg) i (x5). Vi skriver dette som w ET§.+ {xs). Ved at udskifte § C §; med
S5;CSogsS; 5 medS; TS fis tilsvarende maengden T ’;— {xs) af tangenter nedefra.

LEmma 4. Lad x vaere en allokation, § en koalition. Da geelder:

(1) T+ (x5) og T5— (x5) er konvekse kegler,

(i) —(xs—wg) ETE + (xg), (x5— ws) € Ti— (xg),

(iii) Tpg g )fes) C TS + frg) N TS ~ x),

(iv) Der findes en koalition $"' med § C §' ($° C §), som kan forbedre x, hvis og
kun hvis der er en vektor u# med u, > 0, alle 4, sd at w — (x5 — wg) € Tp; + (xg)
((xs _ws) —u € TE - (xg)).

Det meste af lemmaet (nemlig (ii)-(iv)) fis som ret umiddelbare anvendelser af defi-
nitionerne. Del (1) krazver en del notation, men er 1evrigt ligetil; vi udelader beviset.
Vi kan nu vise felgende resultat som nok et korollar til szztning 1:

SETNING 5. Lad x = (x),...., X,,) v&ere en allokering, og lad {§,,..., §;} vare en klas-
sedeling af N med £ = € + 2. Antag at ingen generaliseret koalition indeholdt i en fore-
ning af € + | mangder fra klassedelingen kan forbedre x, da er x en Walras quasilige-
vapti &

Bevis: Betragt allokationen (xs,,..., x5, J i en skonomi €’ med & forbrugere, hvor
forbruger / har initialbeholdningen ws. og har mangden {x;} + intT';_ - (x5, ) af fore-
trukne bundter.
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Vi ensker at vise, at allokeringen er Pareto-optimal. Hvis ikke, geelder der
0 &Eco !'(T‘;j— f-Ts_,-)Ll)-

Af Caratheodory’s s®tning har vi, at 0 kan skrives som en konveks kombination af
punkter fra £+ | af disse. Men det betyder igen, at der vil vzere en mangde indeholdt i
foreningsmangden af hojest £+ 1 af mangdemne S)....., §;, som kan forbedre, en mod-
strid med antagelserne. Vi konkluderer, at (xs,,..., x5, ) er Pareto-optimal.

Lad p vaere et prissystem, sd at (xg,,..., X5, p) er en markeds-quasiligevegt 1 €". Ifol-
ge Lemma 3(ii) er p - (x5, — w5, ) 2 0 for alle i. Det folger, at (xs,.,..., x5, p) er en Wal-
ras-quasiligevagt. O

Resultatet ovenfor skyldes Okuda og Shitovitz (1985) (der dog benytter et lidt andet
og mere generelt apparat, ligesom de har k 2 € +1 i formuleringen, noget som igvrigt
ogsd kunne vises i vor model). Resultatet er en beskeden udvidelse af tidligere tilsva-
rende resultater (Schmeidler (1972), Grodal (1972), Vind (1972), og i1 vor konkrete
sammenhang er det metoden snarere end resultatet, der kan have interesse, her specielt
den rolle, som spilles som tangentretninger. Lidt slagordsagtigt gir denne metode ud
pa, at aggregering medferer glathed: Nar der er mange agenter, fir man glathedsegen-
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