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SUMMARY: The purpose of this paper is to investigate the relationship between optimal
bond investments and the tax bracket of the investor. Through a linear programming
model it is determined in what tax brackets a given bond is rationally held. The model
is implemented on data from the Danish bond marked. The results show that a given
investor’s portfolio selection problem can be reduced substantially.

1. Indledning

I denne artikel skal der opstilles modeller, der pa en teoretisk tilfredsstillende méde
kan afgere, om der eksisterer segmenteringstendenser med hensyn til skat pa obliga-
tionsmarkedet. P4 basis af disse modeller er det endvidere hensigten at pdvise eventuel-
le segmenteringstendenser pa det danske obligationsmarked.!

En umiddelbar fremgangsméide ville vaere at fokusere pi den effektive rente efter
skat. Den effektive rente har imidlertid en reekke dbenbare svagheder som valgkrite-
rium mellem obligationer med mere end een resterende rentetermin. Skal den effektive
rente kunne benyttes teoretisk tilfredsstillende til sammenligninger mellem obligatio-
ner med forskellige restlebetider og pilydende renter, ma det forudsaettes, at lebende
betalinger kan reinvesteres til den effektive rente. Denne forudszaetning er kritisk af to
grunde. For det ferste er det vist i Caks (1977), at selv under forudsaetning af at der ikke
betales skat, og der ikke er usikkerhed pd den fremtidige renteudvikling, afhzenger den
effektive rente af obligationens pilydende rente. For det andet er reinvesteringsrisiko-
en, der er forarsaget af usikkerheden pa den fremtidige renteudvikling, afhangig af sa-

1. For en yderligere uddybning af de teoretiske modeller samt de empiriske resultater, kan der
henvises til Christensen, Nielsen og Sarensen (1984).
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vel den palydende rente som af restlebetiden, hvorfor forskelle i obligationernes effek-
tive renter kan vare udtryk for forskellige grader af risiko. Usikkerheden pa den fremti-
dige renteudvikling kan tillige betyde, at den enkelte investor foretrkker en bestemt
betalingsprofil, der afspejler behovet for betalinger over tiden.

De teoretiske modeller, der skal opstilles, er inspireret af en serie af artikler skrevet
af S.M. Schaefer og S.D. Hodges i perioden 1978 til 1983 (se litteraturlisten). Det grund-
lazggende princip i modellerne er meget enkelt. For en given skattesats opdeles obliga-
tionerne i en efficient og en domineret mangde, sdledes at en rationel investor ikke vil
holde obligationer tilherende den dominerende maengde i sin portefelje. Endvidere
findes den enkelte obligations skatteklientel, der bestar af de skattesatser, for hvilke
obligationen tilherer den efficiente mangde. En obligations skatteklientel angiver med
andre ord, for hvilke investorer obligationen kan indgd i den optimale portefalje. Det
skal dog ikke forseges at finde den optimale portefalje for en given investor, da dette
kraever kendskab til investors praeferencer.? En obligation siges at vaere domineret for
en given skattesats, hvis der findes en portefalje, der (1) har mindst lige 54 store betalin-
ger efter skat i alle ydelsestidspunkter, og (2) kan anskaffes for en mindre pris end obli-
gationen selv. Det eneste, der skal forudszettes om investors preeferencer, er derfor blot,
at investor foretreekker mere fremfor mindre.

De efterfelgende afsnit er disponeret, som felger: I afsnit 2 opstilles og diskuteres to
varianter af den ovenfor skitserede grundlzggende model. De to modeller adskiller sig
ved, hvilke antagelser der geres om investorernes muligheder for at fremfore penge
gennem udlin og tilbagefore penge gennem lan udover de muligheder, der findes gen-
nem keb af obligationer. [ afsnit 3 beskrives resultaterne fra den empiriske analyse af
det danske obligationsmarked.

2. Teoretiske modeller

Den basale model opdeler for en given skattesats obligationerneien efficient maeng-
de og i en domineret mangde. I dette afsnit operationaliseres modellen gennem en li-
nezer programmeringsformulering, hvor man finder den billigste portefelje, der har
mindst lige s store betalinger efter skat i alle ydelsestidspunkter som den betragtede
obligation. Hvis den saledes fundne portefelje (dominansportefaljen) er billigere end
den givne obligation, siges obligationen at veere domineret for den pageldende skatte-
sats. Ellers betegnes obligationen som efficient, idet den da kan indga i en rationel inve-
stors portefolje.

2. Modellerne udtaler sig saledes kun om, at den Pareto-efficiente maengde af portefaljer skal
findes som portefaljer af obligationer tilharende den efficiente m&ngde. Om der herved sker en
markant reduktion af investors beslutningsproblem ma afvente den empiriske analyse i afsnit 3.
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Folgende antagelser skal gores om investor og obligationsmarkedet. Der betragtes N
(1, 2, ..., N) af obligationerne pa markedet, hvis fremtidige nominelle og deterministi-
ske betalinger falder i tidspunkter 1, 2, ..., T. Lad a;(s) betegne betalingen i tidspunkt
t efter en marginalskat pa s hidrerende fra een enhed af obligation i. Da den fremtidige
kursudvikling ikke kan forudsiges med sikkerhed, md det antages, at investor beholder
de anskaffede obligationer til deres udlebstidspunkter. Modellens resultater bliver her-
ved helt uafhangige af den fremtidige kursudvikling.

Lad P; betegne anskaffelsesprisen for een enhed af obligation i pa investeringstids-
punktet (tidspunkt 0) og x; betegne det antal enheder af obligationen, der anskaffes.
Da det antages, at der ikke kan lines i obligationer, skal der felgelig geelde, at x; = 0
for alle i.

De muligheder for frem- og tilbageforing af betalinger, der findes udover investering
pa obligationsmarkedet, repreesenteres i modellen ved et udlansmarked med renteniog
et ldnemarked med rentenr. Lad y, og z, betegne belgbet der udlines henholdsvis lines
itidspunkttfort=0,1,2, .., T.

Den billigste portefalje, der efter en marginal skat pa s har mindst lige sa store beta-
linger som obligation h i ethvert tidspunkt, kan med ovennavnte forudsatninger fin-
des som den optimale lasning til falgende linezre programmeringsproblem

N
Min ¥ P.x,+y,—z,

i=1
u.b.b.

@ 3 au)i+ 1+ oy = (L+ P2y

—ntz Za,ls) t=1.2,...,T

[b} ZT=[]
{C} xizﬂs i=1,2,...,N;
»nz0; zz=0t=1..T

Nettoinvesteringen i tidspunkt 0 bliver siledes anskaffelsesprisen pd portefeljen
(xt, x3, ..., x&) samt et eventuelt udlin y§ og med fradrag for et eventuelt ln optaget pa
investeringstidspunktet z3 (* angiver optimale veerdier). Hvis denne nettoinvestering
er mindre end prisen pa obligation h:

[~1=

P;xr+y:—2:{Ph
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er obligation h domineret ved den givne skattesats.

Idet eventuelle 1dn og udlan tilbagebetales med renter een periode efter de er optaget,
sikrer restriktionerne (a), at i ethvert tidspunkt er dominansportefaljens nettobetaling
(incl. lan og udlan) mindst lige sa stor som obligation h's betaling. Restriktion (b) sik-
rer, at der ikke optages lan i sluttidspunktet, idet et sidant lan ikke kan tilbagebetales
i modellen.

Et vasentligt punkt ved anvendelsen af modellen er fastseettelsen af lanerenten og
udldnsrenten. Der geelder, at den optimale veerdi af det linezre programmeringspro-
blem er en voksende funktion af lanerenten og en aftagende funktion af udlansrenten.
Flere obligationer vil siledes blive kategoriseret som efficiente, jo hojere ldnerente og
jo lavere udlinsrente, der fastszettes. En udlansrente pa nul og en uendelig hej laneren-
te, svarende til at Jinemuligheden udelukkes, angiver det ekstreme valg. I dette tilfalde
gaelder der, at z, = 0 for alle t samt at i = 0 i den ovenfor specificerede linezre pro-
grammeringsmodel.

I det folgende betegnes modellen med lanemuligheder som model 1, medens model-
len uden lanemuligheder og en udlansrente pd nul betegnes som model 2.

3. Empirisk analyse af det danske obligationsmarked

Modellerne beskrevet i afsnit 2 laegger restriktioner pd, hvilke obligationstyper og
beskatningssystemer, der kan inddrages i analysen, idet modellen forudsaetter, at obli-
gationernes ydelsesrazkker efter skat er kendte pa investeringstidspunktet.

I denne analyse er der kun inddraget beskatningssystemer for sikaldte »almindeli-
ge« investorer, d.v.s. at renteindkomst beskattes med investorernes marginalskattesat-
ser, medens kursgevinster/-tab er holdt udenfor beskatning. Investorer, der beskattes
efter ligningslovens prg. 4 eller loven om realrenteafgift af pensionsaftaler (lov nr. 222
af 3. juni 1983), er saledes ikke behandlet, idet disse investorers beskatning kan afhzn-
ge af den fremtidige renteudvikling.

Rentebetalingen kan umiddelbart bestemmes som obligationens terminslige paly-
dende rente multipliceret med obligationens palydende veerdi. Fastseettelsen af ud-
treekningen byder derimod p4 s=rlige problemer. Nir den teoretiske model krzever, at
obligationernes ydelsesraekker efter skat er kendte pa investeringstidspunktet, kan der
kun inddrages obligationer i analysen, hvis indfrielsesmenstre kan forudsiges for den
enkelte investor. Dette er pa det danske obligationsmarked kun tilfzeldet for faste lan,
der indfries i slutdret, samt for serielan med gruppeudtraekning. Den empiriske analyse
omfatter saledes kun statsgaeldsbeviser (faste 1an), statslan (serieldn med gruppeud-
treekning), skibskreditobligationer (faste 1dn) samt erhvervsobligationer (faste ldn pa
neer fondskode 0340111, der er et serieldn med gruppeudtraekning).
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Ydelsesrsekkerne for skat med opdeling pa udtrakninger og rentebetalinger er ven-
ligst stillet til rddighed af firmaet »Datasats A/S«. De resterende nedvendige data er
obligationskurserne. [ analysen anvendes slut-keb kurser med tilleeg af handelsom-
kostninger.

Ved implementeringen af model 1 er ldnerenten fastsat til 0,75% pr. halve maned ef-
ter skat, hvilket svarer til en arlig rente pd ca. 20%, medens udlansrenten er 0%. Starrel-
sen af disse rentesatser medferer, at hvis der skal fares et beleb fra et tidspunkt til et an-
det enten gennem lan eller udlan, vil der i forhold til eksisterende markedsforhold blive
straffet hardt herfor.

For 11 forskellige skattesatser er der gennemfert beregninger til pavisning af even-
tuelle skatteklienteller for 55 obligationer med de noterede kurser den 28. april 1983.
Ved at lase et LP-problem for hver obligation og skattesats kan det pavises, hvorvidt
obligationens ydelser efter betaling af den givne marginalskat af renterne kan domine-
res af en portefolje bestdende af de evrige betragtede obligationer,

Aftabel 1 fremgarsterrelsen af en eventuel dominans baseret pd model 1 af de enkel-
te obligationer for de analyserede skattesatser. En prik markerer, at den pig=ldende
obligation ikke kan domineres af de svrige betragtede obligationer. I de tilf=lde, hvor
der er angivet et tal, er obligationen domineret, og sterrelsen af tallet udtrykker den
procentvise forskel mellem prisen pd den betragtede obligation (h) og dominansporte-
faljen:

N
Ph_(z Pixi+ Ya_zo)

i=1

AC, = P,

Forholdet AC,, kan opfattes som alternativomkostningen ved at investere i den h'te
obligation fremfor i dominansportefeljen, der gennem LP-modellen er sammensat si-
ledes, at den pa ethvert af obligation h’s ydelsestidspunkter giver en betaling, der er
mindst lige 53 stor som betalingen fra obligation h og samtidig har den mindst mulige
anskaffelsespris.

Resultaterne i tabellen viser, som man skulle forvente, at hajtforrentede obligationer
(f.cks. statsgeeldsbeviser) ikke kan domineres for lave skattesatser, medens lavtforren-
tede obligationer (f.eks. visse erhvervslan) ikke kan domineres for heje skattesatser,
Dette billede bliver endnu tydeligere, hvis man betragter storrelsen af alternativoms-
kostningerne i de tilfzelde, hvor der har kunnet pavises dominans. Denne er i de fleste
tilfzelde en voksende eller faldende funktion af skattesatsen afhengig af, om det er en
obligation med relativ stor eller relativ lille palydende rente.? Tallene i tabellen synes

3. For en nazrmere diskussion heraf kan der henvises til Christensen, Nielsen og Serensen (1984,
pp. 35-16).
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Tabel 1. Alternativomkostninger ved model 1 forr=0.75% og i=o0
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OBLIGATION FONDSKODE SKATTESATS

0 10 20 30 40 50 &0 70 80 90 100
STG 12 4 1984 990647 . . . 04 1.0 1.7 24 32 40
S5TG 12 3 1984 990639 . . . . . 03 07 1.2 1.7
STG 12 2 1984 990620 . . . . . . . . .
STG 12 1 1984 990612 8 : . . g . . .02
S5TG 12 4 1983 990604 3 . . . . 03 06 09 1.3
STL 12 2001 990493 5 : : . . LD 36 68103
STL 10 1987 990485 . . . . . . . .07
STL 10 1991 990477 3 . . . 0.1 0.8 24 43 6.2
STL 10 1989 590469 8 . : : g . 06 1.1 2.1
STL 10 1986 590450 0.1 . . 0.1 04 08 1.2 1.7 2.1
STL 10 1985 990442 . . . . . . 02 035 07
STL B8 1991 990388 22 1.6 L1 0.5 . . 09 21 33
STL 8 1989 990361 2.1 1.7 1.3 09 04 . . . 0.5
STL & 1986 990353 1.2 0.8 05 03 03 03 04 05 06
STL 8 1985 990345 1.2 1.0 0.7 0.5 0.3 0.1 . . ‘
STABIL 5 1992 590310 7.5 6.2 48 33 1.8 0.6 04 0.2 03
STL 4.5 1997 990302 149123 99 84 68 5.1 33 1.7 0.2
STL 4 2017 950272
SKC 7.5 199 410578
SKC 7.5 1995 410551
SKC 7.5 1994 410543
SKC 7.5 1993 410535
SKC 7.5 1992 410527 . . 5 . 8 . . . :
SKC 7.5 1991 410519 . . . . 8 . . . 2.2
SKC 7.5 1990 410500 . : . . . 5 . 03 23
SKC 7.5 1989 410497 . . ] . 3 . . 1.3 3.5
SKC 7.5 1988 410489 . . . . . . . . 0.7
SKC 7.5 1987 410470 1.2 14 1.5 1719 21 23 26 28
SKC 7.5 1986 410462 0.8
SKC 7.5 1985 410454 . . . . . . . . ]
SKC 7.5 1984 410446 1.0 0.6 0.7 0.8 0.8 09 1.0 1.1 1.2
SKC 7.5 1983 410438 0.1 . . : . . .01 0.1
SKC 7 1988 410373 15.315.215.014.9 14,8 14.7 14.5 14.4 14,8
SKC 7 1987 410365 . . . . . . . . .
SKC 7 1985 410349 1.6 1.5 1.4 13 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8
SKC 7 1984 410330 0.4 . . . . . . . 8
SKC 7 1983 410322 04 02 02 02 02 0.1 0.1 0.2 0.2
SKC 6.5 1992 410292 75 70 65 6.0 54 49 42 315 28
SKC 6.5 1991 410284 5.1 47 42 36 3.1 25 19 1.4 3.0
SKC 6.5 1950 410276 3.0 26 2.1 1.6 1.1 0.5 . . L3
SKC 6.5 1989 410268 41 37 32 28 23 19 1.5 24 40
SKC 6.5 1987 410233 64 6.3 6.1 60 5.8 57 535 53 5.1
S5KC 6.5 1986 410225 43 33 3.0 27 25 22 19 16 1.3
SKC 6.5 1985 410217 1.7 1.5 1.3 1.1 0.9 0.6 0.4 0.2

SKC 6.5 1983 410195 04 02 02 0.1 0.1
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ERH 13.5 100 1986 340081 . . . 04 1.8 3.2 48 64 82100119
ERH 13.0 100 1988 340073 : .13 31 50 7.1 9211.514317.220.2
ERH 10.0 200 1988 340030 8.2 7.1 6.0 49 3.7 25 20 2.1 21 21 2.1
ERH 9.0 SER 1990 340111 42 2.8 1.5 07 . 5 . 5 . oG
ERH 8.0 200 1990 340243 92 7.5 57 39 21 20 2.1 2.1 2.1 2.1 22
ERH 8.0 200 1990 340251 74 56 38 1.9 . .

ERH 8.0 225 1989 340138 11.8 9.5 7.2 48 2.3 0.5

ERH 8.0 143.5 88 340286 0.4 .
ERH 8.0 180 1991 340278 8.1 5.9
ERH 8.0 200 1989 340227 13.011.3

09 .. . . . .
7.9 6.1 42 33 3.2 3.1 3.0 2.9

il
h LA

generelt at indicere, at der eksisterer skatteklienteller, og for en investor med en given
marginal skattesats er det derfor ikke uden betydning, hvilken obligation der investeres i.

Det fremgdr endvidere af tabellen, at det for alle skattesatser er muligt at dominere
et relativt stort antal obligationer, siledes at den efficiente maengde bliver vaesentligt
reduceret. I tabel 2 er den efficiente mangdes procentvise sterrelse angivet for de 11
skattesatser og for savel model 1 som model 2. (Resultaterne fra model 2 prasenteres
nedenfor).

For model 1 ses det, at specielt for haje skattesatser kan der foretages en kraftig re-
duktion i antallet af obligationer, der vil have interesse for investorerne med de pagal-
dende marginale skattesatser. Det forhold, at det for alle skattesatser er muligt at domi-
nere relativt mange obligationer, implicerer desuden, at der ikke eksisterer en sakaldt
effektiv skattesats, der er karakteriseret ved, at det er investorerne med denne skatte-
sats, der er dominerende ved kursfastszttelsen af samtlige obligationer.

I enkelte tilfzlde er det ikke muligt at dominere obligationernes ydelsesrazkker for
nogen af de studerede skattesatser. Dette er tilfaldet med statslan 4% 2017, skibskre-
ditfonden 7,5% 1996, samt skibskreditfonden 7% 1987. For den ferste obligations ved-
kommende kan den manglende dominans selv for lavere skattesatser tilskrives den
kendsgerning, at den pageldende obligation har den lzengste lebetid blandt de under-
sogte obligationer, Det kan derfor vaere vanskeligt at duplikere dens ydelsesrazkke.

Et forholdsvis stort antal obligationer er domineret for alle skattesatser. Dette er til-
feeldet for visse lavtforrentede statsobligationer, 6,5% skibskreditobligationer samt
enkelte erhvervsobligationer. Dette synes umiddelbart at matte implicere, at kurserne
ikke befinder sig i en ligeveegt, idet de pagzeldende obligationer er relativt for dyre for
alle investorer uanset deres marginalskat. En potentiel forklaring pa dette forhold kan
vazere, at disse obligationer er specielt attraktive for de investorer, der ogsa betaler skat
af kursgevinster, Hvis der i beregningerne pa en konsistent made kunne tages hejde for
disse investorers skattebetalinger, ville denne situation muligvis blive a=ndret.

I model 2 er der til forskel framodel 1 ingen muligheder for at tilbagefare midler gen-
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Tabel 2. Den efficiente meengdes procentvise storrelse for model 1 og model 2

SKATTESATS MODEL 1 MODEL 2
0 44 53
10 53 55
20 51 55
i0 45 55
40 51 55
50 49 38
60 49 53
70 4 54
80 33 45
90 3 35

100 25 29

nem optagelse af lan. Da modellen saledes er den mest restriktive af de to, vil skatte-
klientellerne falgelig veere af mindst samme storrelse, som de der blev konstateret ved
hj=lp af model 1. I det felgende skal det vurderes, hvorvidt den markante reduktion i
den efficiente mezengde af obligationer, der blev observeret i forbindelse med imple-
menteringen af model 1, primaert kan tilskrives muligheden for tilbagefarsel af midler,
eller om der selv under den restriktive antagelse, at der ingen lanemuligheder eksisterer,
kan domineres et relativt stort antal obligationer for en given skattesats.

Foretages beregninger for de 55 studerede obligationer og de 11 skattesatser, viser
storrelsen af alternativomkostningerne, at det generelle billede er analogt til det, der
blev observeret i resultaterne fra model 1. Det er ogsd under disse antagelser tydeligt,
at hejtforrentede obligationer primaert er udomineret for lave skattesatser, medens
lavtforrentede obligationer typisk er udomineret for haje skattesatser. Selv uden lane-
muligheden kan det konstateres, at knap en fjerdedel af obligationerne er domineret
for alle skattesatser. Disse obligationer bestir hovedsageligt af lavtforrentede skibskre-
ditobligationer, enkelte erhvervsobligationer, samt en enkelt statsobligation. I syv til-
fazlde er obligationer udomineret for alle skattesatser, og under de givne forudsatnin-
ger ma disse betragtes som mulige investeringsobjekter for alle investorer uanset deres
marginale skattesatser.

Den procentvise sterrelse af den efficiente maengde fra model 2 for de 11 studerede
skattesatser fremgéar af tabel 2. For sterstedelen af skattesatsernes vedkommende ud-
gar den efficiente maengde godt halvdelen af de studerede obligationer. Dette er lidt
mere end hvad, der blev konstateret i forbindelse med model 1.

Det altdominerende mal, som anvendes til rangordning af obligationer, er ubetinget
den effektive rente. Denne sterrelse udtrykker den rente, der tilbagediskonterer de
fremtidige betalinger, sadledes at deres diskonterede sum zkvivalerer kursen pa det be-
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tragtede tidspunkt. Som nzevnt iindledningen har den effektive rente som valgkrite-
rium nogle dbenbare svagheder. Modellen, der er praesenteret ovenfor, lider ikke af dis-
semangler og giver en »korrekt« segmentering af obligationerne i en efficient og domi-
neret mangde.

En sammenligning af rangordningen pa basis af den effektive rente efter forskellige
marginale skattesatser og tilhersforholdet til den efficiente mangde viser generelt, at
der er en vis overensstemmelse. Overensstemmelsen synes dog ikke at vaere 54 perfekt,
at den effektive rente kan betragtes som et fuldsteendigt daekkende mal til rangordning
af obligationer. For at finde de efficiente obligationer er det nedvendigt at foretage do-
minansanalyser i lighed med dem, der er gennemfart ovenfor.

4. Afslutning

1 artiklen er der med henblik pd at undersage segmenteringstendenser pa dele af det
danske obligationsmarked opstillet en model, der definerer en obligation som domine-
ret, hvis der findes en portefelje, der koster mindre end obligationen selv samtidigt
med, at den giver mindst lige sa store betalinger efter skat i alle ydelsestidspunkter, Mo-
dellen er operationaliseret gennem en linezer programmeringsformulering.

Den empiriske analyse viser som hovedregel, at hajt henholdsvis lavt forrentede obli-
gationer er potentielle investeringsobjekter for investorer med lave henholdsvis heje
skattesatser. Sammenhzangen er dog ikke entydig. Det kan imidlertid konstateres, at
der eksisterer en skatteklientel effekt. Dette kan udtrykkes ved at obligationsmarkedet
er segmenteret, saledes at det er forskellige obligationer, der er de interessante investe-
ringsobjekter, nir skattesatsen varierer.

Et gennemgaende traek i analyserne er, at antallet, som ved en given skattesats er effi-
ciente, kun udger mellem 30 og 60% af det samlede antal obligationer. En investor, der
skal foretage en anskaffelse af obligationer, kan siledes eliminere en meget betydelig
del som vzerende uinteressante.
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