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seaMary s In Denmark real estate movtgage annuity bonds are amortized by lottery
druin ing.&. Each bovd ey wonandien, wind inice w yewi jhafi v i Dotids wie dirdnil FITTH
redeemed ar par. For the investor or the purchaser of the annuity honds this means thar
I;?Ef' ]'PE.IE’HTFFHJH h{{lfi’ J;'{ Mcerianin HHHI erH’ i"{‘“i‘!.’-‘."f'h‘l _L'J-I"J'r!.‘1 h!’f'””f{’.\ tl .\'fd‘J‘['Irh‘.‘.\fi.i' l.'f”'iﬂh‘l‘l’_ ;J
is shown that when an investor purchases an increasing number of bonds the realized
yield is asymptotic normally distributed and a formula for the variance is derived. It is
investigated how the asymptotic variance depends on the dividend rate, the yield, the
term of the bond, and of investor's horizon, and the results are illustrated by numerical

examples

1. Indledning

Som bekendt foregir amortisering af realkreditobligationer ved udtraekning, d.vs.
ved hver termin indfrier kreditforeningerne ved lodtrekning et antal obligationer
svarende til de afdrag lantagerne har betalt i den pagzldende obligationsserie. Da
indfrielsen sker til kurs 100, og kursen pd indfrielsestidspunktet ofte er vasentlig
under 100, er det af stor betydning for obligationsejeren, hvor heldig han er i
udtrekningslotteriet.  Pa  tidspunktet, hvor obligationsinvesteringen [oretages,
beregnes der ofte en effektiv rente svarende til kebskursen. Selv om renteniveauet ikke
endrer sig, vil den effektive rente sjzldent realiseres al investor, idet den faktiske
udtrekning af obligationen/obligationerne ofte vil afvige tilfeldigt fra det forventede
udtreekningsforleb. Den realiserede cflektive rente bliver sdledes en stokastisk
variabel. Det er derfor af afgerende betydning for investor at vide, hvor store
tilfeldige afvigelser man kan komme ud for, og hvorledes man i givet fald kan gardere
sig mod disse. [ntuitivt forventes det, at man kan formindske udtrekningschancens
betydning ved at kebe obligationer 1 mindste nominelle stykstorrelse frem for at
investere i obligationer med storre palydende verdi, men dermed formindskes ogsa
tilsvarende muligheden for vaesentlige gevinster ved hurtig udtrekning.

I betragtning af, at udirekningsgevinsten ofte udger en vaesentlig dei af den
etfek tive rente, er det bema&rkelsesvierdigt sa hdr, der er publicerst om udirekningens
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indflydelse pa den effcktive rente. Eriksen (1967) viste, at antal udtrukne obligationer
ved de forskellige terminer felger en hypergeometrisk fordeling og benyttede dette til
at vise, at nutidsvierdien af en investering i flere enslydende obligationer for en given
kalkulationsrentefod er approksimativt normalfordelt, nir antallet al obligationer
vokser mod uendelig. Han benyttede dette til at vurdere sandsynligheden for
overskud/underskud i forhold til den forventede kapitalvierdi vurderet med den
effektive rente som kalkulationsrentefod, men den realiserede effektive rentes
stokastiske egenskaber blev ikke diskuteret. Okkels Hansen (1975) diskuterer
tilsvarende ved hjelp af simulation normalitet af kapitalverdien af en obligationsin-
vestering ved en given kalkulationsrentefod. [ Okkels Hansen (1977) angives det
implicit uden bevis, at den realiserede effektive rente ved en obligationsinvestering er
approksimativt normalfordelt, nidr antallet al obligationer vokser mad uendelig. Det
angivne udtryk for den asymptotiske varians er dog ikke helt korrekt, om end det for
praktiske anvendelser er en rimelig god approksimation til den i afsnit 3.1 angivne
formel. Kier Christensen (1982) behandler ogsd udtriekningsusikkerheden knyttet til
realkreditobligationsinvesteringer, idet der i en riekke eksempler angives det antal
obligationer, der skal anskalfes for at opni en kravet minimumsforrentning med en
given sikkerhed. I Kier Christensen (1982) angives dog ingen formler eller beskrivelse
al den benyttede beregningsmetode. En sammenligning al resultaterne i Okkels
Hansen (1977) og Kier Christensen (1982) tyder dog pi, at resultaterne ikke stemmer
helt overens, idet man ifelge Kier Christensen (1982) ber anskaffe betydelig flere
obligationer end i Okkels Hansen (1977) for at opna en given sikkerhed.
Litteraturen vedrorende udtrekning af obligationer er siledes yderst sparsom, og
der hersker en vis usikkerhed omkring hvilke resultater, der er gieldende. Samtidig er
sporgsmélet om sammenhengen mellem udtrekningschancen og den effektive rente
blevet aktualiseret i forbindelse med etableringen af Vardipapircentralen og
omlegningen al udtrekningssystemet fra foraret 1983, Vi skal derfor i det folgende
sage at give en generel fremstilling af udtrekningsproblematikken og illustrere,
hvorledes sandsynlighedsregning er et vigtigt hjelpemiddel 1 denne gren af
rentesregningen. Efter i afsnit 2 at have diskuteret udtrekning af obligationer, viser vi
i afsnit 3, at den realiserede effektive rente som funktion af udtrekningstidspunkterne
for de anskaffede obligationer er approksimativt normalfordelt, nar antal
obligationer vokser mod uendelig. Det pavises, at den asymptotiske varians athenger
helt centralt al obligationens varighed. jl. Grosen og Meller (1981), og det diskuteres,
hvorledes udtrekningsrisikoen afhenger af lobetid, nominel rente og effektiv rente.
Videre underseges det, hvorledes udtrekningsrisikoen pavirker det afkast investor vil
opnd, sifremt obligationen kun beholdes i et begraenset tidsrum og ikke holdes over
hele labetiden. Resultaterne illustreres med numeriske eksempler, og det angives bla.,
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hvor mange obligationer det er nedvendigt at kebe for at opnd cn given
minimumsforrenining med en vis sikkerhed. Endelig kommenteres de aktuclle
andringer 1 det danske udirekningssystem,

Fremstillingen vil blive koncentret omkring sedvanlige obligations- eller
annuitetslan, men det er naturligvis muligt at foretage en tilsvarende analyse for
andre ldnetyper. Vi skal koncentrere os om de rent principielle problemer i
forbindelse med udtrekningsrisikoen, og vi skal derfor se bort fra. at
obligationsserier sedvanligvis er dbne i en vis periode 1 begyndelsen af lebetiden, og
at der forfalder eller kan forfalde ekstraordinere afdrag. Det vil ikke vare noget
problem at inddrage disse momenter, men da det vil gore fremstillingen mere
kompliceret, har vi valgl at betragte en mere ideel situation for at [remheve,
hvorledes rentesregning og sandsynlighedsregning kan kombineres, nir der indgar
stokastiske elementer.

2. Udtrzkning af obligationer

Ll sadvanligt annuitetslin er karakreriseret ved lebetiden m terminer, hovedstolen
Ry vg den nomnneile wente no Ydeben YVoor da Vo R G hvor a, — (1 =0T
betegner kontantvierdien af en eflterbetalt annuitet beregnet med den nominelle rente
r, og v,=1/(1+r) er diskonteringsfaktoren. Afdraget ved den jte termin er A,
= Y™t der siledes udger en andel pa

p, =t ag,,  j=l...m (2.1)

af hovedstolen. Sandsynlighedsfordelingen (2.1) spiller sdledes en hel central rolle ved
vurderingen af, hvorledes afdragene forfalder, og dermed hvorledes de tilherende
obligationer udtraekkes.

Lad os da betragte en obligationsudstedende institution der udsteder N
enslydende obligationer al pilydende R, med en lebetid pd m terminer og en
palydende rente pa r. Ved den j'te termin svarer de samlede crlagte afdrag NA;
=R+ N-p; til, at man kan indlri N;=N-p, obligationer til kurs 100. Dette sker da
ved, at man ved lodtrekning udtrekker N obligationer af de endnu ikke indfriede
N —¥{Z| N, obligationer.

For en tilsvarende obligationsinvestor, der pa udstedelsestidspunktet har an-
skaffet n af de nevnte obligauoner, ¢r situationen den, at han vil observere, at antal
udtrukne obligationer X,,....X,, ved de m terminer er stokastisk, n= 1 X
Betegner T,,...,T, udtrekningstidspunkterne for de n obligationer, er altsd X;
=37., T,=) idet I (A) betegner indikatorfunktionen for h@ndelsen 4. Ved simpel
kombinatorik felger da, at
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m N\ /(N
I = =x,} = 1/
PlX1_ .'i.'|.. ,-.-x’m -\mJ ‘L—[J (x‘-)}f(n)’

hvorfor den simultane fordeling af antal udtrukne obligationer (X,...., X, ) er en
shkaldt m-dimensional hypergeometrisk fordeling. I praktiske situationer er antal
udstedte obligationer N ofte meget stor. Nar N vokser mod uendelig, konvergerer

(2.2)

i

SHndS}'ﬂ]igthﬂﬂ {22] mod
P‘.‘ X =x, .. X =x T = " PI’ C Pr" o {2.3’
L 1 bl LR i ‘ m.[ _I“. . xm ] m

hvilket er en polynomiaifordeling. Det betyder, at ndr antal cirkulerende
obligationer er meget stort, kan vi opfatte T,,. .., T, som varende uathzngige med
fielles fordeling (2.1) svarende til. at (X,,.... X ) er polynomialfordelt. Dette letter
betydeligt visse af de lelgende resultater,

Lad T vare en stokastisk variabel der reprasenterer udtrekningstidspunktet for en
enkelt obligation og sdledes har fordeling (2.1). Det forventede udtrekningstidspunkt
er da

1= 5 i = (5 ) s
=1 j=1
=m—D(rrm+1,

hvor D(r, m}=Z}"=1j!e}"ja,;ﬂ,, er obligationens varighed eller »durations, jf. Grosen og
Maoller (1981), beregnet ved den nominelle rente r. For obligationer med samme
labetid udirekkes laviforrentede obligationer alisd iidiigere end hejt forrentede
obligationer, idet den nominelle varighed af hojt forrentede obligationer er mindre
end den tilsvarende varighed for de lavtforrentede obligationer. Tilsvarende finder
man, at variansen pa udtrekningstidspunktet er bestemt ved

VarT = ( . frﬁ) r.f'am!,— (D(r,m)* .
W= /

der saledes er den varians, der svarer til den nominelle varighed, nir varigheden
opfattes som en middelvierdi.

Ved traditionelle overvejelser vedrarende kurs og effektiv rente ved obligationsin-
vesteringer er kursen k=k(r,io,m), den effektive rente i,, lebetiden m og den
nominelle rente r, knyttet sammen via ligningen

k = k[r, in-:m} = ﬂrml'c,-"laiﬁlr . [24]

der ogsa entydigt bestemmer i, ud fra k>0, nir m og r er givet. Denne
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beregningsmetode forudsetter imidlertid, at investor modtager de lobende afdrag pa
de tilhorende annuitetslin. Nir obligationerne i stedet udtriekkes frem for at
afdragene fordeles pd alle obligationerne, kan investor ikke veere sikker pd at opnd
den ul kursen svarende effektive rente ifelge (2.4). Besidder investor 1 obligation, der
udtreekkes til tid T, og som er anskafTet tl kurs &, bliver den realiserede effektive rente
I=HT) bestemt af ligningen

k = rap;+o]. (2.5}
Vi antyder her og i det felgende, at den realiserede effektive rente I er stokastisk ved
valy al stort bogstav, Det er ikke muligt at angive et eksplicit udtryk for [ som
tunkuon ar [, men { er entvdigl bestemt ud ira w. Det er inudiciiid ogsd maligt at
opfatte hojresiden af (2.5) som en funktion af en vilkirlig subjektiv renteflod i, og vi
skriver da

Kty = rag+v] . (2.6)

Hajresiden er nu kun stokastisk gennem udtrekningstidspunktet, idet vi bruger en
fust hadkolationsientelid £ N2 T har Tordeling (213 finder vi for en vilkdrlig fast

kalkulationsrente i, at

EK (i)

I
-] ™
+
T
|
--.I":
S
o

g l“{l::r'_j*- l.l'ram!r [2?]

)

if Al

kir, i, m)

Il

efter en simpel omskrivning. Dette svarer helt ul det ventede resultat, idet kursen
k{r,i,m) netop angiver kontantverdien af annuitetsydelserne vurderet ved renten i
Ud fra (2.6) og fordelingen (2.1) finder vi videre, at variansen er givet ved

-+

a® = a*(r.i,m)
= Var K i {1
(2.8)
[rﬂj'r’ + “ +1)° }-JJ 1-:' o 11""”"“" - [ar.rjli-"f”fr.ﬁf']:
1

I
||M3

I

2

s .y
= ((i = )i { e =i/ (1L 4+ = (L+ 1))/ am, — thr, i, m) — 1—)
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Dette udtryk for variansen pa kapitalvierdien er ogsd gengivet 1 Eriksen (1967) og
Okkels Hansen (1975, 1977).

Nir investor pa investeringstidspunktet keber n enslydende obligationer afl den
betragtede type til kurs k, bliver den realiserede effektive rente I =1 (T,,...,T))
=[,1X,.....X,) bestemt al ligningen

k=1 EHN;T Z!r

J~| Jl-—l

m

E ’i'ju;u;-k Z X, .

I
"
Indforer vi videre K, (i}= Ky, p (i) givet ved

P o |
K,i) =r=Y ap+- ¥ vl
JI J=1- ! n _|'=1
(2.9)

=r ”,,+ EX

er den effektive rente siledes bestemt af ligningen k= K, (I,). Den eksakte fordeling af
I, kan siledes bestemmes ud fra (2.2), idet der til ethvert udfald af (X,,. .., X ) svarer
pr&cis en losning til ligningen k= K, (f,). Imidlertid kan det i praksis viere vanskeligt
at bestemme denne eksakte fordeling af I, idet der vil veere ("2™7 ") forskellige mulige
udfald af (X,,..., X,), siledes at der skal loses et tllwdrcnde antal ligninger. Hvis
f.eks. n=1000 og m=40, er der ('53°) mulige udfald af (X,,. ... X ), hvilket selv pi cn
moderne datamaskine or vanskeligl ail handtere. Selv om det er vanskeligt at
bestemme den eksakie fordeling af [, vil der dog altid galde. at i, =17, 2i,. hvor i, aog
i er bestemt af ligningerne k=ru;;+v; og k=ray+17 svarende til at alle
obligationer udtrekkes ved den forste henholdsvis sidste termin. Renterne i) og i,
kan derfor betegnes som de mest optimistiske og pessimistiske effektive renter, men
derudover er de al begrenset betydning.

Vi skal derfor i dei fvigende koncentrere os om asymptotiske approksimationer. [
den forbindelse nevnte vi ovenfor, at (2.2) kan approksimeres med (2.3), nir N er
meget stor. Det betyder, at vi kan opfatte de enkelte udtrekningstidspunkter
Ty, .., T, som verende uvalhengige med fordeling (2.1), og det felger da af den
centrale  grenseverdiseining fra  sandsynlighedsregningen, at for en given
kalkulationsrentefod i er K, (i) asymptotisk normalfordelt med middelverdi k(r,i, m)
=a;/a;, og varians a*(r.i,m)/n for n — ~. Nir n er stor, kan man altsi
approksimere fordelingen al K, (i) med en normallordeling med middelvardi
Gmilay, 0g varians o?(r,i,m)/n. Det resultat kan ogsd ses som en [olge af, at
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polynomialfordelingen (2.3) kan approksimeres med en normalfordeling, ndr n er
stor. Alternativt kan nevnes, at den hypergeometnske fordeling (2.2) kan
approksimeres med en normallordeling af samme type som ved polynomialfordelin-
gen (2.3), forudsat at bade N og n vokser mod uvendelig, og at forholdet n/N nermer
sig 0, siledes at investor besidder en forsvindende andel af det samlede antal
cirkulerende obligationer.

Idet vi i det felgende skal gore brug afl denne normale approksimation, skal vi her
til sidst angive, hvorndr den mad regnes for god. Generelt regner man med. at
polynomialfordelingen (2.3) kan approksimeres med den tilherende normalfordeling,
nar np;23 for j=1....,m Da p,=e7 """ 'a,, cr voksende i j, skal n2Sa, /o7

=51 {1 +r"=1}/r for at approksimationen kan regnes for rimelig god.

3. Den effektive rente

31 Hele lobetiden som investeringshorisont

Vi skal i dette afsnit studere, hvorledes den realiserede effektive rente I,
—1T,,....T,) oplorer sig, ndr n vokser. Hovedresultatet er. at I, er approksimativt
nwtmailordedl, vg vioshal lustrere, lvorledes detie kan bonyoes il shoanne over det
antal obligationer, det er nedvendigt at anskaffe for at opnd et krevet
minimumsafkast med en vis sikkerhed,

Ved en investering i n enslydende obligationer til kurs k, er den effektive rente i,
bestemt af ligningen k=k(r, iy, m)=ay; /a,,. mens den realiserede effektive rente I,
=1,(T,.....T,) er bestemt al ligningen k=K, (I,), hvor K, (-) er givet ved (2.9).
Intuitivt forventer man, at [, nermer sig i,. nir n vokser. Dette er korrekt, idet der

gelder folgende swetning.

Seetning 1. 1, — i, nwesten sikkert for n — ¢, hvilket betyder, at
P{1, — iy for n — ool =1.

Bevis. For en vilkdrlig kalkulationsrentefod i gelder, at K, (i) — k(r,i,m) nesten
sikkert ifolge de store tals lov og (2.7). For enhver verdi af n og ethvert udfald af
(Ty,....T,) er K,(*) en bijektiv, kontinuert, strengt aftagende funktion K,:
T=1 %[ ~ 70, ~x[. K, er siledes veldefineret, og [, =K, '(k). Idet K, '() har en
aflledet, der er ligeligt begrenset 1 n pa ethvert interval af formen (& [, &0,
gelder der fra et vist trin, at |i,—=/J,|SCIK, (ig)=k| for en passende konstant C.
Da K (i) — k for n — ~¢, er setningen vist. O

Ved hielp af resultatet i Setning 1 er det da muligt at vise, at den realiserede
effektive rente I, kan beskrives ved en normalfordeling, nér n er stor.
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Swining 2. Den realiserede effektive rente [, er asymptotisk normalfordelt med
middelverdi i, og varians t*(r,ig. m)/n, hvor

Prigem) = ¢ (rdgm) e, k(r,igom)Diio, m)}* (3.1.1)
Beris.  llolge den centrale  grienseverdisetning  er K (i) fordelt som
N{k(r,ig,m), 6" (r,ig,m)/n) asymptotisk, og den effektive rente I, er bestemt al

ligningen K, (I,)=k=Fk(r, iy, m). lfelge Taylors formel er da

k_Kn“U} = KN{IN}_KHU:U] = K;“n]“ln_ft])'t_K:lI:][‘Fn_EU}JIZ +

hvor I¥ ligger mellem [, og i,. Altsd er
Vi, —io) = (/n(k = K )/ K o) {1+ 05K (I, = igl/K (ig)

Den forste faktor konvergerer i fordeling mod en normalfordeling med middelvierd: 0

og varians g (r, i, m]/(;k{r. ioe m})., og den anden faktor gar i sandsynlighed mod
dig

| ifelge S:ietning 1, da K['(-) er ligeligt begrenset i n i en omegn afl iy Idet k(r,i,,m)

d

dig

Variansudtrykket frz[r*f.},m}f{r

k(r, by, my=uv; k(r, ig, m)D{iy,m). O

=“ni|l'c,."ll‘:"pir|r rﬁﬁ. at

WKirig,m)D(ig,m)}* har en naturlig fortolkning
a(r ip,m)/k(r,i;,m) angiver usikkerheden (spredningen) pi kapitalverdien pr.
investeret krone. Usikkerheden pd den realiserede effektive rente er siledes pa neer
korrektionsfaktoren v, (der skyldes, at vi regner med diskret rentetilskrivning og ikke
kontinuert) identisk med usikkerheden pd kapiialvierdien pr. investeret krone
divideret med obligationens varighed. Dette illustrerer pd ny som ogsd pavist af
Grosen og Maeller (1981), at varigheden er et centralt mdal for obligationens
tidsdimension.

Ud fra spredningen t=t(ri,m) cr det muligt at skenne over det antal
obligationer, det er nedvendigt at anskaffe for med en given sikkerhed at opnd en vis
minimumsfomrentning. @nsker man med en sandsyniighed pd 1—¢ at opnd en
minimumsforrentning pad i<i, cr det nedvendigt at anskaffe n=(y, _,t/(i—i,)*
obligationer, hvor y, _, betegner | —¢ fraktilen i normalfordelingen.

Til illustration af dette har vi i Tabel 1 angivet det nedvendige antal obligationer
for forskellige labetider, forskellige kuponrenter og forskellige onskede minimumsfor-
rentninger, nir der enskes en sikkerhed pa 95% eller 997, Alle regninger er foretaget
med en effektiv rente pd 10,57, pr. termin. Det fremgir, at det nedvendige antal
obligationer falder vesentligt med stigende kuponrente svarende til, at den direkte
rente stiger, siledes at udtrekningselementet formindskes.
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Tabel 1. Det nedvendige antal obligationer at anskaffe for forskellige obligationsiyper
Sor med 95% henholdsvis 999 sandsyalighed ar opnd en forrenining pa 10,253% 1047,
og 10,455, ndr den effekiive rente er 10,55 pr. termin. Tal | parentes kan kun opfarres

som en slags rettesnor,

Sikkerhed 93%, Sikkerhed 997,
Lebetid i Nom.
terminer rente Kurs 10,25%  104% 10459 1025%  104%, 1045,

3,59 72,32 381 3630 14522 1162 7261 29047

10 5% 7789 104 1903 7612 609 3807 15227
6% g1,72 183 1143 4375 366 2290 9158

3,5% 5791 606 790 15159 1213 T580 30322

20 54, 66,05 271 1694 77 542 3388 13551
o 71.76 {1147} Ul inin 24 ia3a 7333

3,5% 49,19 568 3551 14203 1136 7102 28410

30 5% 58,85 (213} 1343 3370 430 2686 10742
&% 65,73 {105) 635 261y (21U) Liiu 5238

5% 43,78 500 3126 12502 1000 6252 25008

40 5o/ 54 4% {159y G995 982 (319 19491 1965
A 62,13 (7 1433 i/4i 113y sl el

17 3,5% 61,49 608 3803 15211 1902 7607 30427
10 5% 77,89 304 1903 7612 609 I807 15227
S 6% 84,37 183 1153 4613 369 2307 9228

Videre bemarkes det, at det nedvendige antal obligationer vokser kraftigt, nar den
krevede minimumsforrentning niermer sig den effektive rente. @nsker man med en
sikkerhed pa 997 at opni en forrentning pi 10,45%, er det siledes nedvendigt at
investere millionbeleb for at opnd en sidan garanti, selv om investeringen foretages i
obligationer af styksterrelse kr. 1000.

Tallene i Tabel | giver ogsa en fornemmelse af, hvorledes sikkerheden og garantien
ved en given investering kan forbedres, hvis investeringen feks. konverteres fra
obligationer af pilydende kr. 20,000 til obligationer af palvdende kr. 1000. En sidan
konvertering er s@rdeles aktuel i forbindelse med litranumrenes og styksterrelsernes
bortfald, nar Vardipapircentralen begynder sit virke fra fordret 1983. I forbindelse
med indkaldelsen og annullermgen al de fysiske obligatoner opdeles nembg hver
serie i andele af kr. 1000 eller tilsvarende afhaengig af, hvad der har veret den mindste
stykstorrelse 1 den pagaeldende serie. Hvis investor sdledes har foretaget en
investering i obligationer af palydende kr. 20.000, betyder overgangen til andele af kr.
1000, at hver enkelt fysisk obligation erstattes af 20 andele af kr. 1000. En siadan
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opdeling har naturligvis ingen betydning for det forventede afkast, men har som vist 1
Tabel 1 betydning for de tlfeldige afvigelser, man kan komme ud for. Hvis investor
feks. har anskaffet n=(y,_, 7/ (i—iy))° obligationer al palydende kr. ¢-1000 og
dermed opndet et minimumsafkast pd i med en sandsynlighed pa 1 —¢, betyder
konverteringen til andele af kr. 1000, at garantien for et minimumsafkast pa i forbedres
fra 1—¢ til 1 =4, hvor & er bestemt af y, =] qv,_,. Alternativt kan eflekten af
konverteringen udtrykkes ved, at det garanterede minimumsafkast pa i oges tl i' =i,
+ (i—ig)/) g, forsat med en sikkerhed pa 1—& Pa den anden side betyder
konverteringen ogsa, at sandsynligheden for afkast. der overstiger den effekuive rente,
tilsvarende formindskes. Effekten af omlegningen af udtrekningssystemet kan da
enten males ved en forbedring af garantisandsynligheden fra 1 —¢ ul 1 =& eller ved en
egning i minimumsafkastet fra i til . Til illustrationen af dette kan n®vnes, at hvis i,
~10,5%, op i=10,25",, bliver " lig med 10,397, 10,427, og 10447, nar g er lig med 5,
10 og 20, mens {' bliver lig med 10.46%, 1047% og 1048% nir i— 1047 Der kan
siledes opnds en vasentlig forbedring al garantien ved at investeringen opdeles pé
obligationer af mindste storrelse.

Sammenlignes resultaterne i Tabel | med de tilsvarende resultater i Okkels
Hansen (1977) og Kier Christensen (1982), ses det, at de er i overensstemmelse med
QOkkels Hansens resultater. Dette er helt naturligt, idet

[ry _,tlr i, m)/ (i —ig)]* = l:_a-._,a{r. i”""]-'!l((JUT kr, :;,.mm—i,,])]'

4]

[xy - otr iy, my (ki m) = k(r, iy, )] .

I

hvilket var det udiryk, Okkels Hansen (1977) benytiede. Det ser dog fortsat ud til, at
det krevede antal obligationer i Kier Christensen (1982) er for stort.

Nar man fortolker antallene i Tabel 1, bor man vere opmierksom p4, at tallene er
udregnet pa baggrund al en approksimation med en normalfordeling, og at denne
approksimation kun kan regnes for god, nar n 23 (1 + )™= 1}/r. De antalsverdier.
der er under denne nedre grense, er derfor ikke helt palidelige og kan kun opfattes
som en slags rettesnor, og de er derfor angivet 1 parentes.

Ofte anbefales det skattepligtige investorer at investere i obligationer med lav
nominel rente, idet den effektive rente efter skat er starre pa grund af den skattefri
kursgevinst. Ved sddanne overvejelser bar man dog ifelge Tabel 1 vere opmeerk-
som pa, at der skal anskaffes betydelig flere lavt forrentede obligationer end
hejt forrentede, for at man kan viere rimelig sikker pa et vist minimumsafkast.

Af Tabel I fremgar det dog ikke klart, hvorledes spredningen t og dermed det
nedvendige antal obligationer afhznger af restlebetiden m. Af (2.8) ses det, at
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tlr iy, 1)=0 og at t(r,ig,m) — 0 for m — >0, Dette sidste svarer til, at kursen |
konvergerer mod r/i,, sdledes at den direkte rente bliver identisk med den effektive
rente, og udtrekningen har da ingen betydning. Der ma derfor lindes en vierdi af m,
saledes at t(r,ip,m) er storst mulig. Vi vil betegne denne lobetid med m*, og det
betyder, at ud [ra et rent udtriekningsrisikonuessigt synspunkt er det mest usikkert at |
investere i obligationer med en lobetid pd m*. Vi har i Fig. 1 for i,=10.,5%, angivet
spredningen t(r.i,. m) som funktion al m for forskellige kuponrenter r. For en effektiv |
rente pa 10,5% pr. termin ¢r m* henholdsvis 17,10 og 8 terminer, nar kuponrenten er
henholdsvis 3,59, 3% og 6%, Al Fig. 1 fremgiar det videre, at det kun er for meget
langt lebende obligationer, at udtrekningsnsikoen er negligerbar. Selv o
forheldsvis kortlebende obhigationer wdgor udirekningen ¢t viesenthgt nisikoele-
ment. Harende til lebetiderne m™ har vi 1 Tabel | angivet del nedvendige antal
obligationer svarende til de evrige eksempler 1 Tabel I, og disse tal kan saledes|
opfattes som evre granser for det nedvendige antal obligationer. Disse evre grenser
er ualhangige af lobetiden og athenger kun af kuponrenten ng den effektive rente.

Fig. 1 illustrerer, hvorledes udtrekningsusikkerheden er afheengig af kuponrenten,
nar vi fastholder den effchtive rente. Tilsvarende resultater er geldende for fastholdy
kuponrente og varierende elickuy tente, saicdes at louisia, al hubierine har saming
skeeve form og usikkerheden oges med forskellen mellem den eflfektive rente og

kuponrenten.

3.2, 1 termin som investeringshorisont
Vi har indtil videre udelukkende betragtet den situation, hvor investor beholdt
obligationerne indtil udleb, eller indtil de hlev uditrukket. Ofte sker der det, at
investor afhender obligationerne inden udleb, eller inden de bliver udtrukket. Vi skal
1 afsnit 3.3 betragte en vilkérlig investeringshorisont, men inden da skal vi studere den
korteste investeringshorisont der indeholder udtrekningselementet, nemlig 1 termin.
Nar der resterer m terminer al en obligation med kuponrente r, og den cffektive
rente er iy, gelder der felgende fundamentale ligning

Iy = rikirg.mj+ (Airigom— IJI—RU‘.:,,,mi).-RH'. i M)
+p, (1 =klrig,m=1)/k(rig.m),

hvor kir, iy, m}=az /am, Den er analog med den fra hvsiorsikningsmatematikken
kendte Thieles differensligning, og den udtrykker den effektive rente som en sum
af den direkte rente. kursgevinsten og udtrakningsgevinsten. Sandsynligheden
p,—r™az, er sandsvnligheden for at obligationen udtriekkes ved den forstkom-

mende termin.
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Nom. rente 3.5%,

Nom. rente 5%,

MNom. rente
6%

I__
\'\-
oll 1 ! r : | | | [
5 10 20 0 40 30 60 70 80

Restlebetid 1 terminer

Figur 1. Asymptotisk standardafvigelse pa realiseret effektiv rente som funktion af
restlobetiden. Obligationerne holdes indtil udleb. Effektiv rente 10,5% pr. termin.

En investor, der keber n obligationer, nar der resterer m terminer, og selger
obligationerne 1 termin senere, vil viere sikker pd at f den direkte rente r/k(r, iy, m)
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og kursgevinsten (K(r.ig.m = 1) =kir, iq,ml) k(r. i, m), forudsat at den effektive rente
ikke @ndrer sig. Udtriekningsgevinsten p, (1 = kiriip.m— D) kir i, m) er derimod
usikker. Med samme notation som tdhigere bhiver den opnaede rente pa en termin,
I, . stokastisk, og

I,y = rkir g+ (ke ig.m— 1) = k(r, im0} kir, iy om)

=D =k(r ig.m— 1 kir g, m) . (3.2.1)

I
+- Y
ﬂ)-

1 & . . . R
hvor = % I(T;=1) angiver den andel af de # obligationer, der udtrekkes ved den
"n -
d=
forst kommende termin, Idet vi fortsat opfatter T,,.. ., T, som vathengige med fwelles
fordeling (2.1), bliver EI, , —i, og Varl,_,=73(r.i, m. NVin. hvor

2 ig m 1) = S(0=k(rig m—D)k(rig,m) 2 p, (1 =p)) (3.2.2)

svarende Gl at antal udtiuhne obligationer er binomialfordelt, Det folger derfor ogsa
i dette tilfelde, at [, | er asymptotisk normalfordelt med middelverdi og varians som
angivet. Til iliustration af usikkerbeden pa f,  har vi i Fig. 2 for §, — 1057 angivet
T(F g, 1) som tunkuon al m lor lorskeibige huponrenter oo Dol lietngal, at i
sammenligning med Fig. 1 er usikkerheden pd den cffektive rente betydelig storre, nér
obligationen kun holdes | termin, end nir den holdes, indtil den bliver udtrukket.
Forklaringen er naturligvis, at fordelingen af I, | er meget skev. Der er med en lille
sandsynlighed mulighed for at opnd en meget hej forrentning, hvis obligationen
udtrekkes. Denne forrentning kan i visse tilfelde vere pAd mere end 100%,. Til
gengzld er der en forholdsvis stor sandsynlighed for at opni en forrentning, der
ligger lidt under den effektive rente. Beholdes obligationen derimod indtil udlab, er
det ikke si afgerende, om obligationen udtrekkes ved den ferstkommende termin
eller ved en af de resterende, og usikkerheden pa den effektive rente bliver derfor ikke
sa stor. Hvis investors investeringshorisont derfor er 1 termin, ber man siledes alene
ud fra et rent udtrekningsmassigt synspunkt vere varsom med at investere i
realkreditobligationer, med mindre disse har en restlebetid pa 1 termin.

3.3, Vilkarlig investeringshorisont

Vi skal til sidst betragte den generelle situation, hvor investor har en
investeringshorisont af vilkarlig lengde [, hvor 1 21Zm. Det betyder, at nvestor
antages at afhiende alle ikke udtrukne obligationer efter [ terminer, og vi skal antage,
at dette kan lade sig goere til en kurs hestemt ud [ra den effektive rente i, pa
investeringstidspunktet. Wi cer sdledes fortsat bort fra muligheden af en rentezndring
i investeringsperioden. Kursen pd afhandelsestidspunktet, hvor der fortsat resterer

23
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Nom. rente 359,

Nom. rente 5%

Nom. rente 6%

I I | | l
5 10 20 30 40 50 60 70 80

Restlabetid 1 terminer

Y

Figur 2. Standardafvigelse pa realiseret effektiv rente som funktion af obligationens
restlobetid. Obligationerne holdes | termin. Effekiiv rente 10.5%, pr. termin.

m—1 terminer, er saledes k(r,ig.m—0=a,_y; /ay_ 1. Kapitalverdien udregnet med
rentefoden i al en investering i en obligation bliver da

Kiliy = rag;+e] " SHT SN+ kirip.m—DHI(T> D)

Lol ‘{nrg 0+ k{r, g = OHT> ) — 5} :
I I
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hvor Tal=min(T,1. Man finder da, at

EK (1) = {lag+ el p ag, . (3.3.1)

a(roi.m, )

Var Kli)

(=i e = e+ = (7)) an,

r r

, _ rl’
+ l'f‘{klr.ru. m—[)—= ]( 7 oy A Jon
!

(s

5

/ r
—LEKT-m— —,) . (3.3.2)
I

Hvis en investor derfor keber n obligationer, ndr der resterer m terminer, og s®lger de
ikke udtrukne obligationer, nir der netop resterer m—1 terminer, vil den
gennemsnitlige kontantvierdi

K, () = Kg 0

1 L
- I ar i
i=1

e TS0 + ki igm =T =1} (3.3.3)

|

IIM:

= |-

+
K
vere approksimativt normalfordelt med middelvaerdi EK (i) og varians a2 (r,i,m, [)/n
for m — 0,

Den effektive rente, 1, ;, der realiseres, nar der tages hensyn ul udtrekningen, bliver
bestemt af ligningen k(r, iy, mi=K,({, ), hvor K.(-} nu er givet ved (3.3.3). Som 1
Swetning 2 folger det, at [, , bliver asymptotisk normalfordelt med middelverdi i, og
varians t(r, iy, m, )/n, hvor

2

g m ) = alrig.m.1) f{ :—[ EKT{;']L-:,-“}

= a*(r,ig,m, D)/ {v; Dlig.m, Dk(r, iy, m)}* (3.3.4)

B[iu. M, ” S {ﬂl“i,,D fiu, “ + EF:'na;—Tﬁllu}."’aE‘l!fh B

Disse formler generaliserer savel (3.1.1) som (3.2.2). Bemerk ievrigt, at for =1 er det
faktisk muligt at lese ligningen k(r,1o,m)= K/, ) direkte, og man lar (3.2.1). Videre
noteres det, at (3.3.4) har nejagtig samme form som (3.1.1), idet D{i,, m,l) pracis
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angiver varigheden afl betalingsstrommen 1 1,....14a, - pa tidspunkterne
1.2,....1svarende til, at obligationerne afheendes. nar der resterer m—1{ terminer.

Investors investeringshorisont [ er ofte fastlagt pa forhind, og den effektive rente er
bestemt ud fra markedet. Ved valg al m og » loretages der ofte en riekke overvejelser,
der ikke dirckte vedrorer udtriekningselementet. @nsker mvestor feks. at gardere sig
mod @ndringer i den effektive rente, bor man ifolge varighedsstrategien, ji. Grosen og
Moeller (1981), velge m, sa Dii,.m)=[, mens skattemeessige overvejelser kan viere
bestemmende for valg af r. Men ved hjelp af (3.3.2) og (3.3.4) er det ogsi muligt
direkte at inddrage udtrekmingschancen 1 valg af m og r.idet afkastets alhengighed
af udtrekningerne kan beregnes.

4. Afsluttende bemarkninger

Vi har i det foregiende beskrevet, hvorledes man generelt ved hjelp afl
sandsynlighedsregning kan behandle udirekning al annuitetsobligationer. Udtrek-
ningen udger for visse obligationstyper et veesentligt risikoelement, og det er derfor
vigtigt at vide, hvor stor denne usikkerhed er. Det blev vist, at den realiserede
effektive rente er approksimativt normalfordelt med en standardalvigelse der, pd ner
en korrektionsfaktor, er standardafvigelsen pd kapitalverdien pr. investeret krone
divideret med obligationens varighed. Ud fra dette var det da muligt at bestemme det
antal obligationer, det er nedvendigt at anskaffe for med en given sikkerhed at opné
en vis minimumsforrentning. Samtidig var det muligt at skenne over den
risikomassige betydning af, at alle obligationsinvesteringer fra fordret 1983
konverteres til andele al mindste styksterrelse 1 formndelse med, at Vaerdipapircen-
iraien begynder at fungere.

I fremstillingen ovenfor har vi set bort fra en riekke praktiske forhold pa det danske
obligationsmarked. Vi har set bort fra, at en obligationsserie kan veere dben i en
periode far den lukkes, og det endelige forleb af afdragene dermed bliver kendt.
Ligeledes har vi set bort fra forekomsten al ekstraordinere afdrag. Ekstraordiniere
aldrag kan enten vere lastlagt pa forhiand. siledes at den underliggende
sandsynlighedsfordeling pa forhand er forskellig fra (2.1). eller de kan forckomme pa
stokastiske udspunkter, og der ma da tages hensyn til, at siédanne afdrag kan betyde,
at det samlede antal udtrukne obligationer ved de enkelte terminer ligeledes bliver
stokastiske. Endelig har vi hele tiden regnet med en fast effektiv rente og forudsat, at
det efter investeringstidspunktet fortsat vil veere muligt at afhende obligationen til en
kurs, der svarer til den effektive rente pi kebstidspunktet. Begrundelsen er, at vi
udelukkende har veeret interesseret i at studere udtrekningschancens indflydelse pa
det realiserede afkast, men af fremstillingen fremgar det, at der nemt kan tages hensyn
til, at obligationerne ikke kan afh@ndes til en kurs bestemt ud fra den effektive rente
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pa kebstidspunktet. Dermed dbnes der mulighed for at studere den kombinerede
effekt al udtrekningerne og eventuelle rentendringer.

Derimod har vi koncentreret os om at vise, hvorledes sandsynlighedsregning er af
vesentlig betydning ved vurdering af lineforhold, hvori der indgir stokastiske
komponenter. Fremstillingen har vieret centreret omkring annuitetsobligationer, men
stokastiske elementer indgar ogsa i en rekke andre lineformer. Ved siedvanlige
pantebreve modtager kreditor lebende afdrag. mens ekstraordinere afdrag og
eventuel indfrielse for forfaldsdato forekommer pd stokastiske tidspunkter,
Pantebrevets effektive rente bliver dermed stokastisk og kan studeres, nar
forekomsten al ekstraordinere afdrag, indfrielse og evit. misligholdeise er estimerst ud
fra en portelolje al passende sterreise. Ved premicobligationer er hele alkastel
stokastisk, og det kan behandles helt analogt il fremstiilingen ovenfor. Endelig kan
der nmvnes statsobligationerne, der er udstedt som gruppeian, hvorved der hvert ar
udtriekkes 1 gruppe til indfrielse til kurs pari. For disse lin er det muligt helt at
eliminere udtrekningsproblematikken ved at kebe lige mange obligationer 1 hver
enkelt gruppe. Men det er til gengeld ogsd muligt at spille hejt spil ved at placere
hele investeringen 1 en enkeli giuppe. Ved indferelsen af Vierdipapircentralen og
omlzgningen al udtreknimgssysiemet ivr statsobligationer bliver dece ikke muligt
mere, idet investors portefelje og de tilharende andele hele tiden vil vere jeevnt fordelt
pa de endnu ikke udtrukne grupper. Det betyder, at hvis blot antallet af investors
andele er deleligt med antallet af grupper, vil udtrekningselementet i investeringen
viere fuldstendigt elimineret. Sammenholdt med resultaterne i afsnit 3 er det siledes
selv for sma investorer muligt at opnd en garanti for den effektive rente, nar der
investeres 1 statsobligationer,

I betragtning af udtrekningschancens vasentlige indflydelse pd investors alkast er
det forbavsende si fa teoretiske og empiriske undersogelser, der er publiceret om
emnet. Gertz og Balling (1977) har undersegt, om det danske obligationsmarked er
effektivt i forbindelse med udtrekningstidspunkterne, siledes at kurserne efter
udtrekningen falder det man kan forvente. Gortz og Balling oversa, at obligationer
farst leveres 3 dage efter, de er handlet, og Ankerstjerne og Maller {1982) har i den
anledning foretagel en forbedret analyse af det danske marked. der viser, at
obligationsmarkedet ma regnes for effektivt m.h.t. kursfaldet omkring udtreknings-
tidspunktet. Imidlertid er der fortsat nogle abne sporgsmil. Eksempelvis kunne det
vare interessant at undersege, om resultaterne 1 Fig. | og 2 pavirker hurslastsicticlsen
pa det danske obligationsmarked, sidledes at kursen pa obligationer med stor
udtrekningsrisiko er lidt mindre end den teorctisk rigtige kurs for at kompensere for
udtrackningsrisikoen. 1 den undstrekning der forekommer ekstraordinere aldrag og
indfrielser pa obligationsldnene, kunne det ogsa vare interessant at fa undersogt,
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hvorledes disse forekommer, og om dette pdvirker den konkrete kursfastsettelse pa
bersen, og om markedet er effektivt i den henseende. Dette er blot enkelte af de
abenstdende spergsmal, som det kunne wviere interessant at fi belyst gennem
empiriske studier af det danske obligationsmarked.
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