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suMMARrY: The concepr of duration of bonds is introduced and related to interest rare
sensitivity of fixed income portfolios. The importance of duration in sirategies to
immunize the value of a fixed income portfolio at a specified future point of time against
interest rate fluctuations is described m both static and dynamic models. The interest
rate elasticity of the value of a fixed income portfolio at any point of time is
demonstrated to be determined by duration. The biases of this elasticity to finite interest
rate changes is analyzed.

1. Interessen for fastforrentede portefeljers renterisiko er sget

De fastforrentede fordringers traditionelt betydelige andel af den danske
fordringsmasse har i forbindelse med det seneste tidrs bemerkelsesvaerdige ®ndringer
i savel renteniveau som rentestruktur oget interessen for analysen af fastforrentede
fordringers afkast-risikoegenskaber.

Sammenhangen mellem risiko og alkast er gennem portefoljeteorien blevet stadigt
mere konkretiseret i de seneste 10-15 &r, men de opstdede analysemetoder har iser
vazret anvendelige for analysen af aktiemarkedet. Det er derfor milet for den
foreliggende analyse af fastforrentede fordringers renterisiko at presentere
durationbegrebet — varighedsbegrebet — til at belyse sammenhzngen mellem
fastforrentede fordringers afkast og risiko.

2. Immunisering

Oprindeligt er durationbegrebet introduceret af Macauley (1939) som mal for en
obligations gennemsnitlige labetid, som han definerede som den vejede gennemsnitli-
ge afstand til obligationens enkelte ydelser, idet de enkelte ydelsers relative andel afl
den samlede kapitalvaerdi anvendes som vaegte:
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hvor D = obligationens duration
s(t) = obligationens ydelser med ydelsestidspunkterne t=1,.......m
i = obligationens inlerne rente
W, = de enkelte vdelsers viegtandel, 1=1,...... L

Det ses, at dette mal for en obligations tidsdimension inddrager samtlige
betalinger og deres tidsfordeling. Lebetiden inddrager derimod kun start- og
slutbetalingstidspunkterne. Senere har det vist sig, at durationformalet indgir i
beregningen af fastforrentede fordringers renteelasticitet. Durationbegrebets elastici-
tetsegenskaber kommer mest bemerkelsesvardigt til udiryk i begrebets rolle ved
udformning af investeringsstrategier til eliminering af renterisiko ved investering i
fastforrentede fordringer.

I en gennembrudsartikel fra 1971 introducerede Fisher og Weil (1971) en strategi,

' mod uventede skift i

der sikrer en investor i rene discountobligationer
rentestrukturen. De udviklede en investeringsstrategi, der under visse foruds®tninger
m.h.t. rentestrukturskiftenes type bevirker, at det realiserede afkast over en horisont
som minimum svarer til det, som loves al rentestrukturen pa investeringstidspunktet.

Strategien krever valg af en obligation(s-portefalje), hvis vejede gennemsnitlige
afstand til de enkelte betalinger er lig med investeringshorisontens lengde pd
betragtningstidspunktet. I forbindelse med modtagelse al de lebende ydelser skal
portefeljen justeres sdledes, at dens wvejede gennemsnitlige lebetid holdes i
overensstemmelse med resthorisontens lengde.

En strategi, der sdledes eliminerer fastforrentede portefeljers renterisiko, er blevet
ben®vnt bide som en duration- og som en immuniseringsstrategi. Valget af
immuniseringsbetegnelsen er ligetil. At Fisher og Weil tillige valgte at betegne
strategien som en durationstrategi berocde pa, at det vejede gennemsnitlige mél for
tidsafstanden til portefeljens enkelte ydelser, der som ovenfor nmvnt indgir i
strategien, har stor lighed med det af Macauley udviklede mil.

Det vil af artiklen her fremga, at strategien ikke alene er anvendelig i relation til
rene discountobligationer, men tillige for kuponobligationer.

l. En ren discountobligation er en obligation, hvis forrentning alene fremkommer ved, at den
til underkurs udstedie obligation indfries til pari ved udleb. I amerikansk litteratur ben®vnes
en ren discountobligation ofte som en »single-payment« eller en »zero coupon bonde,
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Analysen af renteusikkerheden sker 1 den foreliggende artikel med udgangspunkt i
en fast planlegningshorisont, ligesom det er tilfieldet 1 Fisher og Weils
immuniseringsteori. Der ses i analysen bort fra skat, risiko Tor misligholdelse,
mulighed for konvertering. transaktionsomkostninger og udtriekningsproblematik-
ken.

Planlzgningshorisontens lengde udgeres af tidsafstanden mellem begyndelsen afl
investeringshorisonten og det al investor valgte remtidige opgerelsestidspunkt, som
feks. kan viere tidspunktet for indfrielse af en nominel forpligtelse.? Investor antages
at kobe en obligationsportefolje ved starten af planlegningshorisonten, geninvestere
de lobende ydelser 1 lobet af investeringshorisonten og at opgore den akkumulerede
kapitalvierdi ved udgangen af investeringshorisonten,

Fisher og Weils immuniseringstrategi sdvel som andre forfattercs senere udviklede
immuniseringsstrategier® udnytier informationen i rentestrukturen pi investerings-
tidspunktet, Gennemgangen  indledes  derfor med  en redegorelse for  nogle
rentestrukturbegreber og deres relation til den lovede kapitalverdi ved udgangen al
horisonten.

3. Den lovede kapitalveerdi

Det tilsigtede mil med en immuniseringsstrategi er at opnd mindst  det
kapitalbelob ved planhorisontens slutning, som tilsiges al forwardrenterne ved
planhornsontens begvndelse. Det vil sige det beleb, som ville opnas, hvis de
forwardrenter, der er ved planpeniodens begyndelse, faktisk kommer til at svare til de
realiserede renter i planperioden.

Forwardrenterne ved periodens start angives implicit al priserne for fordringerne
pa dette tidspunkt, idet der er folgende sammenhweng mellem en vilkarlig fordrings
pris, P(0), og forwardrenterne, r;:

] r
POy =3 s(o) [T (14r)7! (2)

i=1 i=1
Af priserne pa fordringerne med forskellig betalingsprofil kan man derfor — under de
her anvendte forudsetninger — entydigt udlede forwardrenterne pa dette tidspunkt.
Det ses al (2). at det kan veere algebraisk besverligt at arbejde med
forwardrenterne, og vi vil derfor i stedet angive de fremtidige renter ved hjelp af

perioderenter, 10, 1), der er fastlagt sdledes

2. Der er saledes den nominelle renterisiko til forskel fra den reale renterisiko, der analyseres.
3. For resumé afl durationlitteraturen op til 1973 kan henvises til Weil (1973), medens
udviklingen i durationlitteraturen mellem 1973-78 fremgdr afl oversigtsartikler af Ingersoll,
Skelton og Weil (1978) og af Bierwag, Kaufman og Khang (1978).
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(1+m0.0) "= ] (1+rp! (3)
jel

Perioderenterne er altsia geometriske gennemsnit af forwardrenterne, og et set al
perioderenter og et siet af forwardrenter diekkende samme periode er saledes entydigt
forbundne.

Hvis investor keber en fordring med prisen P{0) og geninvesterer alle ydelser
herfra indtil et fremtidigt tidspunkt, m. kan den lovede kapitalvierdi. Rim) nu
opgeores ved hjelp al perioderenterne, idet

Rim) = % s(ef(1+h(0.0))" (4
t=1
Det er dette beleb, K (m), som investor mindst kan opnd ved en immuniscringsstrate-
g1, selv om forwardrenterne faktisk ikke realiseres og derfor afviger fra de renter, som
realiseres gennem planperioden.

Det ma understreges, at perioderenterne systematisk afviger fra de interne renter
medmindre alle forwardrenter er ens.* Alvigelserne kan miske synes smi ved en
direkle sammenligning, men de kan dog blive al signifikant betydning ved
beregninger som i formel (4), hvor afvigelser forsterres eksponentionelt.

4. Rentezndringsprocessen

For at kunne belyse hvad der felger al en renteendring, ma renteendringen
naturligvis specifiseres,

En renteendring kan Dbeskrives som en form- og niveawendring, og
pericderenterne efter mndringen kan udtrykkes ved (5)

R*0,0 = f(4.h(0,0) = 1,2,...., ... (5)

dvs. som en funktion al perioderenterne fer skiftet i rentestrukturen og en
renteskiftfunktion 4, der kan veere en parameter eller en funktion, hvori indgir flere
parametre. Nogle karakteristiske renteskiftstyper er geometrisk illustreret 1 ligur 1.

Rygner (1979) har i en undersegelse af den danske rentestruktur pivist en oget
beviegelighed 1 de korte renter efter udbygningen af obligationsmarkedets korte del
fra midten al 1970erne. Rentevariabiliteten cr derfor antagelig sterst i den korte ende
al  obligationsmarkedet, hvilket svarer til illustrationen i figur 1d og er i
overensstemmelse med undersogelser al rentevariabiliteten 1 USA, der er foretaget af
Malkiel (1966), Yawitz (1975) og Yawitz, Hempel og Marshall (1976).

4. En nzrmere beskrivelse afl denne biasproblematik findes i Sharpe (1978}, pp 230-232.
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Figur 1. Geometrisk illustration af nogle remtewndringsskift

5. Afkast og risikokomponenter

Ved analyse al usikkerheden pi den akkumulerede kapitalveerdi ved udgangen af
horisonten, R{m), er det hensigtsmassigt at dele usikkerheden op, nembig 1 en
kursrisiko og en geninvesteringsrisiko. Kursrisikoen er knyttet til (1) kursvierdien af
portefeljens endnu ikke forfaldne ydelser ved udgangen af horisonten, P(m), og
geninvesteringsrisikoen er knyttet til (2) den akkumulerede vierdi af porteloljens
lobende betalinger frem til udgangen af horisonten samt rentes rente heral, I(m).

Lt skit 1 rentestruhturen wil o oresultere 10 sivel et tab fen gevinst) pa
kurskomponenten som en gevinst (¢l tab) pd geminvesteringskomponenten, Disse
tab- og gevinstmuligheder pi kurs- og geninvesteringskomponenterne repriesenterer
henholdsvis kurs- og geninvesteringsrisikoen. Teoretisk vil den mest nrliggende
mulighed for at undgd begge risikokomponenter vere keb af rene discountobligatio-
ner, hvis lebetid svarer til investeringshorisontens lengde.

Investering i rene discountobligationer er imidlertid ikke muligt, hverken direkte
cller indirckte ved short sales al kuponobligationer.® Obligationsinvesteringer mi
derfor foretages i risikobchzltede kuponobligationer. Isoleret set kan kursrisikoen
ved investering 1 kuponobligationer undgas ved keb al obligationer, hvis lebetid
svarer til horisontens kengde. Geninvesteringsrisikoen kan derimod aldrig undgas.®
Investor kan imidlertid mindske sin totale risiko ved at lade de to former for risiko
afbalancere hinanden. Durationstrategien er netop baseret pd en konsekvent
udnyttelse al kurs- og geninvesteringsrisikoens indbvegede udlignende tendenser,
Savel en talmiessig som en geometrisk illustration af, hvorledes immunisering opnas
gennem en afbalancering all kurs- og geninvesteringselementet, findes i Grosen
(1979 b),

51 Caks (1977), p. 105 tabel 1 angives en metode, hvorefter implicitic rene
discountobligationer kan skabes ved hjeelp afl faste kuponobligationer, forudsat der ikke er
restriktioner pa imvestorernes muligheder Tor shorl sales al kuponobligationer.

O, Lo talinaessig belysning af geninvesteringsrisikoens indflvdelse pd forskellipe obligationsty-
pers realiserede afkast findes i Grosen (1979 a).
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De to foleende afsnit redegor for betingelserne for at opna immunisering i savel
statisk som dynamisk regi.

6. Immunisering over for én rentexndring

I dette afsnit vises grundideen 1 immunisering over investors planhorisont mod
skift i rentestrukturen. Det beskrives, hvorledes der immuniseres mod et skift, der
indtricder umiddelbart efter investeringstidspunktet, betegnet tidspunkt 0.

Pa investeringstidspunktet vil investor ud fra den valgte portefolje og ud fra den
loreliggende perioderente kunne beregne den lovede kursvierdi ved investeringshori-
sontens udlob, tidspunkt m. Denne storrelse betegnes

Plm im0}, 1 = m+lm+2.. ..n. (6)

Investor kan tilsvarende beregne det kapitalbelob, der stammer fra geninvestering
al ydelserne indtil tidspunkt m. Dette skrives siledes

Hm h(0,0), = 1L2.....0n. (7

Dermed kan han ogsd opgere den lovede totale kapitalverdi, der er summen al de
forannwevnte sterrelser, og som betegnes

R{m. h(0yn), 1= 12......n (%)

Hvis perioderenterne ikke realiseres, idet der indtrafler et skift i rentestrukturen
umiddelbart efter investeringstidspunktet, vil de faktiske helebh afvige fra de
beregnede lovede belob. _

Alvigelserne for de enkelte sterrelser vil afhaenge af renteskiftets type og styrke.
Helt generelt kan renterne eller renteendringen beskrives ved (3).

Ved en del plausible specifikationer af denne renteendring fremkommer det ikke
uventede resultat, at kurselementet pd udspunkt m og gemmvesteringselementet pa
samme tidspunkt @ndres modsat ved rentemndringen. For at nettovirkningen pa
total kapitalverdi pa tidspunkt m. B(m) er nul, ma det gaelde. at disse modsatrettede
endringer ophiever hinanden.

Ved en lille renteendring er det ensbetydende med, at det ma gelde. at

d () df (i) .
- 9
il A o )
hvilket indeberer, at
R _ 0

d A
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Ved en del specifikationer al renteendringer viser det sig. at disse betingelser vil
viere opfyldt, hvis m= D(g), hvor D{g) er en durationstarrelse, dvs. D(g) kan beregnes
ved et udtryk af felgende form (ved diskret rentetilskrivning):

Y gl t-s(o(l+h(0.n)" .
D(g) = = = Y alttw, (11)
Y sl +h(0.0) e

Sterrelsen g(1) er alhengig af typen afl renteskift, mens de ovrige storrelser, der indgar
1 Dig), er kendt pi investeringstidspunktet.”

Det folger heraf, at opnielse af immunisering ikke er betinget af kendskab til
renteskiftets retning, men alenc af kendskab til renteskiltets tvpe,

Opnaelse al immunisering over for forskellige typer renteskift kraver siledes
forskellige durationstorrelser. Bierwagz og Kaulman (1977) var de forste, der
papegede dette forhold. Den durationsterrelse, som betinger immunisering over for
en given type renteskift, ben@vnes den immuniserende durationsterrelse. Bierwag og
Kaufman (1977), Bierwag (1977) og Khang (19800 har udviklet immuniserende
durationsterrelser for en riekke antagelser m.h.t. typen al rentestrukturskift.

Felles for alle immuniserende durationsterrelser er, at en vagtning af
betalingernes alstand [ra betragtningstidspunktet indgdr i beregningen, ligesom det
er tilfeldet i Macauley’s duration. Matematisk kan de alle beskrives ved udtryk al
form som ligning (11)'s hejreside. De adskiller sig fra Macauley's duration dels ved
vaerdien al viegtene, der anvendes ved beregningen af betalingernes alstand fra
betraginingstidspunktet dels ved korrektionsleddet g{r), som dog oftest tiln@rmelses-
vis er 1. I Macauley’s duration er g(r)=1. Det vil af afsnit 9 fremgd, at Macauley’s
duration er den immunisecrende durationsterrelse, nar renteskift sker som
parallelforskydninger af flade rentekurver.

Hvis renteskiftet er komplekst i den forstand, al renteendringen mé beskrives ved
mere end én parameter, dvs. feks. A= (u,v), kan der opstd den situation, at
betingelsen for at j—j =0, dvs. g =0og -E:j—f = 0, medferer, at m= D, samtidig med,
at m=D,, hvor D, og D, er durationsterrelser, der beregnes forskelligt, og som kun
undtagelsesvist kan veere lige store. El eksempel herpa er vist 1 appendiks, omualt 1
fodnote 7. '

Det ses, at der 1 sddanne nlfelde ikke kan opnds fuldstiendig immunisering.

7. Beviset for (11) og andre udledninger fremgér af pladshensyn ikke af artiklen, men findes i et
appendiks, som kan rekvireres Ira en afl forfatterne.
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Muligvis kan der dog opnis en tilnermelsesvis immunisering, hvis det gelder. at D,
= D,. Dette kan veere tilfieldet. hvis perioderenterne ikke er serligt forskellige i
udgangssituationen,

dR
dA
laktiske kapitalvierdi pa tidspunkt m ikke bliver mindre end den lovede. Det mi ogsd

3

Betingelsen, =0, er kun den ene afl de betingelser, der ma gelde, for at den

¢ . . - .
aielde, at = 0, (eller at den tilsvarende betingelse for et minimum er oplyldt 1

dA?
tilficlde med komplekse renteendringer, hvor A angiver en funktion).

Denne vderligere betingelse vil ogsd viere oplyldt ved visse plausible specifikationer
al renteendringen. Det vil dog ofte viere siledes, at denne betingelse kun wil vere
oplyldt under lidt mere restriktive forudsietninger, bla. med hensyn til portefoljens
betalingsraekke.

Da det er et minimum, der er fastlagt, ses det, at investor ved et skift i

rentestrukturen  vil i sterre kapitalvierdi, end hvis der ikke sker skift 1
2

. d° R
rentestrukturen. Hvor meget sterre den vil viere bestemmes af storrelsen afl Tt og af
[

rentestrukturskiftets retning og storrelse.

Konklusionen af ovenstaende er, at det under visse omstiendigheder er muligt for
investor at sammens®tte en portefelje sdledes, at han ved udgangen al sin
investeringshorisont vil fA en kapitalvierdi, der er mindst lige sd stor som den
kapitalverdi, som perioderenterne pa investeringstidspunktet tilsagde, at han kunne
opnd. Betingelserne herfor er, at der kun forckommer én renteendring umiddelbart
elter investeringstidspunktet. Denne renteendring skal vaere af »enkel« og forudset
type, idet den durationsterrelse, som indgédr 1 immuniseringsbetingelsen, er afhengig
afl typen afl rentendring. Endelig er det en algerende forudsetning, at der pi
investeringstidspunktet faktisk findes fordringer pi markedet med sadanne
fremtidige betalinger, at der kan etableres en poriefelje med den enskede duration.

En praktisk hindring for opnéelse af immunisering over lengere horisonter ved en
umiddelbar anvendelse af den her priesenterede durationstrategi kan netop vare, at
obligationer med tilstreekkelig lang duration simpelthen ikke er til rddighed. Et
indtryk afl denne institutionelle hindrings betydning fas i tabel 1, hvor en 30-drig
annuitetsobligations duration (Macauley's duration) kan aflieses ved forskellige
renteniveauer.
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Tubel 1. Duration for en 30-arig annuitetsobligation ved effektive renter mellem 5%, og
12% pr. halvdr.

Renteniveau i
%, pr. halvar 5 b 7 b 9 10 11 12

Duration i ar 8.7 719 7.1 6.5 59 5,2 50 4.6

Anm. En annuitetsobligations duration er vafhengig af kuponrentens sterrelsc,

Ved et renteniveau pd feks. 9% pr. halvir kan siledes maksimalt opnis
immunisering over en 5,9-arig horisont ved investering i 30-arige annuitetsobligatio-
ner, som under de eksisterende institutionelle forhold er blandt de lengste papirer,
som udbydes i abne serier.

7. Immunisering over for flere rentexndringer

I praksis vil der naturligvis vere risiko for flere renteskift, og investor kan derfor
ikke veere sikret én gang for alle ved at have sammensat en portefelje med den
enskede duration. Kun hvis han har kebt en ren discountobligation, vil der, som
tiden glr, veere samme reduktion i portefeljens duration som i investors resthorisont.

Uldsat for risikoen for flere renteskilt mA porteleljen derfor normalt justeres,
saledes at den immumiserende durationsterrelse til enhver tid er lig med investors
resthorisont.

Bierwag (1979) har foretaget en teoretisk belysning al muligheden for at opni
immunisering over flere perioder med flere renteskift, idet han dog udelukkende
forudsetter multiplikative rentestrukturskift. Han nér til den konklusion, at det er
muligt under visse betingelser. For det forste ma den enkelte rentezndring ikke vere
for voldsom, for det andet skal man ved portefeljerevisionerne efterhidnden indsnavre
betalingernes spredning omkring udlebet af horisonten.

Det ma tilfejes, at da Fisher og Weil (1971) lavede deres empiriske undersegelser,
var de formentlig ikke bevidste om disse yderligere betingelser, og alligevel opnéede
de stort set immunisering. Bierwags betingelser kan derfor vere unedvendige eller
veere al mindre praktisk betydning.

Bierwags bevismetode er kompliceret og Khang (1979) har lavet et andet bevis,
hvis struktur gengives af Bierwag, Kaufman og Toevs (1980). Tankegangen bag dette
bevis er allerede skitseret af Samuelson (1945) og er anvendt i eksempler af Grosen
(1979 ¢, 1979 d}.

Denne analysemetode adskiller sig fra den hidtidige ved at opdele effekten af
renteskift pd kapitalvierdiens udvikling i en kapitaleffekt (tidspunkteffekt) og en
vaeksteffekt. Immunisering kan forklares ved, at disse ellekter oph®ver hinanden.
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Lad os antage, at investor i tidspunkt 0 finder ud af. at han vil kobe en portefolje.
hvis kapitalvierdi i tidspunkt m er vokset til Rm). hvis han geninvesterer alle vdelser,
der fremkommer indtil dette tidspunkt.

Han skal da opkebe en portefolje for et belob pa

PO) = Rm(1+h(0,.m) "™ (12)

og hvis duration er m, bercgnet ud fra den renteskiftstype. han forudser.

Kaputalvierdi

R**¥(m)
T R*(m)
-R (m)
R**(
P10}
R*(jiH
P*{0) .
, e

i m

Figur 2. Immunisering ved flere skift i rentestrukturen inden for investeringshorisonten

Hvis der umiddelbart herefter, dvs. i tidspunkt 0, indtrelfer et rentestrukturskift
lad os antage, det er en rentestigning — vil investor lide et ajeblikkeligt kapitaltab,
feks. P(0O)—P*(0) jfr. figur 2. Til gengeld vil rentestigningen afstedkomme en
hurtigeére viekst, og hvis investor har valgt den durationsterrelse, der er korrekt i
forhold til remeskifttypen, vil den egede viekst mindst opveje kapitaltabet. Investor
vil derfor, hvis der ikke sker andet, opni belobet R*(m).

Lad os imidlertid antage, at der sker endnu et renteskift 1 tidspunkt j, her et
rentefald, men ogsa at portefeljens sammensetning kort tid fer er @ndret, siledes at
dens duration nu er m-j.

Investor vil nu fa en kapitalgevinst 1 tidspunkt j. R**{(j)— R*(j) jir. igur 2. Til
gengeeld er vieksten frem til udspunkt m nu mindre pa grund af rentefaldet, men hvis
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renteskiftets type igen er forudset korrekt, vil kapitalgevinsten mindst opveje
vicksttabet, siledes at kapitalbelobet i tidspunkt m bliver E*¥(m), hvis der ikke sker
yderligere renteskift,

Og siledes kan resonnementet udbygges med et vilkarligt antal renteskilt med
forudgiende portefoljerevisioner, siledes at portefoljens duration hele uden svarer il
resthorisonten.

Det ses, at et renteskift aldrig under disse  betingelser vil  bevirke, at
slutkapitalvierdien bliver lavere end lovet efter forrige renteskift, hvis renteskiftet var
af forudset type, men muligvis hejere.

Heraf skal man ikke slutte, at investor er bedst stillet med hyppige renteskift, idet
hans risiko for fejlprognosticering al renteskiftstype naturligvis foreges med antallet
af skift.

Med hensyn til de portefeljerevisioner, som forudsattes 1 analysen, viser eksempler,
at dissc ikke nodvendigvis skal forctages serligt hyppigt cller viere serligt omfattende.
Det er ofte tilstrekkeligt, at de lebende indbetalinger geninvesteres séledes, at de
korrigerer restportefoljens duration® Efter storre rentemndringer kan en mindre
revision al restportefeljen dog ogsa vere pakraevet,

8. Valg af durationsterrelse

Komplet immunisering er som omtalt baseret pd, at type al eventuelle renteskift
prognosticeres korrekt, idet den durationsterrelse, som betinger immuniseringen, er
afhengig al renteskiftenes type.

Selv om det antagelig er lettere at prognisticere de fremtidige renteskifts type end
deres retning og sterrelse, vil durationstrategiernes praktiske anvendelse oges
betydeligt, hvis opnielse af immunisering ikke er sterkt lolsom overfor forkert
prognosticering al de fremtidige renteskifts type.

Dette synes faktisk ogsd at vare tilfeldet, idet sdvel teoretisk som empirisk analyse
synes al vise, at immuniseringsstrategien er robust.

For det forste giver formler for durationsterrelser svarende til forskellige typer afl
renteskilt en vis basis for at antage, at disse storrelser ikke vil vaere meget forskellige
ved trovierdige valg af betalinger og perioderenter.

Ved eksempler har Bierwag og Kaulfman (1977) pdvist, at denne antagelse synes
korrekt. De paviser, at duratuonsterrelser svarende ul henholdsvis muluplikauve og
additive skift i perioderenterne for rimelige verdier af perioderenter, labetider og
kuponstorrelser kun udviser smi forskelle.

8. Et cksempel pa en portefeljes justering i lobet af investeringshorisonten findes i Grosen
{1981).
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FFor det andet har Bierwag, Kaufman, Schweitzer og Toevs (1980) ved emmiriske
undersogelser omfattende  tidsrummet  1925-1978  wist, at der kunne opnas
tilniermelsesvis immunisering ved immuniseringsstrategicr, der baseres pd immunise-
rende  durationstorrelser  svarende  tl  flere  forskellige  typer  al  renteskift.
Undersogelsen viste endog, at strategier baseret pid de simple durationstorrelser -
heriblandt Macauley's har givet bedre resultater end strategier baseret pa
immuniserende durationstorrelser for mere komplekse renteskift. Det ma tilfojes, at
undersogelsen viste, at selv de bedste strategier som hovedregel gav kapitalvierdier,
der 14 lidt under det lovede, og at der ogsa undtagelsesvis kunne viere storre
alvigelser.

Meget tyder siledes pd durationstrategiernes robusthed, hvilket er al stor
betydning for deres anvendelighed i praksis. At de simple durationmél er mindst lige
sa anvendelige som de mere komplekse er naturligvis ogsd viesentligt, dels fordi de
simple durationmdl er lettere at beregne, dels fordi de indgiende sterrelser er lettere
at estimere. Macauley’s durationstorrelse er det enkleste af alle durationmil. Dets
beregning sker pd basis af portefeljens interne rente, som ret enkelt kan beregnes.

At dette durationmdls anvendelighed synes god, er vanskeligt at begrunde. Da
Macauley’s durationsterrelse som navnt er den immuniserende durationsterrelse for
parallelle skift afl flade rentekurver, kunne en forklaring pd de gode cmpiriske
resultater med Macauley's duration tmnkes at bero pd, at simple additive skift i
rentestrukturen  udger en rimelig  beskrivelse  al  rentendringsprocessen i
undersegelsesperioden. Dette er imidlertid ikke i overensstemmelse med de tidligere
nevnte undersagelser af rentestrukturen 1 savel USA som herhjemme. I lyset heraf er
det maske mere plausibelt, at der ved anvendelse al den interne rente ved beregning af
duration opstir fgjl, som delvist oph®ver hinanden.

Selv om dette forhold har gjort sig gzldende 1 undersegelsesperioden er det
selvsagl ingen garanti for, at det ogsd vil veere tilleldet i fremtiden. Alligevel md de
forskelligartede lforhold, som den lange undersegelsesperiode dekker over give en vis
tiltro hertil.

Det forekommer pd denne baggrund ogsd mere forsvarligt end man umiddelbart
kunne antage, at basere artiklens resterende afsnit pa de forenklede forudsetninger,
hvorunder Macauley's durationsterrelse er teoretisk gyldig, nemlig Nade rentekurver,

9. Duration og fastforrentede portefoljers rentefelsomhed

Durationbegrebet kan anvendes til andet end beregning al immuniseringsbetingel-
ser. Durationsterrelser kan sialedes indga i beregningen af kapitalvierdiernes
folsomhed pd et vilkarligt tidspunkt.
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Det geelder ved forskellige specifikationer af perioderenter og wendringer heri,
Formlerne bliver dog mest overskuelige, hvis der forudsaettes diskret rentetilskrivning
o2 flade rentekurver, og hvis det forudsicttes, at der kun indtrieffer et renteskift
umiddelbart efter investeringstidspunktet. Disse forudsetninger antages at gelde i de
falgende afsnit. Tilsvarende resultater kan imidlertid opnas ved antagelse om sivel
mere komplekse rentestrukturskift som flere skift inden for horisonten.

Lad os som tidligere repriesentere riekken af sikre fremtidige betalinger gencreret
af en fastforrentet portefolje ved s(t), 1=1,n. Med den givne forudsetning om ens
perioderenter, som pa nultidspunktet er al sterrelsen i, kan den lovede kapitalverdi,
Rihy pa et vilkarligt udspunkt i mellem 0 og n udtrykkes ved”

Riby = X s(r+i)h (13
=1

Clasticiteten af kapitalverdien pd tidspunkt h, z(R(h)). over for en :wndring i

forrentningsfaktoren (1 +i,) umiddelbart efter investeringstidspunktet er'”
- d(RUD) 1 +i, .
R = =5 Ry )
hvor
dR(} i
B S sOh=n i - (13)
di =1
dR(h) - " o - —
i = (Wi T E Y SO +i)™ = X st +ig) " | < (16)
il =1 =1 =d
IR o | .,Z. s(p(l+1ip) o
S = Wi T T sk | h=t S
“ Y sl +ig) !
1=1 -
fﬁ I "
{_fil] = (1+i)"™! Z s +iy) ™" [h—D] (18)
! r=1

9. Med de her anvendte forudsetninger kan den hidtidige angivelse af rentestrukturen pé
investeringstidspunkitet ved hilhe), t=1, ..., n forenkles til h{0,0)=i, for alle ¢. Lovede
kapitalvierdier, hivis vierdt er beregnet pa basis al det pi analysetidspunktet 0 kendie
renteniveau, fy, angives i de resterende afsnit med en streg over symbolet, medens realiserede
kapitalvierdier angives uden streg,

10. Elasticiteten over for en ®ndring i renten. iy ses at viere £(Rih))- ——n—.-.
+ Iy
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_ IR (h) :
Indsiettes udtrykkene for Rih) fra (13) og : i fra (18) 1 (14) fas
{
s(RiM) = h=D (19)
Det fremgar afl (19), at
_ = >
s(R(M)— Oforh — D (200
< <

Af (19) og (20) ses dels, at kurselasticiteten i nultidspunktet (h=0) males ved
duration med modsat fortegn, dels at immunisering ligeledes fremtrieder som et
specialtillielde, idet elasticiteten af R(h) er nul pa dette tidspunkt, hvor h=D.

Det ses at viere muligt at afliese kapitalverdiens folsomhed pd et vilkirligt
tidspunkt over for renteendringer.

Det ses for eksempel, at en konsckvens al at immunisere over en lang periode er. at
kapitalvierdien pa investeringstidspunktct og i en periode herefter vil vare meget
piavirket af rentemndringer, idet h-D her er et stort (negativt) tal. Dette er ikke
overraskende, idet kapitalvierdien her stort set er lig med kursvaerdien pa den
oprindelige investering i nultidspunktet, og det er almindeligt kendt, at kursens
folsomhed over for renteiendringer er storre for fordringer med lang lobetid end for
fordringer med kortere lobetid.

Det algerende er imidlertid den nejere angivelse al felsomheden ved duration, og
at det herafl lremgér, at betalingsrizkkens lebetid kun har betydning 1 det omlang, den
sammen med betalingsprofil og renteniveau pivirker betalingsriekkens duration, som
undtagen for rene discountobligationer altid er mindre end lebetiden. Den er nemlig
el gennemsnit af enkeltbetalingernes lebetid.

Sammenholdes ovenstiende med, at immunisering indtreffer, nir h=D ses, al
en immuniseringsstrategi kan betragtes som en diversifikationsstrategi, hvori indgir
obligationer med betalinger pa hver sin side al investors investeringshorisont.

10. Approksimationsfejl ved brug af elasticiteter
Hvis vi kun har en uendelig lille renteendring efter tidspunkt 0, kan vi beregne den
faktiske kapitalverdi pd et vilkarligt tidspunkt ved hjelp af clasticiteten saledes:

+

Rih) = Fc’{h}]:l +;:(RHI]}1 f‘“. ] (21)
L)

Hvis rentexndringen er al en vis sterrelsesorden fra i, til i kan vi anvende
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elasticiteten til at approksimere den laktiske kapitalvardi ved hjelp afl en tilsvarende
formel:"!

Rihy = R(h}[l + a(.f:{m);--;‘;-‘] (22)
4]

Approksimationen vil alt andet lige vere darligere jo sterre renteendringen er, og
for nogle typer af betalingsstremme vil approksimationerne vere darligere end for
andre. Der kan imidlertid vafhiengigt al betalingsstrommens form gives en
beskrivelse af, i hvilken retning approksimationslejlen bliver.

Til beskrivelse heral anvendes Taylorudviklingen:

= = L — 4
Hix) = flay+ x—a)f’ l\ﬂi"r!—- —(-]—f { 1,”] 1)
BT "
..... +l\ e S Ua)+ Rin (23)
(n-— 1}'
hvor _ I
Ry = SZU o s 0(x—a), 0<O<!

n!

Den reabiserede hapitalvierdi efter en given renteaendring R(R) svarer til [(x), den
realiscrede funktionsverdi. De sterrelser, som approksimeres ved hjelp af
clasticiteterne svarcer hver for sig til en approksimation af funktionsverdien f(x) ved
hjelp af 1. afledede, dvs. de svarer til storrelsen:

fix) = fla)+(x—a)f" (a) (24)

Sterrelsen af de approksimationsfejl, der begis ved brug af elasticiteter som mal for
de laktiske realiserede storrelser, afhenger dels al storrelsen af renteendringen dels
al, om det er rentefald eller en rentestigning og endelig af portefoljens
lobetidssammensetning. Disse forhold er ikke serligt dybtgiende belyst, men der er
dog foretaget nogle analyser.

Siettes n lig med 2 i Taylorudviklingen, ser vi at

— i g —_
R{h) = mm+n-—;,,1“-'ff‘i}+ 4 2:”’ ’R(h, :‘?—’—“’—] (25)
H i~

og vi [ir, at approksimationen af R(h) er lig med

_ I
Rih)y = Rih+(i— ;(,J‘f%:ﬂ (26)

1. De approksimerede storrelser beregnet ved hjelp af elasticiteter betegnes med en
bolgestreg.
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Figur 3. Hlustration af approksimationsfejlen for totale afkast, R(h), ved forskellig

relation metlem horisont, hy, og betalingsstrommens duration, D

of? (R}

T = 0, og vi fir derfor ogsd, at
o

Det fremgir @ afsnit 6, at

Riy—Rih = 0 (27)

Den realiserede vierdi, R(h), er altsd storre end den approksimerede, vanset om der
har veret rentefald eller rentestigning, hvilket illustreres i figur 3 ved forskellig
relation mellem horisont, 1, og betalingsstrommens duration, D.

[ et papir har forfatterne (1979) vist, at geninvesteringsvierdiens og kursverdiens
udsving over for rentefald og rentestigning er asymmeltriske, men modsatrettede.
Geninvesteringselementet pivirkes siledes kraftigere af rentestigning end af rentefald,
medens det er omvendt for kurselemenitet.

Da R{ly=I{h)+ P(h), og Rih)=T(h)+ P(h) samtidigt med, at de asymmetriske
endringer 1 I{h) og P(h) ved rentestigning og -fald er modsatrettede, tillades ikke
nogen generel konklusion om asymmetricrne for R(h) ved rentestigning og -fald.

Der pivises endvidere for sivel geninvesteringsvierdiens som  kursverdiens
vedkommende, at de realiserede wveerdier, I(h) og P{h), er sterre end de
approksimerede, uvanset om der har veeret rentefald eller rentestigning, hvorfor
approksimationsfejlen for R(h) vil vere sterre end geninvesterings- og kursvierdiens
sierskilte approksimationsfejl.

Der er af Livingston (1979) foretaget s:erskilte beregninger af approksimationsfe)-
len for kursen pi et givet tidspunkt. Det viser sig, at for korte og mellemlange papirer
er kursudsvingene som folge afl renteendringer nogenlunde som papirets duration
tilsiger det. For lange papirer er der derimod ved store renteendringer en ret stor
afvigelse mellem de kursudsving som approksimeres ved hjelp af durationsterrelser
og de laktiske kursudsving.
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Det skal afslutningsvis papeges. at i immuniseringstilfeldet (h=D) vil den
approksimerede slutveerdi svare Ul den lovede, hvorfor approksimationsfejlens
storrelse samtidigt angiver, 1 hvilket omfang den realiserede slutkapitalvierdi er storre
end den lovede,

11. Opsummering

I det loregiende cr det pawvist, at en mvestor 1 mange lillelde kan velge en
obligationsportefolje, siledes at den wil vaere immuniseret, hvilket vil sige, at det
faktiske alkast mindst vil svare til det afkast, som for en given investeringshorisont
implicit loves af rentestrukturen pid investeringstidspunktet. Dette afkast garanteres
vafhengigt al antallet, retmingen og sterreisen al eventuelle renteskilt inden for
horisonten, forudsat en ramkke betingelser er opfyldt.

For det lerste ma investor fastlegge kengden af sin investenigshorisont. For det
andet md investor prognosticere typen af de fremtidige renteskift. For det tredie skal
investor vielge sin portefolie og labende justere denne, siledes at det for alle perioder
melder, at portefeljens immuniserende durationsterrelse — svarende til den korrekt
specificerede rentexndringstype — holdes 1 overensstemmelse med resthorisontens
Lengde.

For durationstrategiernes praktiske anvendelighed taler flere forhold. Siledes er
opndelse af tilnermelsesvis immunisering robust over for fejlprognosticering af de
fremtidige renteskilts type. Afstis sdledes fra kravet om komplet immunisering, er en
forudsigelse af de fremtidige renteskifts type ikke pakrevet. Det synes tilstrekkeligt at
bruge Macauley’s duration som estimat af den nejaglige immuniserende
durationsterrelse, hvilket forenkler beregningsarbejdet, da beregning af Macauley’s
duration ikke kriever beregning afl perioderenter, men alene kan baseres pa
portefeljens interne rente. Endvidere viser eksempler, at det er tilstrekkeligt at
foretage portefeljerevisioner i forbindelse med modtagelse afl ydelser. »Revisionen«
behover ofte kun at bestd i genplacering af de netop modtagne ydelser pi en sidan
mide, at deres duration sammen med restportefeljens duration svarer til
resthorisontens lengde.

Al afsnit 8 og 9 fremgir klart, at risikoen ved investering i en fastforrentet
obligation ikke alene er en funktion af obligationsportefoljen (porte-
foljekarakteristika), men tillige er en funktion af investors plankegningshorisont
{investorkarakteristika) og typen al den renteendringsproces, som karakteriserer
det pigeldende obligationsmarked (markedskarakteristika). Determinanterne ved
bestemmelsen af en fastforrentet obligations (portefeljes) renterisiko for en given
investor kan séledes kort udtrykkes ved,
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Figur 4. Relativ afvigelse i lovet afkast i tidspunkt, h, ved en given rentewndring ved
Jorskelligr forfiold mellem horisontlengde og portefoljens duration

Risiko = f(h. D)

hvor h er lengden al investors planlegningshorisont, og D er den immuniserende
durationstorrelse, der for praktiske formdl kan approksimeres ved Macauley's
duration.

Geometrisk kan analyseresultaterne i afsnit 9 og 10 illustreres i figur 4. De rette
linier i figur 4 svarer til de ved hjelp afl clasticiteter approksimerede kapitalverdier.
Som felge af de i figur 3 viste relationer mellem de approksimerede og de realiserede
vierdier, indikerer de positive dilferencer i figur 4 de minimale differencer mel-
lem de realiserede vierdier og de tilsvarende lovede vierdier. De negative differencer
indikerer de maximale differencer.

12. Konklusion

Durationmilet, som forst blev foresliet for udelukkende at angive et bedre mal for
en fordrings tidsdimension, har senere vist sig at indga i andre sammenh:enge.

Immunisering er knyttet Uil durationmal, og 1 ¢n fordrings renteelasticitet indgar
ogsid en durationsterrelse,

At duration bade angiver tidsdimension af en fordring og indgdr i1 bestemmelsen al
rentefolsomheden af fordringens kapitalvierdi er maske ikke sia overraskende.
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Andringen i en fordrings kapitalverdi ved en renteendring vil klart vere athengig al
den tidsmassige placering afl de betalinger, som fordringen genererer.

I et obligationsmarked med mange obligationer, der alviger m.h.t. lebetider,
kuponrenter og betalingsforlob i ovrigt, vil der wvere et uendeligt antal
portefeljekombinationer, som adskiller sig m.ht. lebetidssammens®tning og
kuponrentesammens&tning, men som har samme duration og dermed samme
rentefelsomhed. Duration kan derfor opfattes som et overordnet risikokarakteristika
for en obligationsportefelje, hvilket ofte overses i analysen al lobetids- og
kuponrentesammens®iningens betydning for fastforrentede portefoljers afkast -
risikoegenskaber.

At duration er et overordnet risikomdl for fastforrentede obligationer overses
tillige i nogle rentestrukturteorier og -analyser. Siledes skal de lobetidspreferencer,
der indgir i nogle rentestrukturteorier, hvor de begrundes med, at investorerne
antages at have aversion mod risiko, vurderes med forsigtighed. Det antages nemlig
sedvanligvis i disse teorier, at vil en investor vaere sikker pd et bestemt afkast over en
investeringsperiode, er han henvist til at kebe obligationer af netop tilsvarende
lobetid, hvilket som plvist 1 denne artikel ikke er korrekt. Desuden kan samme
karakteristikum (duration) opnds ved et uendeligt antal kombinationer af
obligationer med forskellige lobetider. Det ses séiledes, at der ikke med udgangspunkt
i, at investorerne antages at have aversion mod risiko, kan siges noget entydigt om
investorernes lebetidspraferencer.

Det fremgdr af artiklen, at immunisering ved hjzlp af en durationstrategi over en
given horisont resulterer i en slutkapitalverdi, som indeberer et storre afkast end
lovet. At dette er muligt beror pd, at de eksisterende obligationsmarkeder er
ukomplette. Var der nemlig mulighed for at investere i rene discountobligationer eller
skabe implicitte rene discountobligationer gennem short sales, ville der dannes
ligevaegtskurser, siledes at storre afkast end lovet ved immuniseringsstrategier blev
elimineret. De durationsterrelser, der ville male renterisiko i et sidant komplet
marked, vil afvige [ra de her praesenterede durationmadl, som er egnede til méling af
rentefelsomhed i markeder, der som de eksiterende mé betegnes som ukomplette.!?

12, Ingersoll, Skelton og Weil (1978) og Cox, Ingersoll og Ross (1979) har udviklet
durationsterrelser fra komplette markeder..
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