Diskriminantanalysen som
mikrogkonomisk problem

Kai Kristensen

Institur ferr Statiseik g Dataloegi, HandelshojsEolen | Arhns

sussary: This article is a continwation of the author's 1978-article in this journal,
wherein the ctoff point in diseriminant analysis was discussed from ¢ microeconomic
point of view, The purpose of the article is threefold: (1 and 2) to discuss the globality
and comparative statics of the optimal solution, and (3) 1o discuss special kinds of wiliny

Junctions with convenient numerical properties.

1. Indledning

I et tidligere arbejde har forfatteren beskaftiget sig med diskriminantanalysens
afskeringsverdi (cut-off point, kritiske karaktervierdi) fra en valghandlingsteoretisk
synsvinkel (Kristensen, 1978). Formilet hermed var at give et bidrag til belysning af
et al de mest centrale problemer i forbindelse med den praktiske anvendelse afl
diskriminantmodellen ved lesning al ekonomiske klassifikationsproblemer: beslul-
ningstagerens vurdering af, hvilken opdeling af karaktervierdierne (veerdierne af
diskriminantfunktionen) der skal viere afgorende for, om et individ skal henfores til
den ene eller den anden afl de betragtede grupper (Feks. egnet/uegnet til en bestemt
Jjobtype eller kreditverdig/ikke-kreditveerdig). Det blev foresliet at lade denne
vurdering tage udgangspunkt i sandsynlighederne for at trieffe en korrekt beslutning,
som klart ma afspejle det prieferencemenster, der 1 sidste ende er afgorende for
beslutningstagerens valg. Ved en approksimation afl dette preferencemeonster vil det
herefler viere muligt at opna et udtryk for den karakteropdeling {opdeling af
diskriminantfunktionens uvdfaldsrum). som beslutningstageren anser for at wvere
optimal. Det teorctiske udgangspunkt for en sidan procedure er beslutningstagerens
nytteflunktion specificeret i de betingede sandsynligheder for korrekt klassifikation,
U(f5,. ). som maksimeres under den af Mahalanobis™ generaliserede afstandsfunk-
tion, A% givne bibetingelse. Idet @ er standardnormalfordelingsfunktionen, kan dette
maksimeringsproblem formuleres som folger:!

1. Det forudsienes, at o £~ saledes at 0=/, = 1. i=1.2. Hermed bliver Kuhn-Tucker
betingelserne Tor losning af (1) dentiske med Torsteordens betingelserne for et klassisk
programmeringsproblem, (¢ = afskenngsvierdien).
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maksimer U{ff,,fly), nar @ '{f)—@ " (1-f)—-4 =0, (1)

hvortil svarer forstcordens betingelsen w ¢, =, =8L,34. hvor u;=0U,8f8,. og ¢,
er standardnormaltetheden for den e population.

Foruden at tjene som baggrund for den praktiske losning afl klassifikationsproble-
met er en sadan teoretisk beskrivelse af stor vaerdi for en nermere analyse af det
optimale valg. dets forudsietninger og dets variation med problemets parametre
(komparativ statik), der er forhold al stor betydning for den praktiske lesnings
anvendelse. Det foreliggende arbejde har derfor til formal at fore den teoretiske
analyse ¢t skridt videre med ct studium af andenordens betingelserne, en komparativ
slatish anaiyvse og et studium af specifiikke nyttefunktioner, Studiet af andenordens
betingelserne har tl tormal at alklare, hvilke krav ul funktionsform der gives al
onsket om en global lesning al maksimeringsproblemet, medens den komparative
statik sigter mod etablering al generelle resultater Tor dfydad vg da/dA v optimum,
hvilket svarer tl de praktiske konsckvenser for sandsynlighederne for korrekt
klassifikation og for informationens grensenvite al en endring i antallet op arten af
de 1 analysen indgaende variable, Studiet af nyttefunktionsformer er afledt af de i
Kristensen (1978) opniede resultater for afskieringsverdiens beregning, [Disse
restltater viser, at nyttefunktioner med lincwre eller bsoclastishe indilferenshuner «
specielt bekvemme fra ot beregningsteknisk synspunkt, og det er derfor naturligt at
forctage en nermere klassealgriensning af disse funktioner.

2. Betingelserne for et globalt maksimum
Maksimeringsproblemet (1} er illustreret i fig. 1, hvor 4 og 8 er cksempler pi hhv.
bibetingelsens og nyttefunktionens niveaumsengder.
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Figo L Niveaumeengder
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Det fremear. at det er en tilstriekkelig betingelse for et strengt globalt maksimum,
at begge niveaumiengder er konvekse, og mindst en al dem er strengt konveks, (For
den strengt konvekse miengde. =, gelder. at nar fiy, fl,eZ og 2e(O00) daer 2fi, + 11
— )15 et indre punkt 1 Z)

For B85 vedkommende svarer konveksitetskravet ul et krav om kvasikonkav
nyttefunktion. hvilket normalt antages at viere oplyvldt. Dog er det nieppe rimeligt
generelt at antage, at B oer strengt konveks, da linciere eller stykkevis lineiere
niveauflader 1kke er et utienkeligt fenomen. For A% vedkommende  cer
konveksitetskravet  oplyldl, hvis bibetingelsen  er hvasihonvehs, hvilket  det

clterfolgende har ul formal at vise. Mere priecist skal det vises, at maengden

M = | B0 ] Giftfi) = a) . (2)

hwor G er bibetingelsen, er konveks, hvilket er tilfelder, hvis (tilstriekkelig betimgelse):
(L lip,) = 0 (3
(o} 03]) — (prpip3) > 0. ()

Det ses umiddelbart, at (3) er oplyldt, medens (4) kan omskrives til @@, — @, = 0.
For standardnormaltetheden  gielder imidlertid, at ¢@'(2)= —ze(z), der ved
substitution umiddelbart giver, at (4) er opfyldt for A4=07 Det kan vderligere
konkluderes, at (2) er strengt konveks Tor A =0, medens A =0 resulterer 1 en konveks,
men ikke strengt konveks niveaumiengde tlineer niveauflade). Imidlertid repriesente-
rer A= 0ensituation. hvor diskrimination er umulig, saledes at dette tllelde kan lades
ude af betragtning.”

Sammenfattende kan det konkluderes, at maksimeringsprablemer (1) under det
normale krav til en nvirefunktion (kvasikonkavitet), og forsavide der overhovedet
cksisterer et diskvimineringsproblem (A= 0) altid vil resultere @ oen strengt global

losning,

3. Komparativ statik

Overvejelser al komparativ statisk natur har Gl formdl at studere den optimale
losnings variation med parameteren A, hvilket yener tl at siette beslutningstageren |
stand il at vurdere vierdien og konsckvensen af yderligere information tilvejebragt
ved wndring i A: en endring (forogelse), der i praksis finder sted ved inddragelse af
vderligere variable 1 analysen. De for denne vurdering centrale mal er oz dA og

2. Det erindres. at o, =te—347) 4 og 2, =(c+ 14%) A, siledes al zy=z2, + 4.
3. Evmermere studium af bibetingelsen viser, at selv om der er tale om kvasikonveksitet 1 hele
definitionsomradet. sid er der kun tale om konveksitet for fi, 203 og i, 20.5.
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dfi;dA. der kan opfattes som  hhv. et verdimdl - dadd beretter om
nytteaccellerationen ved informationsiendringer - og ¢t konsckvensmal.

Total differentiation af maksimeringsproblemets forsteordens betingelser og
bibetingelsen er analvsens udgangspunkt. Dette leder til folgende matrixligning:

5 2
p' U o —1

hvor @' = (= 1@, — 1/¢,). df=(df, dfi;)" og /. er grensenytten af Mahalanobis™ A
(Lagrange-multiplikatoren). Endelig er

v P 5 —I
Uyy = APy iehy Hya
H = ( A L . | T
L figy ifyy T A |

hvor H:-I-=453U Sl i j=1.2. Det scs. at det ved lesning af {5) er muligt at
tilvejebringe udtryh for de wndringer 1 optimalkombinationen af de betingede
sandsynligheder for korrekt klassilikation, som felger af @ndringer i Mahalanobis™ 4,
ligesom ogsd endringen i griensenviten af 1 fremtreeder som et resultat. Udtiykht pa
clasticitetsform er der her tale om et modstykke til de valghandlingsteoretiske
indkomstelasticiteter og il pengenes grensenyticfleksibilitet.

Idet matricen pa venstresiden af (5) (den bordede Hessematrix) kaldes N, er det
muligt at na frem til felgende resultat:

N m.,f,_iw_,[w"'ﬂ 'mlfur[;_—!;;_@{ff'lw:"' u;';p] (7)
som indsat i (5) giver:
(df/dA) = —(dr/dNH e (8)
(dz/dd) = (@"H ‘@) ", (9)

hvormed de sogte udiryk er tilvejebragt.

Speciel interesse knytter sig til fortegnet for (9). Apriori vil man forvente aftagende
grensenytte for langt de fleste afskweringsveerdier, men man kan dog ikke se bort fra
muligheden al voksende greensenvtte, specielt 1 situationer med ckstremt beliggende
afskeringsvierdi. Som det fremgir al (9) er d2/d4 en kvadratisk form i H™ ', Heraf
folger, at det er en tilstrekkelig betingelse for altagende grensenytte, at H™' og
dermed I er negaty delint Beungelsen er imidlertid »alt tor tilstrekkelige, hvilket
fremgar ved udskrivning al (9). Man far:

: 2, 2 _; Il
de. gy + a2 Mug 05 —A23) — 919, (1
A O, f V0 20090 Ad
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Da U, f5,) ex del. er kvasikonkav, er &= (1,07 + 2203 — 2u, 99, 9,) = 0. Endvidere
er ~A4 >0, hvorfor nievneren i (10) altid er negativ. Tielleren ses at vere lig |H|pi 3. og
(10) kan derfor omskrives til
dr. Hlpiel
dd ~ E=id

hvoraf det nu fremgar, at fortegnet alene bestemmes af |H|. Man far:

s (11}

(12)

de.  |<0 for [H| >0
da — |>0 for |H <0’

Nar kravet |H| =0 er svagere end kravet om negativ definithed hos H for opnielse af
aftagende grensenyltte, er rsagen den, at sidstnievnte ikke blot kreever |H| >0, men
ogsd negative diagonalelementer.,

I moderne efterspergselstcori er det vanligt at antage, at nyttefunktionen er
konkav, hvilket indeberer en for nytteflunktionen negativ semidefinit Hessematrix,
Antagelsen kan opfattes som en moderne udlegning af Gossen’s lov, i henhold til
hvilken ethvert godes grensenytte er en aftagende funktion al mengden af dette gode
— dvs. u; =0for alle i. Som tidligere anfert er antagelsen ikke nedvendig for opnéelse
af et strengt globalt maksimum, men den er pd den anden side i mange situationer
rimelig.

Indfleres antagelsen om konkavitet 1 nierverende analyse, vil man se, at det som
hovedregel md antages, al grensenytten aftager med voksende 4. Dette skyldes, at i
det lesningsomride, som md antages at veere altdominerende 1 praksis, nemlig f,. /5
=0,5 eller ce( —34%;34%), er bibetingelsen egentlig konveks, hvilket kombineret med
antagelsen om konkav nyttefunktion, idet Lagrange-multiplikatoren er positiv,
medferer konkav Lagrangefunktion. P4 den anden side indebzrer dette, at H bliver
negativ semidefinit, hvoraf resultatet (di/dA) =0 folger. Almindeligris md det sdledes
antages, at greensenytten af Mahalanobis™ A er en aftagende funktion af A.

Betragt som et specialtilfelde nyttefunktionen U(fi,, fi;)=§, + kf5;, hvor k>0, For
denne nyttefunktion fis e=Ink, og iovrigt bliver

difdA = iz,2,/4 , (13)

siiledes at elasticiteten afl 2 med hensyn til A er lig med produktet al argumenterne i
de normerede txztheder. Herafl felger umiddelbart, at grnsenytten er aftagende i
intervallet {—%42; 14%), medens den til gengeld er voksende i det ovrige omride.
ZAndringen i de optimale sandsynligheder for korrekt klassilikation fremgar af (8),
der udmerker sig ved en igjnefaldende aggregeringsmulighed.* Det fremgar, at

4. Aggregeringen kan ogsd etableres ved direkte differentiation af bibetingelsen, eftersom A
ikke indgér i nyttefunktionen.
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—p (dBdA) = —(dijdde H ' = 1, (14)
som i udskrevel form indebarer:
(e i day+ (e, Hdfi,/da)y = 1. (13)

Det konstateres, at (15) er det umiddelbare modstykke ul valghandlingsteoriens
Engelaggregering og det her indeholdte krav om, at det med budgetandelene vejede
gennemsnit al Engelelasticiteterne skal vere lig 1, og det feles derfor naturligt at
benmvne (15) Mahalanobis-aggregeringen.

Ved udregning af (8) finder man folgende udtryk for de to afledede:

dft, Dy (Haa@3 = 222 ) = Uy 20T

da Y v
dfs _ 2l iPi+ i) ~taaipi 03 (07
il A &=z

Nwvneren i disse udtryk er altid negativ, hvorfor fortegnet hestemmes udelukkende al
telleren. Apriori forventes savel dff/d4 som dff,/dA at vere positive, idet der dog
intet er i vejen for, at negative resultater kan teenkes at forekomme i specielle
situationer. Al (16) fas:

"""" >0 = @93 —in)—lneiey < 0, (18)

og et helt analogt resultat kan opnéas for dfi,/dA.

For specialulfeldet U(f,. )=, +kfi; finder man (dfi,/dA)=ep,z5/4, hvorafl
fremgdr, at @ndringen i 8, ved @ndringer i A vil vere positiv, nar ¢> —34% og
negativ ellers,

Nyttefunktionen U(fi,. f,)=§l, +&fi, kan opfattes som den bag den traditionelle
Bayes' lesning liggende. Denne losning er meget udbredt i praksis, og der knytter sig
derfor speciel interesse til netop denne lesnings komparative statik.

Komparativ -1 4% L Alskarings-
stittik } ' vierdi
] i
dsdA + ' - H +
i '
1 I
dfi, A - : + ! +
' 1
dfiy da + I + : -

Fig. 2. Baves’ losningens komparative statik.
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Figur 2 samler resultaterne. som er udledt pa basis af dete afsnits generelle
resultater. men som ligesa godt kunne vere udledt med udgangspunkt i en dirckte
differentiation af sandsynlighedsudtrykkene. Det fremgir, at punkterne =547 og 147
er centrale, eftersom samitlige fortegnsskift finder sted ved disse punkter. Mellem
punkterne finder man den »ordinere« losning. hvor informationens grensenylte er
altagende. og hvor yderhgere imformaton indebarer en for begge populiationer
voksende sandsynlighed for korrekt klassifikation, medens man i yderomriaderne
finder losninger, hvor informationen har voksende griensenytte, og hvor vderligere
information farer il favorisering af den mindste al de to sandsynligheder for korrekt
klassifikation.

4. Om specielle nyttefunktioner
Al larsteordens betingelserne finder man

¢ = In(uy/u,) . (19)

hvor ¢ er den optimale alskeringsverdi. Normalt krever lesning heral anvendelse af
en iterativ procedure, hvilket besvierligger beregningsarbejdet, og det kan derfor vere
af interesse mermere at afgriense den klasse af nyttefunktioner, som farer til en
direkte (dvs. iterationsfri) eller nesten dirckte lesning af (19).

Hvis iteration helt skal undgas, ma det kreves, at det marginale substitutionsfor-
hold er konstant, svarende til lineere indifferensflader. Idet & er en positiv konstant,
fas hgningen:

—kuy+u, =0, (20

der er en linewr, particl differentialligning af ferste orden. Den almene lesning hertil
kan ved hjelp af Lagrange’s metode vises at viere givet ved udtrykket:

/KB, + B U By) = 0. (21)

hvor g er en vilkarlig differentiabel funktion, Hvis dg/dU 40, kan lesningen i stedet
gives pa formen:

Uty ) = (1R +fi5) (22)

hvor 1 princippet er en vilkarlig. differentiabel funktion. Nu er der imidlertid tale
om en nyttefunktion, som ex definitione har positive fersteordens afledede. Heraf
falger, at o ma forsynes med kravet ¢ =0, Hvis tillige Gossen's lov krieves opfyldt,
méi ogsd kravet " <0 respekteres. Et eksempel pd en nyuefunktion. som
tilfredsstiller begge de ovennavnte krav savel som (20), er Uiff,, fi;)=log ((1/k)fi,
+f15).
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Klassen (22) er i ovrigt interessant pa en anden made. Saledes sikrer den. at den for
praktiske formal foreslicde beregningsmetode (se Kristensen, 1978, p. 364 (1), giver
valide resultater i forste forseg. Konstanten k. der éntvdigt hestemmer ¢ kan nembig
uwanset ¥ - beregnes ved hjelp af blot to punkter i indifferenskortet.

Al andre interessante klasser kan nevnes den klasse af nyttefunktioner, som har
isoclastishe indifferensfader. Denne klasse sikrer en iterationsiri lesning af (19) for
store vierdier al Mahalanobis™ 4% (se Kristensen, 1978, p. 361 ). Klassen kan
beskrives ved folgende partielle differentialligning:

kuy +u fiyiff, = 0, (k= 0 (23)
hvor b oer clasticiteten af £, mhit . Denne differentinlligning har den almoenc
losning givel ved:

(B YRR U, B = 0, (24}
cller, hvis dg/dU 0, ved:
Uiy Bs) = Wiy V480 . {25}

hvor ' =0. Et velkendt eksempel pa cn nyttefunktion fra denne klasse er Cobb-
Douglas funktionen.

5. Afslutning

I det foregaende er en riekke teoretiske aspekter i forbindelse med betragtningen af
afskeringsvaerdiens fastsattelse i diskriminantanalysen som et ekonomisk valghand-
lingsproblem segt afklaret, herunder speciclt optimallesningens globalitet og
komparative statik. Hensigten med de opniiede resultater har vieret at tilvejebringe et
for det praktiske arbejde med diskriminantanalysen i ekonomiske - herunder speciclt
driftsekonomiske — valgsituationer teorctisk vurderingsgrundlag, som kan tjene som
rettesnor ved overvejelser om nyttefunktionsformen og informationsniveauet,

De opniede resultater er baseret pi en riekke foruds@tminger, som naturligvis bor
haves 1 erindring ved resultaternes anvendelse. For det forste krever konklusionen
om, at optimeringsproblemet altid resulterer 1 en strengt global lesning, at
nyttefunktionen tilfredsstiller de normale krav til en sadan. Nermere przciserct
lorudsietier dette en refleksiv, transinv og sammenhaengende praelerencerelation,
siledes at denne medforer en sikaldt komplet quasiordning af goderummet (se f.cks.
Fishburn, 1970, p. 10T« Intrilligator, 1971, p 144 Pearce. 1964, p 34)° Desuden mi

5. Idet R er prieferencerelationen »mindst lige s4 god some«, og x. v,z er tre kombinationer af
sandsynligheder for korrekt klassifikation, er der tale om falgende relationsegenskaber: xRy
for alle x (refleksiv); xRy ~ ¥Rz = xRz for alle x, v og - (transitiv): xRy v vRx for alle x. v
sameniengende),
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den sakaldie Debreu-betingelse viere oplyldt for at sikre eksistensen af en reel,
kontinuert nyttefunktion. Betingelsen krever. at prieferencerelationen er kontinuert,
forstiaet pa den mdde, at to kombinationer med nisten samme indhold skal vaere
placeret tet ved hinanden i ordningen.® (se Pearce, 1965, p. 22 If: Intrilligator. 1971,
p. 145). Dette indeberer eksempelvis. at ordningen ikke md vere leksikografisk.
Endelig forudsettes det, at nyttefunktionen er differentiabel med kontinuerte
afledede af anden orden.

For det andet ma det erindres, at resultaterne ra den komparative statik er baseret
pa infinitesimale endringer. Da der i praksis naturligvis er tale om endelige
endringer, kan resultaterne kun betragtes som vejledende, pa samme miade som det
er tilleldet med efterspergselsteoriens resultater. Formelt set, kan resultaterne
betragtes som en approksimation af lerste orden.
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