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SUMMARY: In this article the application of Fisher's linear discriminant function for
classification purposes is considered from a microeconomic point of view focusing on the
determination of the cut-off point. The Decision-Maker’s utility function (indifference
JSunction) specified in the conditional probabilities of correct classification is used as a
starting point, whereupon the utility function is maximized subject to the relevant con-
straint on the conditional probabililies of correct classification. The resulls are adapted
to practice through an approximation of the utility function by help of a Taylor expansion
around a set of probabilities calculated from a preliminary estimate of the cut-off point
given by the Decision- Maker.

1. Indledning

Fisher's linezre diskriminantfunktion (Fisher (1g36)) har i de senere ar vun-
det relativt stor udbredelse inden for det driftsskonomiske omréde ved losning
af taxonomiske problemstillinger. Se eksempelvis Blunch (1968), der indeholder
en razkke afsztningsekonomiske eksempler, Altman (1968) og Deakin (1972),
der er eksempler pd finansielle anvendelser og Welker (1974), der kan hen-
fores til det organisatoriske omrade. Af andre ekonomiske anvendelser kan
naevnes Tintner (1946) og Adelman and Morris (1968).

I Anderson’s version (Anderson (1951) og (1958)) har Fisher’s to-gruppe
diskriminantfunktion felgende udseende:

D(x) = In(f(x)/f2(x))
=X 27 (g pe) — Vo (i + pa) 7 7 (), (1)

hvor x er en (pxl) normalfordelt stokastisk vektor, (u,-u.) er differencen mel-
lem de to populationers forventningsvektorer og X er den ficlles varians/
kovariansmatrix.

Ved klassifikatoriske anvendelser herafi forbindelse med en Bayes’ strategi
benyttes folgende klassifikationsregel for klassifikation i population 1:



En metode til kalibrering af diskrimi-
nantanalysens afskzringsverdi

Kai Kristensen
Tnstitut for Statistik og Datalogi, Handelshajskolen i Arhus

SUMMARY: In this article the application of Fisher's linear discriminant function for
classification purposes is considered from a microeconomic point of view focusing on the
determination of the cut-off point. The Decision-Maker’s utility function (indifference
JSunction) specified in the conditional probabilities of correct classification is used as a
starting point, whereupon the utility function is maximized subject to the relevant con-
straint on the conditional probabililies of correct classification. The resulls are adapted
to practice through an approximation of the utility function by help of a Taylor expansion
around a set of probabilities calculated from a preliminary estimate of the cut-off point
given by the Decision- Maker.

1. Indledning

Fisher's linezre diskriminantfunktion (Fisher (1g36)) har i de senere ar vun-
det relativt stor udbredelse inden for det driftsskonomiske omréde ved losning
af taxonomiske problemstillinger. Se eksempelvis Blunch (1968), der indeholder
en razkke afsztningsekonomiske eksempler, Altman (1968) og Deakin (1972),
der er eksempler pd finansielle anvendelser og Welker (1974), der kan hen-
fores til det organisatoriske omrade. Af andre ekonomiske anvendelser kan
naevnes Tintner (1946) og Adelman and Morris (1968).

I Anderson’s version (Anderson (1951) og (1958)) har Fisher’s to-gruppe
diskriminantfunktion felgende udseende:

D(x) = In(f(x)/f2(x))
=X 27 (g pe) — Vo (i + pa) 7 7 (), (1)

hvor x er en (pxl) normalfordelt stokastisk vektor, (u,-u.) er differencen mel-
lem de to populationers forventningsvektorer og X er den ficlles varians/
kovariansmatrix.

Ved klassifikatoriske anvendelser herafi forbindelse med en Bayes’ strategi
benyttes folgende klassifikationsregel for klassifikation i population 1:



EM METODE TIL KALIBRERING AF DISKRIMINAMTANALYSENS AFSKARINGSYVERDI 357

R, = {x|D(x) = n(Ci9,/Cyq1)}, (2)

hvor ¢; er apriori-sandsynligheden for population nr. ¢, og C; er omkostning-
erne ved at klassificere et element fra population j i population :.

Et intercssant og i praksis meget betydningsfuldt problem i forbindelse med
applikationen af (1) og (2) er evalueringen af de respektive sandsynligheder
for korrekt klassifikation. Disse er hhv.:

g, = Pr(D(x)=¢|1) = 1-F, (¢ (3)
iy = Pr(D(x) <ci2) = Fyle), (4)

hvor F; er diskriminantfunktionens fordelingsfunktion for den i’te population,
og ¢ er afskeringsveerdien (cfr. hejresiden af ulighedstegnet 1 (2)). Nir sivel
D(x) som ¢ er kendte, er problemet trivielt, eftersom D(x) da er normalfordelt
med parametrene:

E(D(x)[1) = 1%4* (5)
E(D(x)|2) = —1442 (6)
V(D(x) 1) = V(D(x)[2) = 42, (7)

hvor A% = (peypey) 2= g1, ), dvs. Mahalanobis' generaliserede afstandsfunk-
tion i de teoretiske parametre. I praksis er informationen imidlertid som oftest
ufuldstendig, sdvel hvad angir diskriminantfunktionen som afskzringsvar-
dien. Dette har initieret en lang rakke studier pd omradet, hvis ficlles kende-
tegn dog er, at problemerne omkring D(x) behandles indgiende, hvorimod ¢
som oftest tages for givet.

Den forste behandling af problemet findes 1 Wald (1944), hvori forde-
lingen for en variant af (1) seges etableret, ndr parametrene er ukendte og
derfor erstattes af de forventningsrette og konsistente estimater:

N
.I!:'l =x; = N szi (8)

'R

Ny
=Xy =Nyl Dxy (9)
1=1
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hvor Nj er stikprovens sterrelse for den j’te population.

Senere er fordelingen for D (x) = x’8§-1(x,—x,) — 1%(x,—%,)’ 8-1(x,—x,)
gjort til genstand for intensive studier med den deraf folgende konklusion, at
den nejagtige fordeling er for kempliceret til at kunne finde anvendelse til nume-
riske formél, og at man derlor mi stette sig til asymptotiske resultater. Der kan
blandt andre henvises til Anderson ((1g51), (1973)), Sitgreaves ((1952),
(1g61)), Bowker and Sitgreaves {1961) og Okamoto ((1963), (1968)). Sidst-
nzvnte bidrag er en generel asymptotisk udvikling for fordelingen for D(x)
til og med led af ordenen N2, N2, (NyV)=%, (N (N +Ne—2))71, (NVo(N+
Ne—2)) 1 og (Ny+ANy—2)% Det bemarkes, at fordelingsproblemet loses auto-
matisk, nir N, og N, begge er store, eftersom estimaterne (8), (g9) og {(10) er
konsistente. Fordelingen for J(x) konvergerer da mod fordelingen for D(x).

Sidelohende med forsogene pa at etablere fordelingen for H(x) har man
mittet erkende, at begrebet sandsynlighed for korrekt klassifikation ikke len-
gere er entydigt, ndr parametrene estimeres. Hills (1966) har givet en strin-
gent fremstilling af problemet formuleret i sandsynligheden for at fejlklassi-
ficere et individ fra population 1, «;. Han fremhaver, at foruden den ukendte,
sande sandsynlighed, «,(D(x)), har felgende sandsynligheder interesse:

(1) a,(D(x)) = Pr(D(x) <c¢|1,%;,Xqg, S) dvs. den faktiske fejlklassifikations-
sandsynlighed.

(2) E{a,(D(x))) = Pr(D(x) < ¢|1) dvs. den gennemsnitlige faktiske fejl-
klassifikationssandsynlighed.

Hertil kommer, at ogsé fordelingen for a,{ﬁ{x)) kan vare af interesse.

Det indses umiddelbart, at «,(D(x)) er den relevante fejlklassifikations-
sandsynlighed, nir D(x) allerede er valgt som klassifikationsinstrument, hvori-
mod fordelingen for a,(D(x)) og E(a,(D(x))) har interesse pa et tidligere trin
1 planlzgningen.

Estimation af de nzvnte sandsynligheder er behandlet intensivt 1 littera-
turen. For a,(H(x)) kan henvises til Fisher (1936), Smith (1947), Frank et al.
(1965), Sorum (1971) og Joy and Tollefson (1975) og for E(a,(D(x))) til
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John (1g61), Lachenbruch ((1965), (1967), (1968)), Lachenbruch and
Mickey (1968), Hills (1966) og Dunn (1g71). Endelig har John (1961) givet
en asymptotisk udvikling af fordelingen for «;(D(x)). En generel bibliografi
er publiceret af Toussaint (1974), ligesom Lachenbruch (1975) giver omfat-
tende henvisninger.

Som tidligere anfert tager disse studier afskaringsvaerdien for givet.
Arsagerne hertil kan vare mange. Den primere er formentlig, at det inden
for mange af de traditionelle anvendelsesomrider for diskriminantanalysen er
rimeligt at antage C,=C,, samtidig med at disse omrader (f.cks. det biologi-
ske og det antropologiske) lider under dataknaphed. I driftsskonomiske ana-
lyser er forholdet som regel lige modsat. Siledes er datafremskaffelsen sjel-
dent ct problem, medens det til gengald ikke vil vere forsvarligt at antage,
at forholdet mellem omkostningerne er 1. En anvendelse af diskriminantana-
lysen inden for dette omride vil derfor kreve, at fokus vendes mod afskxrings-
vardien.

Det er den almindelige opfattelse (se fieks, Lachenbruch (1975)), at det
i praksis er meget svaert at arbejde med omkostningerne som det direkte
grundlag for fastsiettelsen af afskaeringsverdien, og at man derfor mad angribe
problemet fra andre sider. Der findes i litteraturen et enkelt forseg herpd,
hvori Anderson (1969} (set med en okonoms ejne) betragter problemet fra en
satisfieringssynsvinkel, idet der diskrimineres under hensyntagen til beslut-
ningstagerens  satisfieringsniveauer for fejlklassifikationssandsynlighederne,
Decnne mctode lider imidlertid af den svaghed, at den ikke sikrer klassifikation
af samtlige elementer, hvorfor der 1 dette arbejde skal anvises en alternativ
fremgangsmide. Denne fremgangsmide baseres pd en egentlig optimerings-
tankegang, idet afskaringsvardiens fastsettelse betragtes som et mikroskono-

misk valghandlingsproblem.

2. Afskaringsvaerdien i mikrogkonomisk belysning

Det er forfatterens erfaring, at det i mangloldige situationer er lettere at
arbejde direkte pd de betingede sandsynligheder for korrekt klassifikation,
B1 og B, end pad omkostninger og apriori-sandsynligheder ved fastsettelse af
en rimelig afskeringsvaerdi. Lad derfor udgangspunktet for det efterfolgende
vaere beslutningstagerens nyttefunktion specificeret 1 8, og £, U(B,, f:). Lad
endvidere de konkrete parameterverdier vare kendt eller estimeret pa grund-
lag af sd store stikprever, at den forannavnte konvergens med rimelighed kan
betragtes som opfyldt. Det fremgir nu, at
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FIGUR 1. Bibetingelser som funkiion af Mahalanobis’ A* (f, = 1 — @ ($-1(f,)— 4)).

By = 1—Fi(c) = 1—D((c-14%)/4) (r1)

B2 = File) = P((¢+1247%)/4), (12)

hvor @ er standardnormalfordelingsfunktionen. Dette indebzrer, da ({¢+
14643 [4) — 4 = (ce-%4%)[4, at

By = 1—F,(F;71 (B2)) (13)
= 1—9 (P7(f,) — 4),

der ses at vare den relevante bibetingelse, hvorunder nyttefunktionen skal
maksimeres med det formél at bestemme optimalkombinationen for de navnte
sandsynligheder og hermed den optimale afkaringsverdi. Det fremgér, at
bibetingelsen er en funktion af A% med et forleb som skitseret i figur nr. 1.
Lad herefter My = 8U(p,,8,)/88:, dvs. den partielle grensenytte for den 1’'te
sandsynlighed for korrekt klassifikation. Det enskede maksimum for nytte-
funktionen kan da findes af ligningen:
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_{[Ii__fﬁl;ﬁ=Mlg_§;+Mg=a, (14)

der under hensyntagen til bibetingelsen (13) kan @ndres til:

[ D ) e
= My (=40 7g) + M=o,
hvoraf fremgar, at den optimale afskaringsveerdi skal findes af udtrykket:
Sile) My = fr(e) M, (16)

< fi(e)[fule) = M,IM,,

hvor f; ligesom i (15) angiver den normale tzthedsfunktion for den #'te popu-
lation. Da f,(c) ccexp(—Vo(c—15A4%)*[4%), og da filc) ccexp(—a(c+ 1od%)?(4%),
fremgar det ved indswcttelse, at den optimale afskxringsverdi optrader ved:

exple) = M,/M,
esc = In(M,|M,). (r7)

Idet M,/M, benzvnes det marginale substitutionsforhold mellem de betingede
sandsynligheder for korrekt klassifikation, kan optimalbetingelsen hermed for-
muleres som folger: I optimumspunkiet er afskeringsvardien lig med minus den natur-
lige logaritme til det marginale substitutionsforhold mellem de betingede sandsynligheder
Jor korrekt Kassifikation.

Da M, /M, = —df,[/dp, for dU(B,B:) = o, fremgir det, at optimum
ogsa kan udtrykkes ved ligningen:

exp(ec) = _Eﬁl(.ﬂl}ﬁlfﬁﬁ (18)

hvor Eg (B;) = (éInp,féinf,) = (8B:/38.) (B./B:) angiver elasticiteten af
#; med hensyn til §,. Da imidlertid §,/8, — 1 for 4 — o0, fremgér det, at
for store vaerdier af A® kan fastsettelsen af den optimale afskaringsvaerdi med
rimelighed foretages udelukkende pa grundlag af kendskab til elasticiteten 1
indifferenskurverne, hvilket indebrer visse praktiske fordele, eftersom denne
ofte udviser en bemarkelsesverdig konstans. Formelt fas:
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¢ = In (—EB, (8,)) for 42 — oo. (19)

Nar situationen A% — oo tages op til speciel overvejelse, er arsagen den, at
gevinsten ved indforelse af en klassifikationsregel vil vere positivt samvarie-
rende med 4% Da indfarelsen endvidere fra en driftsekonomisk synsvinkel re-
prasenterer ¢t tilfelde af total tilpasning, ma gevinsten foruden variable om-
kostninger tillige kunne dzkke implementeringsomkostningerne, der som oftest
er af en ikke uvasentlig storrelsesorden. Dette har som konsekvens, at man 1
det praktiske arbejde ofte konfronteres med relativt store vardier af A2,

Den anvendte fremgangsméde ved optimeringen svarer til en anvendelse
af den velkendte kaderegel for differentiation pa strukturen: U(f,,8,) hvor
B, = g.(c) og B, = g.(¢). I den hensigt at opni et resultat analogt til efter-
sporgselstecoriens Gossen-betingelse, der som bekendt siger, at den vejede
grensenytte i optimum skal vare ens i alle anvendelser og lig med indkomstens
grensenytte, mi denne struktur omformes til: U(g,,p,) hvor f,=g,,(c,4) og
Bo=gq(c,4), da 4 for nerverende afstikker graenser for valget af sandsynlig-
heder, der er analoge til de grenser, indkomsten afstikker for konsumentens
varevalg. Idet ¢ betegner standardnormaltetheden for den ’te population,
forer differentiation heraf til felgende ligningssystem:

oU[od = M,(6p,/64) + My(df,/64) (20)
= (Mypr—Mup,) ((¢+ 4% /4% + M,p,
dUjbe = (Myp—M,p) AL (21)

Sattes (21) lig med o felger, at (20) kan gives nedenstdende fremstilling:
oU[éd = Myp, = Mgy, (22)

der gor det muligt at formulere felgende til Gossen-betingelsen analoge opti-
malbetingelse: Den oplimale afskeringsverdi findes, hvor de med standardnormaliet-
hederne vejede grensenytter af de betingede sandsynligheder for korrekt klassifikation er
ens og lig med grensenytien af Mahalanobis® A.

Alternativt kunne vi have naet dette resultat ved folgende Lagrange-for-
mulering af vort optimeringsproblem: Maksimér U{(f,,8,) nar @-1(f,)—P*
(1—f,) = 4. Resultatet heraf er M,p, = M,p, = 2, hvor 1 er Lagrange-
multiplikatoren. Men sidstnacvnte er netop lig med den @ndring, man opnér
i kriteriefunktionen, nér konstantleddet i bibetingelsen @ndres infinitesimalt
(Johansen (1962)), hvoraf resultatet felger.
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FIGUR 2. Bestemmelse af optimalkombination for en Cobb-Douglas nyttefunkiion med
A=10,a =02508b= 0,75 4* = 4.

Som beregningseksempler antages i det cfterfolgende, at beslutnings-
tagerens nyttefunktion er af Cobb-Douglas resp. CES-typen. Dvs.:

Ul(ﬁ]: ﬁﬂ = Aﬁla.gzb (93}
Us (B1; B2) = B(CB2 + DB, 0io), (24)

hvor A>o0, 0<a<<1, o<b<1, B>o, C>0, D0 og —1<p<o cller p>o.

Disse funktionstyper er valgt som illustration, fordi begge besidder egen-
skaber, der ofte antages at vare til stede hos nyttefunktioner. Begge er siledes
kvasikonkave og har dermed konvekse niveaumangder (se fig. 2 og 3). End-
videre er begge homogene; Cobb-Douglas funktionen af graden a-+b og CGES
funktionen af graden 1. Endelig gelder der for Cobb-Douglas funktionen, at
elasticiteten i dens niveauflader (indifferenskurver) er konstant (jfr. tidligere).

For Cobb-Douglas funktionen ((23)) er df,/df. = —(bja) (B,/B:), og
optimalpunktet bestemmes folgelig af:
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FIGUR 3. Bestemmelse af optimalkombination for en CES nyttefunktion med B = 10,
C=o090gD =o0,1. 4% = 4.
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¢ = In((bfa) (Bi/B2))s (25)

som leses ved hjzlp af iteration. Bemerk i evrigt, at Eg, (f,) = —(b/a), hvor-
for optimalpunktet for store verdier af A% kan beregnes direkte:

¢ = In(bfa) for 4* - c0. (26)
I figur nr. 2 cr beregningerne udfort for A = 10,2 = .25, 6 = .75 0g 4* = 4.
Resultatet er, at den optimale vardi af ¢ er .85, hvortil svarer §, = .719 og
B: = .924. U-verdien er 8.68.

For CES funktionen bestemmes optimalpunktet af:

¢ = In((D[C) (B:/B2) +9), (27)

som ligeledes lases ved iteration. I figur nr. 3 er beregningerne udfert for
B =10, C =.90, D = .10, p = 1 og 4* = 4. Det fremgir, at den optimale
¢-vaerdi er —1.35 hvortil svarer 8, = .953 og f, = .627. U-vardien er g.o7.
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3. Fastszttelse af afskzringsvaerdien i praksis

I den praktiske situation, hvor beslutningstagerens nyttefunktion er
ukendt, mi approximative metoder tages i anvendelse. Rent konkret an-
modes beslutningstageren om at give et indledende sken over afskeringsver-
dien. Lad dette sken vare ¢,. Hertil svarer [olgende sandsynligheder for kor-
rekt klassifikation:

Be* = Sf, (D (x)) dD (x) (28)
By* = szw (x)) dD (x) (29)

I det ved 8,* og f.* dannede punkt Taylor-udvikles nyttefunktionen, U($,,8,),
og erstattes af forste ordens leddene. Dvs. at tangentplanet i punktet (f8,*,5,%)
benyttes som substitut for den sande nyttelunktion. Idet Uy(f,,8.) betegner

tangentplanet fas:

Ue(BiB2) = U(h*,8:2%) + (Bi—5*) [-ul]{ﬁlv,ﬁ,*} +
(Ba—B,%) ["wz_]{,-}l",ﬁ,"j- (30)

Ved omformning fis heral:

(Ul BuBo)—U(Br*,8:*) + B[ Mg g0y + B2 [Malipn pm))[M2] (g0 5,0
= .81[-'”11{11’12]“91*,,5’,*) + B (31)

Tangentplanet kan naturligvis males 1 nye enheder uden tab af generalitet,
og der arbejdes derfor videre pa hgjresiden af (31):

Uﬁtﬁﬁl:ﬁz) = ﬁl{leMz}[ﬁlt,ﬁ!t] + . (3'2‘,]
= Hf, + fa

hvor H = [M,[M;](g»p» dvs. det marginale substitutionsforhold i det
ved beslutningstageren givne punkt. Minimering heraf under bibetingelsen
(13) forer til resultatet:

¢ = — In(H), (33)
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hvilket kan indses umiddelbart af resultaterne i afsnit 2 (specielt (17)). Imid-
lertid er H ukendt og ma erstattes af et sken. Dette sken opnas ved at anmode
beslutningstageren om at angive en ny kombination af sandsynligheder for
korrekt klassifikation, som efter hans opfattelse er beliggende pd samme isonytie-
kurve (indifferenskurve) som den ved ¢, givne kombination. Lad denne kombination
vare (8,**,8.**), hvorefter skennet over H, A, kan beregnes til:

B = —(B*—B.**) | (B*—B*). (34)

Den praktiske bestemmelse af afskaringsverdien finder siledes sted ved an-
vendelse af:

¢ =—In(H). (35)

Hvis det opniede resultat ligger fjernt fra ¢,, kan der rejses tvivl om approxi-
mationens validitet, og proceduren ber derfor gentages. Principielt bor pro-
ceduren gennemlobes, til lesningen er stabil, og det indses derfor, at metoden
alternativt kan betragtes som et kalibreringsinstrument for en traditionel
Bayes-lasning.

I Altman (1g68) anvendes diskriminantanalyse til at skelne mellem kon-
kursramte (P,) og ikke-konkursramte (P;) virksomheder pa basis af folgende
nogletal:

X1: Working capitalfaktiver (%)

X,: Tilbageholdt indtjening aktiver (%)

X,: Indtjening for renter og skatfaktiver (3;) (36)
X,: Egenkapitalens markedsvaerdi/gzeld (%)

Xg: Omsztningfaktiver.

Resultatet er felgende diskriminantfunktion:
D(x) = —2.365 + .012X) + .014X; + .033X; + 006X, + 999X, (37)

med 4% = 5.31, idet der ses bort fra konvergensproblemerne.

Antag som et eksempel pd den ovenfor anforte metodes anvendelse, at
en beslutningstager vil benytte (37) 1 forbindelse med sin kreditgivning, idet
han som udgangspunkt benytter sig af den traditionelle afskeringsverdi pa o.
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I den hensigt at kalibrere afskeringsverdien beregnes den til ¢, herende
kombination af sandsynligheder for korrckt klassifikation til:
(Bi*, Bs*) = (875, .875). (38)
Beslutningstageren oplyser, at han for at vare indifferent forlanger, at et fald

i f, pd .05 skal kompenseres med en stigning i 8; pd .08. I nytteteoretiske
termer felger heraf, at (875, .B75) ~ (.955, .825) = (B,**, B,**). Skennct

over parameteren / kan derefter beregnes til:

H = —(.875 — .825) [ (.875 — .955)

= .05/.08 = .625
jf. (34). Af (35) felger da:

¢ = —In(.625)
= .47,

(39)

(40)

hvorcfter de faktiske sandsynligheder for korrekt klassifikation kan beregnes

il 8, = .B29 og fi, = .g15.
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