OM AGGREGERING
AF PRODUKTIONSFUNKTIONER

A JORGEN DRUD HANSEN®

1. Analysens formdl

I de sidsle 25 ir er der foretaget en rickke analyser af sammenhaengen mel-
lem mikro- og makrorelationer. Et felles traek for disse analyser er, at de er
matematisk priegede og derfor vanskeligl tilgengelige uden en del matema-
tiske forkundskaber. I det folgende vil der udelukkende blive set pi sammen-
hzengen mellem mikro- og makroproduktionsfunktioner. Formalet er at give
en oversiglsmepssig fremstilling af de analyser, der foreligger pa dette omride,
idet der dog her vil blive lagt veegt pa at redegore for problemstillingerne
og resultaterne uden al anvende en kompliceret matemalisk fremstillings-
form.

I mikroteorien er der ikke mange forstielsesmzmssige problemer forbundet
med at operere med produktionsfunktioner. Qutput og input er homogene
mangder eller ydelser, og man leber derfor ikke ind i méleproblemer af teo-
refisk art med de variable, man opererer med. Dertil kommer, at selve funk-
tionssammenh@®ngen i regelen kan betragtes som en ren teknisk sammenhaeng,
som det i alt fald i teorien skulle veere muligt at vinde klarhed over ved at an-
stille forseg!. Helt anderledes stiller sagen sig, nir der er tale om produktions-
funktioner i makroteorien. Makroproduktionsfunktioner er nok i formel hen-
scende af ganske samme art som mikroproduktionsfunktioner, idet der er
tale om en funktionel sammenh@®ng mellem output og input, men output og
input er nu aggregater, d.v.s. mal for en rekke forskelligartede output og
inpultyper, der er aggregeret eller sammenvejet efter en eller anden aggrege-
ringsprocedure. Dertil kommer, al man nmppe kan oplalte makroproduk-
tionsfunktioner som rene tekniske sammenhmenge, idet et samfunds mange-
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1. Output fremstillingen er dog ofte et resultat af en rekke tekniske omvekslingsprocesser. Bag mi-
kroproduktionsfunktionen ligger derfor ikke blot rent tekniske forhold men ogsd en optimering
af den samlede indsats af input mellem de enkelte omvekslingsprocesser. Jir. Dano (1966, kap. 9).
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artede og komplicerede produktionsakliviteter ikke uden videre lader sig be-
skrive ved en makroproduktionsfunktion.

I makromodellerne legger man som oftest blot ud med en makroproduk-
tionsfunktion i forudswetningsgrundlaget uden nermere overvejelser, 1 kort-
siglsmodellerne opererer man siledes med en makroproduktionsfunktion af
formen (1.1).

Y& = F(L%) (1.1)

Y# er et aggregat for den samlede produktion og L# et aggregat for den sam-
lede beskeftigelse® Kapitalen medtages ikke eksplieit 1 produktionsfunktio-
nen, idet investeringerne ikke i det korte leb nar at wndre kapilalstocken vae-
sentligt, og udnytielsesgraden af kapitalstocken er enten eksogent givet, hvis
der er substitutionsmuligheder mellem kapital og arbejdskraft eller varieren-
de med arbejdsindsatsen, hvis substitulionsmulighederne er begrensede.
Tekniske fremskridl ser man ogsa bort fra i en kortsigtsanalyse, da denne
form for mndringer i produktionsbetingelserne ligeledes er en tidkrevende
proces.

I en langsigtsanalvse ma man derimod lage hensyn til endringer i kapital-
apparatets storrelse og til tekniske fremskridt. I den neoklassiske vaekstteori
klarer man dette ved al opercre med en produktionsfunktion af typen (1.2),
hvor den samlede produktion Y# er en funktion af det samlede kapitalappa-
rat k¥, den samlede arbejdsstyrke L* saml en tidsfaktor {, idet man gar ud
fra, at de tekniske fremskridl fremkommer blot i krafl af, at tiden gar.

Y# = F(K*, L*, I) (1.2)

I disse vaekstmodeller forudssetter man videre, at kapilal og arbejdskraft
er subslituerbare, al produktionsfunktionen er homogen af f{erste grad og
eventuelt al Cobb-Douglas lypen, samt at de tekniske fremskridt udelukken-
de virker som en effektivitetsforegelse af arbejdsstyrken.

Disse forudsmininger synes at viere meget restriklive. Nir man alligevel
lader viekstmodellen hvile pa dem, skyldes det, at de sammen med modellens
ovrige forudsxininger kan skabe nogle elegante sammenhz=enge.

I det folgende vil foruds@iningsgrundlaget viere skubbet tilbage Ll en mi-
krookonomi. Det vil veere mikroproduktionsfunktionerne, der betragtes som
givine, og det skal da undersoges, om produktionsforholdene ogsi lader sig
beskrive med en makroproduktionsfunktion. Herved rejser der sig et aggre-
geringsproblem, der dels bestar af et maleproblem, idet de enheder, der skal
aggregeres, er mere eller mindre heterogene og dels af et allokeringsproblem,

2. Aggregater vil overalt i det folgende blive betegnet med =,
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idet produktionen i et samfund foregir ude pi en riekke selvstendige produk-
tionsaktiviteter. Selv om man fjernede mileproblemet ved at forudswlte, at
de storrelser, der skulle sammenvejes, var homogene, ville der alligevel sti
et allokeringsproblem tilbage, fordi det generelt mitte anlages, at den sam-
lede produktion i ekonomien afhang af, hvorledes ressourcerne var fordelt
mellem de enkelte produktionsaktiviteter.

2. Aggregering af variable, der indgar i samme produktionsfunktion

I forste omgang vil der udelukkende blive set pia mulighederne for at sam-
menveje input- eller outputvariable, der indgir i samme produktionsfunk-
tion. Mulighederne for dette er bl.a. afh:engig af, om input eller output ind-
sieltes 1 produktionsfunktionen efter et eller andet monster, f.eks. at de er til-
passet et siet priser, og at de relative priser for den gruppe variable, der onskes
aggregeret, holder sig konstant. Forudswetninger af denne art vil ikke blive gjort
i dette afsnit, idet det sporgsmil, der skal klarkegges, er, om produktions-
funktionen som siadan tillader, at en gruppe af dens input- eller outputvariab-
le aggregeres.

Lad der konkret vere givet en produktionsfunktion, hvor der fremstilles
én type output ved hjzlp af ¢n type kapital og to typer arbejdskraft.

Y = f(K, L, Ly) (2.1)

Problemet er da, om det er muligt at finde et méal for L, og L,, der er uaf-
h:zengig af andre variable i produktionsfunktionen, og som samlidig kan an-
vendes som input i en aggregeret produktionsfunktion. Der soges med andre
ord en aggregeringsfunktion

L¥ = L*(L,, Lg), (2.2)
siledes at
Y = F(K, L*). (2.3)

Betingelsen for, at dette er muligt, er at sammenhangen mellem input af de
to typer arbejdskraft i den oprindelige produktionsfunktion (2.1) er uafhwmen-
gig af sterrelsen af kapital, thi kun derved er det muligt at sammenveje de to
typer arbejdskraft uforstyrret af, hvilke vaerdier K har, Dersom produktions-
funktionen har denne egenskab, siges den at vere funktionel separabel med
hensyn til grupperne arbejdskraft og kapital. Denne betingelse blev forste
gang opstillet al Leontief (1947). Det er ret let at se geometrisk, hvad der for-
dres af produktionsfunktionen (2.1), for at den er funktionel separabel.
Fastholdes kapitalinput, kan produktionsfunktionen afbildes i et isokvant-
diagram, saledes som det er vist i fig. 2.1.
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Isokvantkortet foreskriver, hvorledes arbejdskraften skal aggregeres. Sile-
des er arbejdskraftkombinationer pi samme isokvant sekvivalente og ma ind-
sat 1 aggregeringsfunktionen give samme veardi for aggregatet, og jo lengere
ude i isokvantkortet en kombination ligger, desto storre ma arbejdskrafts-

L A\

Y;
Yy Y2
> L4
Fig. 2.1.

aggregatet veere. Ved hjxelp af isokvantkortet er man siledes altid 1 stand til
al opslille en rangfolge (en ordinal miling) af forskellige arbejdskraftskom-
binationer. Skal arbejdskraftsaggregeringen kunne foretages uafhmengigt af
kapitalinput, ma det betyde, at den ved hj=lp af isolkvantkortet opstillede
rangfolge ikke @ndres, dersom kapitalinput blev wendret. IEn wendring i kapi-
talinput mi siledes kun sendre produkinummereringen af isokvanterne, men
ikke selve isokvantkortets form. Er produktionsfunktionen differentiabel, kan
man ogsa udtrykke denne betingelse ved, at forholdet mellem graenseproduk-
terne for de to typer arbejdskraft skal viere uafheengig af kapitalinput, idet
forholdet mellem graenseprodukterne netop afspejler isokvantens haldning,

I fig. 2.1 er isokvanterne krumme, og det vil derfor ikke veere muligt at
aggregere de to typer arbejdskraft ved en linexr sammenvejning, d.v.s. an-
vende en aggregeringsfunktion af typen L* = alL,+4bL,, hvor a og b er kon-
stanter. Skal dette veere muligt, vil det dels kraeve, at produktionsfunktionen
er funktionel separabel og dels, at isokvanterne mellem de to typer arbejds-
kraft er line®re og ligedannede (parallelle), og hyppigt simplificeres aggrege-
ringsproblemerne netop ved et sidant szt af forudsztninger.®

Cobb-Douglas funktionen ¥ = aK® L,® Ly’ er et eksempel pi en produk-
tionsfunktion, der er funktionel separabel, idet isokvanternes form mellem

3. Jr. f eks. Olgaard (1966, del 1).
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L., og L, udelukkende bestemmes af § og 3.* Funktionel separabilitel er dog
neppe nogen realistisk forudswtning. Det, der karakteriserer en bestemt type
specialuddannet arbejdskraft, er nemlig ofte, at denne type arbejdskraft gen-
nem tilleering har faet en Lerdighed i at anvende en bestemt type realkapital,
og bytteforholdet mellem forskellige kategorier af arbejdskraft vil derfor viere
meget afhwengig afl forsyningen af kapitalgoder.

Hidtil har der udelukkende vieret sel pi arbejdskraflsaggregering. De fore-
liggende resultater kan dog umiddelbart udstraekkes til ogsa at gwelde aggrege-
ring af flere typer kapital eller outpul. Generelt kan man aggregere flere typer
output, kapital og arbejdskraft, der indgir i samme produktionsfunktion,
blot denne funklion er funklionel separabel med hensyn il de tre grupper af
variable. Det vil sige, den partielle sammenhaeng i produktionsfunktionen
mellem to vilkarlige variable inden for den gruppe af variable, der enskes
aggregeret, skal viere uafhwengig af storrelsen af de variable, der er uden for
gruppen.

[ de niesle afsnil vil der blive tage hensyn til, al okonomien i virkeligheden
bestir af en rekke selvstiendige produktionsaktiviteter, der hver kan beskri-
ves med en mikroproduktionsfunktion. Del viser sig dog, at funktionel sepa-
rabilitet ogsa bliver af betydning ved aflklaring af de aggregeringsproblemer,
der da opstir.

3. Aggregering af mobile variable

[ det folgende vil vi ga ud fra, al producenterne har mulighed for at til-
passe bade produktionens storrelse samt input af arbejdskraft og ri- og
hjelpestolfer. Disse variable vil derfor blive belegnet som mobile. Derimod
vil kapitalen blive betragtet som immobil, idet vi vil gi ud fra, at det enkelte
kapitalanleg er bundet til den produktionsaktivitet, hvor det engang i for-
tiden er slillel op, saledes at producenten kun har mulighed for at variere
dets udnyttelsesgrad.

I de enkelte mikroproduktionsfunktioner indgir som input dels output fra
andre produktionsaktiviteter i ekonomien og dels inpul af arbejdskraft og
vdelser fra kapitalanlegget, og output anvendes enten som endelig eftersporg-
sel, d.v.s. forbrug eller investering, eller som input i andre produktionsakti-
viteter. Okonomien forudseltes m.a.o. at vere lukkel, idet alt output, der
anvendes som input, er produceret af skonomiens egne produktionsaktivi-
teler, og intet output til endelig cflersporgsel gar til eksport.

Pa grund af mobilitetsevnen vil det videre blive forudsal, at output og ar-
bejdskraft er efficient allokeret, hvilket vil sige, at det ikke cr muligt at ege
produktionen til endelig eftersporgsel af én type output uden produktionen

4. Arbejdskraften lader sig siledes sammenveje ved aggregeringsfunklionen L*= L7 L,* og den
aggregerede produktionsfunktion fir da formen Y = a K= L*,
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af ¢én eller flere andre typer output til endelig eftersporgsel bliver mindre,
blot ved at mendre allokeringen af de mobile variable mellem produktions-
aktiviteterne.® Denne forudseining indebaxerer m.a.o., at man ikke med den
givne samlede arbejdsstyrke og med de givne produktionsanleg hverken ver-
tikalt eller horisontalt kan wndre produktionstilrettelicggelsen eller fordelin-
gen af arbejdskraften og derved fa mere produktion frem til endelig efter-
sporgsel al én tvpe output, uden der fremkommer fald i produktionen til
endelig eftersporgsel af andre typer output. Dersom der hersker fuldkommen
konkurrence i okonomien og ikke findes external economies, vil markeds-
krelterne selv sorge for, at de mobile variable allokeres efficient, men man
kunne naturligvis ogsd tenke sig dette tilvejebragt ved en eller anden planlaeg-
gende myndigheds dispositioner. Overalt i det folgende vil vi antage, at der
ikke findes external economies, siledes at sammenh@ngen mellem input og
output i den enkelte mikroproduktionsfunktion er uafhangig af input og
output i andre mikroproduktionsfunktioner.

For kapitalens vedkommende vil der ikke blive gjort nogen allokerings-
foruds@tning pa grund af denne produktionsfaktors manglende mobilitets-
evne, og herved bliver betingelserne for kapitalaggregering helt anderledes
end belingelserne for aggregering af arbejdskraft og output.

I dette afsnit vil der udelukkende blive set pa mulighederne for at opstille
en kortsigtsmakroproduktionsfunktion. Kapitalapparatets storrelse i de en-
kelte produktionsaktiviteter belragtes som givne, og det vil derfor ikke vere
nodvendigt eksplicit at medtage input af kapital i mikroproduktionsfunktio-
nerne. Problemet indskrenker sig siledes til at fa aggregeret de mobile vari-
able oulput og arbejdskraft.

Lad os ferst se pa det tilfzlde, hvor der kun produceres én lype output og
anvendes ¢n type arbejdskraft. Dersom der i alt findes n produktionsaktivi-
teter, kan produktionsforholdene i hele ekonomien beskrives ved felgende
st af mikroproduktionsfunktioner.

Yi=fi(L;) i=1,....n0gY;20,L;z0. (3.1)

Bide output og arbejdskraft er homogene, og man kan derfor aggregere
hver af disse variable ved en simpel uvejet summation.

Y = Z: Vi (3.2)
= ZL : fi(Li)
I+ = 2‘;: Li (3.3)

5. Qutput og arbejdskraft er klassificeret i si stort et antal typer, at enhederne indenfor samme
type er homogene.
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Det er videre forudsat, at den samlede arbejdsstyrke L* har aflejret sig pi
de enkelte produktionsanleg, siledes at Y* bliver storst mulig. L* giver her-
ved en entydig bestemmelse af Y#, hvilket vil sige, at produktionsforholdene
i okonomien kan beskrives ved makroproduktionsfunktion af typen (3.4).

Y* = F(L*) (3.4)

Makroproduktionsfunktionens udseende vil vere bestemt af, hvilke antagel-
ser man gor om produktionsforholdene i mikroskonomien. Flere forhold
kunne dog tale for, at makroproduktionsfunktionen fir faldende griensepro-
dukt. Hvis alle mikroproduktionsfunktionerne har faldende graenseprodukt,
vil en given beskieftigelsesudvidelse delt ud pa de enkelte produktionsaklivi-
teter give en stadig mindre tilviekst i den samlede produktion, jo sterre be-
skeftigelsen i forvejen er, og makroproduktionsfunktionen vil siledes i dette
tilfaelde fa faldende greenseprodukt. En anden begrundelse for, at makropro-
duktionsfunktionen skulle fi faldende grenseprodukt, er, at produktions-
aktiviteterne er af forskellig effektivitet, siledes at en beskseftigelsesudvidelse
hovedsagelig ma ske ved, at mindre eflektive produktionsanleg bemandes.
Dette forhold vil man i rendyrket form fa frem, hvis det antages, at mikro-
produktionsfunktionerne er homogene af forste grad og limitationale med
hensyn til indsatsen af arbejdskraften og ydelser fra kapitalanlegget. Der vil
i si fald for den enkelte mikroproduktionsfunkiion vsere proportionalitet
mellem output og input af arbejdskraft ud til en af det faste anlaeg bestemte
kapacitetsgrense.

Der knytter sig en swerlig interesse til dette tilfeelde. Lad os derfor antage,
at ekonomien bestir af lutter sidanne produktionsaktiviteter, hvoraf der er
afbildet to i fig. 3.1.a og 3.1.b.

Den enkelte produktionsaktivitets effektivitet er bestemt af kvaliteten af det
faste anlzeg, og kan karakteriseres ved den indsats af arbejdskraft a, der med-
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Fig. 3.1.a. Fig. 3.1.b.
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gar til fremstilling af én outpulenhed. Produktionsaktivitet ¢ er saledes mere
effektiv end produktionsaktivitet j, idet a; < ay. Nar den samlede beskafti-
gelse er lav, er det kun de mest effektive produktionsaktiviteler, der beman-
des, og disse knytter arbejdskraft til sig ud til kapacitetsgreensen. En besk:ef-
tigelsesudvidelse kan kun ske ved, at mindre ellektive produktionsaktiviteter
bemandes.

Hvis produktionsaktiviteterne spreder sig joevnt m. h. t. elfektivitet, og den
enkelte produktionsaktivitet kun har en forsvindende produktionskapacitet
i forhold til produktionskapaciteten i hele skonomien, vil makroproduktions-
funklionen {4 ct jaevnt faldende graenseprodukt som vist i [ig. 3.2,

Ye AN
Y* — F (L)

> L*

Fig. 3.2,

Den nojagtige funktionssammenhseng for makroproduktionsfunktionen vil
kunne udregnes, hvis man har kendskab til, hvor meget produklionskapaci-
tet, der findes i forskellige effektivitetsintervaller. Sadanne analyser er bl.a.
gennemfort af Houthakker (1955/1956) og Levhari (1968), og da de er meget
klargerende i relation til sammenhzngen mellem produktionsforholdene i
mikroskonomien og makroskonomien, vil der her blive opstillet en simplifi-
ceret version af deres arbejder.

Det antages, at den samlede produktionskapacitet, der findes i et uendeligt
lille effektivitetsinterval a, a+da er @(a) da, hvor ¢(a) er en kontinuert taet-
hedsfunktion, Den samlede produktionskapacitet i et bestemt effektivitets-
interval findes altsid som arealet under tethedsfunktionen i dette interval, og
@(a) far herved ganske samme fortolkning som kontinuerte sandsynligheds-
tiethedsfunktioner, idet sandsynligheder ligeledes findes som arealer under
en tethedsfunktion. @(a) forudsmtles specielt at vaere af formen (3.5).

p(a) =4 -a"? (3.5)
A og a er konstanter og a = 0.
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I fig. 3.3.a og 3.3.b er albildet Lethedsfunktionerne for to veerdier af «
nemlig o = 1/2 og a = 3[2.

.

z{a) A 7i{a) A EE
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kA dg
Fig. 3.3.a. Fig. 3.3.b.
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Med en given indsats af arbejdskraft L*, vil det f. eks. kun viere muligt at
bemande produktionsaktiviteter i effektivitetsintervallet 0 £ a = a4. Den
samlede produktion i ekonomien kan da beregnes som arealet under taetheds-
funktionen fra 0 til a,, d.v.s.

Y — ;u' w{u) da
4]

g
= g A a1 da
0

= Afu [H“]: = (Afa) - ag
Pi tilsvarende vis kan den samlede arbejdsindsats beregnes.

L¥ = SZ. ag(a) da
== g:' Aa® da
iy

= (A)x 1 1)[“‘“”1) = (Ala+1) ag*1

ay lader sig eliminere af udtrykkene for Y* og L*, og man fir da bestemt en
funktionssammenh:weng mellem Y* og L*.

Y* = Afa '%%)“J’cﬁl (‘f‘*)q]’u‘}‘l

\ -

= konstant - (L* Jera
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Makroproduktionsfunktionen er siledes i delle tilflde af Cobb-Douglas
typen. Homogenitetsgraden /., er mindre end 1, hvilket netop afspejler,
at en beskeftigelsesudvidelse ma ske ved, al mindre effektive produktions-
anleg forsynes med arbejdskraft.

Hidtil har aggregeringen ikke givet anledning til problemer i relation til
makroproduktionsfunktionens eksistens, men der har jo ogsi unwegtelig vee-
ret {jernet en viesentlig brod i analysen ved at forudswetle, at output og ar-
bejdskraft er homogene. 1 virkeligheden anvendes mange typer arbejdskraft
og produceres mange typer output, hvoraf nogle i sterre eller mindre omfang
tjener som input i andre produktionsaktiviteter. Pa grund af forudsetningen
om den efficiente allokering vil det imidlertid altid veere muligl at beskrive
produktionsforholdene i okonomien med en makroproduktionsfunktion,
hvor der indgar et aggregat for hver type output til endelig eftersporgsel og et
aggregat for hver type arbejdskraft. Produceres der i all n typer output til
endelig eftersporgsel, og anvendes der i alt m typer arbejdskraft, volder det
saledes ikke problemer at operere med en makroproduktionsfunktion af for-
men (3.7).

F(}']“’-, LY EA AP Lm:i") = (3.7)

Hvert af outputaggregaterne Y,%, ... ¥,* er [remkommet ved en simpel uve-
jet summation over alle produktionsaktiviteterne af den del af output af en
bestemt type, der traekkes ud til endelig efterspergsel, og tilsvarende er hvert
af arbejdskraftaggregaterne L%, ... Ly® fremkommet ved en simpel uvejet
summalion over alle produklionsaktiviteterne af en bestemt type arbejds-
kraft. Da antallet bade af outputtyper og arbejdskrafistyper i (3.7) er meget
stort, rejser sporgsmilet sig, om det er muligt at nd op pi et hojere aggrege-
ringsniveau, saledes at de forskellige typer output sammenvejes 1 kun ¢t ag-
gregat og lilsvarende, at de forskellige typer arbejdskraft sammenvejes i kun
¢t aggregat.

Uden saerlige foruds:etninger er betingelsen for dette Abenbart, at funktio-
nen (3.7) er funktionel separabel med hensyn til grupperne oulput og arbejds-
kraft, men her viser det sig, at denne egenskab har produktionsfunlktionen
ikke med mindre, der gores meget restriktive forudsaetninger om samtlige mi-
kroproduktionsfunktioner.® Heldigvis synes det dog muligt i en kortsigtsana-
lyse at finde akeeplable tillegsforudsatninger, si man alligevel kan komme
igennem med denne aggregering uden saerlige forudsaininger om mikropro-
duktionsfunktionerne.

Aggregering er siledes mulig, hvis konjunkturforlebet péivirker alle sekto-

6. Jfr. f.eks, Green (1964, kap. 6) samt F. M. Fisher (1968; 1969).
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rer ens, siledes atder er et fast forhold mellem produktionen af de enkelte
outputtyper til endelig eftersporgsel og et fast forhold mellem input af de for-
skellige arbejdskraflstyper. Betegner oY%, . .. oYa¥, oL,% . . . oLa™ et st ud-
gangsvardier for output og inputi produktionsfunktionen (3.7), forudsmzltes
det med andre ord, at ekonomien udelukkende bevieger sig ved variationer
ikogdi(3.8).

F(koYy®, ... koYn®, 2Ly®, ... 2gly®) = 0 (3.8)

En endring i k vil kreeve en wndring i 2 og omvendLt. k er siledes en funklion
af 4.

k= k(%). (3.9)

Da k er et mil for produktionsresultatet i hele ekonomien og A4 et mal for ar-
bejdsindsatsen, kan & = k(1) tolkes som en makroproduktionsfunktion med
kun ét output- og ét arbejdskraftsaggregat. & er i ovrigt proportional med
output til endelig efterspergsel sammenvejet efter et st faste priser, d.v.s.
bruttonationalproduktet i faste priser, og 4 proportional med arbejdsindsat-
sen sammenvejet efter et s@t faste lonninger. Der er derfor intet i vejen for,
at man i stedet for k& = k(A1) opererer med en makroproduktionsfunktion
med bruttonationalproduktet i faste priser som en funktion af beskaftigelsen
i faste lenninger.

Der findes en anden forudsatning, der kan give det mening at aggregere
forskellige typer output og arbejdskraft. Dersom producenterne betragter pri-
ser og lenninger som udefra givne, vil de sammens®eite deres produktions-
sortiment og input af arbejdskraft, siledes at det marginale substitutions-
forhold mellem to vilkarlige typer output eller arbejdskraft numerisk bliver
lig med forholdet mellem de tilsvarende priser eller lenninger.” Hvis de re-
lative priser eller lenninger holder sig konstant, vil disse marginale substitu-
tionsforhold de fakto blive list fast, og det vil da veere tilladeligt at aggregere
ved hjwlp af de relative priser og lenninger.® I dette tilfzelde vil man igen fi
en makroproduktionsfunktion, hvor bruttonationalproduktet i faste priser er
en funktion af arbejdsindsatsen i faste lenninger.

I praksis vil imidlertid hverken foruds@tningen om konstante mmngde-
relationer eller forudsstningen om konstante pris- og lenrelationer vere helt
cksakt opfyldt, og det vil derfor ikke vaere realistisk at gi ud fra, at der eksi-
sterer en makroproduktionsfunktion som en eksakt funktionssammenhzng
mellem aggregaterne. Pa kort sigt vil begge forudsztninger dog nok vare op-

7. Jir, Dane (1966, kap. 10, p. 186).
8. Aggregering ph dette grundlag findes bl.a. behandlet af Hicks (1946, kap. 2, p. 33).
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fyldt i et sddant omfang, at man kan gi ud fra, at der cksisterer en losere
sammenhzng mellem bruttonationalproduktet i faste priser og arbejdsind-
satsen i faste lenninger. Spergsmilet er da, om denne usikkerhed kan tolere-
res i de anvendelser, man gor af makroproduktionsfunktionen. I enkle kon-
junkturanalyser skulle der vel nzeppe veere grund til at afstd fra at anvende
en makroproduktionsfunktion, idet man her kun bruger makroproduktions-
funktionen til at foreskrive en vis sammenhang mellem produktlion og be-
skeeftigelse i samfundet. Men i makroekonomisk teori anvender man under-
tiden ogsh makroproduktionsfunktionen som grundlag for en efterspergsels-
teori efter arbejdskrafi. Bide Keynes og klassikerne anvendte siledes arbejds-
kraftens granseprodukt som efterspergsclsfunktion efter arbejdskraft, idet
man antog, at producenterne i deres konkurrence om arbejdskraften og for-
brugerne ferst ville vaere i ligeveaegt, nar arbejdskraftens graenseprodukt var
lig med reallonnen. Umiddelbart synes der grund til storre betenkeligheder
her ud fra den betragining, at usikkerheden pad makroproduktionsfunktio-
nens graenseprodukt vil blive meget stor, hvis selve makroproduktionsfunk-
tionen kun kan belragtes som en lesere sammenhang.®

4. Aggregering af immobile variable

I det felgende vil der blive set pA mulighederne for at foretage en sammen-
vejning af kapitalapparatet med henblik pa at opstille en makroproduktions-
funktion a la den type, der indgir i de neoklassiske viekstmodeller. Nir ka-
pitalaggregeringen giver anledning til swrlige problemer, skyldes det som
nwevnt, at kapitalapparatet ma betragtes som immobilt, og vejen er herved
blokeret for forudsatninger om ct eller andet allokeringsmenster for denne
produktionsfaktor. Output og arbejdskraft forudswmettes fortsat at veere effici-
ent allokeret, og som det vil fremga af det folgende, fir denne forudsztining
ogsé betydning i analysen af kapitalaggregeringen. Endvidere vil aggregerings-
analysen blive holdt som en stalisk analyse, hvilket indebserer, at problemt
udelukkende vil bestd i at sammenveje en reekke givne kapitalinpul. De tek-
niske fremskridt vil af samme grund kun indgd pi den mide, at de enkelte
mikroproduktionsfunktioner kan tolkes som produktionsfunktioner fra for-
skellige drgange.

Solow (1960; 1964) var den forste, som under disse forudsaininger analy-
serede mulighederne for kapitalaggregering, idet han gav et eksempel pa et
tilfzelde, hvor kapitalaggregering er mulig. I Solows eksempel antages det for
simpelheds skyld, at arbejdskraft og output begge er homogene, og at der

9. Dette hererer ikke setningen om, at den maksimale gevinst for den enkelte virksomhed findes
ved en beskeftigelse, hvor arbejdskraftens greenseprodukt er lig med reallonnen, forudsat virk-
somheden betragter priser og lonninger som udefra givne.

20
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kun indgar ¢t kapitalinput i hver mikroproduktionsfunktion. Bade output og
arbejdskraft kan siledes umiddelbart aggregeres ved en simpel uvejet sum-
mation, Om mikroproduktionsfunktionerne ger Solow yderligere to smrlige
forudsaetninger: (1) De cr alle homogene af forste grad; (2) De adskiller sig
kun fra hinanden ved kapitalegende tekniske fremskridt, hvilket vil sige, at
alle produktionsfunktionerne kan geres identiske ved en passende propor-
tional wendring af méleenheden for kapitalen for hver produktionsfunktion.
Af overskuelighedsgrunde tzenkes skonomien nu kun at besti af to produk-
tionsaktiviteter. Solows anden forudsmining betyder, at man kan gore de to
produktionsfunktioners isokvantkort identiske blot ved at striekke eller trykke
kapitalaksen for den ene produktionsfunktion. Der gwelder altsd

Yl = fl(‘r':h L:)
(4.1)
Y, = [o(Ky, Ly) = fi(a Ky, Ly)

ak, kan opfattes som K,-kapitalen malt i effektivitetsenheder med K;-kapita-
len som mileenhed.

Det skal nu vises, at den samlede produktion Y* = Y,;4 Y, er bestemt af
den samlede arbejdsstyrke L¥ = L, L, og det samlede kapitalapparat mailt
i effektivitetsenheder K* = K, -} aK,. Den samlede arbejdsstyrke vil fordele
sig pa de to produktionsaktiviteter, siledes at arbejdskraftens graeenseproduk-
ter bliver lige store.!® Er denne betingelse ikke opfyldt, vil en overflytning af
arbejdskraft fra den ene produktionsaktivitet til den anden kunne sge den
samlede produktion, hvilket strider mod forudsztningen om, at arbejdskraf-
ten er efficient allokeret. Da begge produktionsfunktioner er homogene af
forste grad og identiske, bliver greenseprodukterne for arbejdskraften kun
lige store, hvis kapitalintensiteterne er lige store, d.v.s.

Ly L, L+L, L

K, uaK, K,+aK, K*

Dette giver umiddelbart

L, K, L, aK,

"k % 27 ke

10. Selv om der her rzsonneres ved hjelp af grenseprodukter, er kapitalaggregeringen i Solows
eks. ikke betinget af, at mikroproduktionsfunktionerne er differentiable.
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Swettes nu L,/L* = K,/K* = 1 bliver input i den forste produktionsaktivitet
Ly = AL* og K, = AK* og i den anden Ly = (1 — &) L* og aK, = (1 — 4) K*.
Den samlede produktion er bestemt som summen af output i de to produk-
tionsaktiviteter, og indsafter man nu de ovenfor fundne udtryk for input, far
man ved anvendelse af forudsetningen om homogenitet af forste grad

Y¥ = fi(AK¥% AL*) + fi((1 — 2) K*, (1 — Z) L¥)
= My(K5 L% + (1 2) f1(K*, L¥) (4.2)
= [(K% LY).

Den samlede produktion Y* er altsd en funktion af det samlede kapital-
apparat K* og den samlede arbejdsstyrke L*. Pa trods af, at der ikke er for-
udsat noget om kapitalens allokering, er det alligevel i dette tilfzelde muligt at
finde et mal for det samlede kapitalapparat, der kan indgi i en makroproduk-
tionsfunktion. Det er i evrigt interessant at bems#rke, at makroproduktionen
bliver identisk med mikroproduktionsfunktionerne (niar de transformerede
mileenheder for kapitalen anvendes for alle mikroproduktionsfunktioner),
samt at kapitalintensiteten i makroproduktionsfunktionen bliver lig med ka-
pitalintensiteten i de enkelte mikroproduktionsfunktioner.

Solows eksempel hviler dog pa meget specielle foruds®tninger. Saledes be-
meaerkes det, at arbejdskraflens gennemsnitsprodukt (output-labour ratio)
bliver ens for alle produktionsaktiviteter, idet mikroproduktionsfunktioner-
ne alle er homogene af ferste grad, identiske og kapitalintensiteterne lige store.

I Solows eksempel er der dog kun tale om et sat tilstraekkelige betingelser
for kapitalaggregering. De nedvendige betingelser viser sig desvarre stadig at
vaere meget specielle. Ser man bort fra Solows to szrlige forudsetninger om
produktionsfunktionerne, men bevarer eksemplets evrige forudsztninger, er
det pd grund af foruds®tningen om arbejdskraftens efficiente allokering altid
muligt at opstille en produktionsfunktion, hvor arbejdskraft og output er ag-
gregeret, men hvor der medtages et kapitalinput fra hver produktionsfunk-
tion.

Y* = Y,4+Y,

= [i(Kys L) +[o(Ke, Ly) (4.3)
= g(Ky, Ky, L*)
hVGl‘ L* — L1+IJ2

Den nedvendige betingelse for kapitalaggregering er séledes, at g-funktio-
nen i (4.3) er funktionel separabel med hensyn til grupperne kapital og ar-

20*
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bejdskrafl. Med dette som udgangspunkt viste Fisher (1964; 1969), at g-
funktionen kun bliver funktionel separabel, hvis de bagvedliggende mikro-
produktionsfunktioner opfylder meget specielle krav. Hvis mikroproduktions-
funktionerne er homogene af forste grad er Solows foruds@tning om, at pro-
duktionsfunktionerne kun adskiller sig fra hinanden ved kapitalegende tek-
niske fremskridl ikke blot en tilstraekkelig men ogsd en nedvendig betingelse,
og uanset homogenitetsgraden er kapitalaggregering kun mulig, hvis oulput-
labour ratio er ens for alle produktionsaktivileter.!! Denne betingelse ude-
Iukker siiledes, [eks, at man kan konstruere et kapitalaggregat, der bade
omfatter spader og gravemaskiner.

Betingelsen om, at output-labout ratio skal viere ens, er utvivlsomt si re-
striktiv, at man end ikke kan gi ud fra, den er opfyldt approksimalivt i en
realistisk ekonomi. Herlil kommer vderligere, at i modszetning til output og
arbejdskrafl synes det ikke muligt at finde akceptable tillegsforudsztninger,
der kan hjzlpe ved kapitalaggregeringen. Forudsitningen om en konstant
meengdestruktur eller en konstant prisstruktur mellem forskellige kapitalgo-
der er pa forhind mindre tilfredsstillende i en langsigtsanalyse, hvor nye ka-
pitalgoder efterhinden f{lyder ind i ekonomien. Ud fra samme betragtning
bliver oultput og arbejdskraftsaggregeringen ogsd mindre tilforladelig i en
langsigtsanalyse. For kapitalens vedkommende udspringer der yderligere en
vanskelighed af det forhold, at det er kapitalgoderne som sidan, producen-
terne keber, men det er kapitalgodernes ydelser, der indgar i produktions-
processerne. Man kan derfor ikke gi ud fra, at forholdet mellem priserne pa
kapitalgoderne er lig med forholdet mellem kapitalgodernes greenseproduk-
ter, og en forudsmeining om konstante relative priser vil derfor ikke vare stierk
nok til at sikre en fastprisaggregering af kapitalen. Kapitalaggregeringen ville
derimod ikke adskille sig fra output- og arbejdskraftsaggregeringen, hvis det
forholdt sig siledes, at kapitalgoderne blev lejet af producenterne pa sadanne
vilkir, at producenterne altid havde mulighed for at tilpasse kapitalinput til
de galdende lejepriser.

Det synes siledes sveart at se, hvorledes man skulle kunne komme jigennem
kapitalaggregeringen pa et realistisk grundlag. Konklusionen af detle er der-
for, at makroproduktionsfunktioner i vakstmodeller af den neoklassiske
type nmeppe er serlig realistiske. 1 en deskriptiv vickstmodel gar det vel at
anvende en makroproduktionsfunktion som en meget forenklet forklaring pa,
at produktionskapaciteten i samfundet i en eller anden forstand er bestemt
af mangden af kapital og arbejdskralt. Men megel af den neoklassiske vakst-
teori er af normativ art. Der er siledes opstillet modeller, hvor malet er at

11. Der findes en meget specicl undtagelse fra denne betingelse, nemlig de additivt separable pro-
duktionsfunktioner. Jir. Fisher (1969), Disse er dog si specielle, at der ikk er grund til at be-
skaeftize siz niermere med dem her,
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maksimere forbruget pr. capita og midlet dertil en tilpasning af opsparings-
kvoten, I sidanne modeller vil den optimale opsparingskvote afh®nge meget
af makroproduktionsfunktionens nejagltige udseende, og grundlaget for disse
modeller synes derfor at falde vak, hvis makroproduktionsfunktionen kun
kan opfattes som en meget grov sammenhang.

Det har allerede i flere dar veret kendt, at kapitalen naeppe lod sig aggrege-
re,'? og der er da ogsd i de senere ar opstillet viekstmodeller, der helt und-
lader at anvende en makroproduktionsfunktion. Saledes er der opstillet mo-
deller, der bygger pa produktionsprocesser med et teknisk bestemt fast for-
hold mellem output og arbejdskraft for de eksisterende produktionsanlmeg,
men hvor investorerne i investeringsojeblikket kan valge mellem kapitalgo-
der med forskellig kapitalintensitet og dermed forskellig output-labour ratio.
Substitutionsmulighederne stivner si at sige i investeringsejeblikket, og man
har derfor givet produktionsforholdene i disse modeller betegnelsen putty-
clay (kit-ler)!®, De eksisterende produktionsanlag er altsi af samme art som
dem, Houthakker og Levhari analyserede. Men medens Houthakker og
Levhari holdt maengden af {aste anlieg konstant med henblik pa at opstille
en kortsigtsmakroproduktionsfunktion, tages der i putty-clay modellerne hen-
syn til, at der via investeringerne skabes nye produktionsanl:zeg, idet formalet
nu er at analysere langlidsfzenomener. Kapitalaggregering vil i reglen vare
umulig, da output-labour ratio mé antages at blive forskellig for nve og gamle
kapitalanlzeg — dels pa grund af tekniske fremskridt, dels pa grund af wendrin-
ger 1 investors optimale kapitalintensitet. Pa trods af, at produktionsforhol-
dene siledes ikke kan beskrives med en makroproduktion med et kapital-
aggregat, bliver disse modeller alligevel ikke uoverskuelige at operere med
pa grund af det faste forhold mellem output og arbejdskraft for de eksiste-
rende produkiionsanlieg.

3. Afsluttende betragininger over aggregeringsproblemet

I denne fremstilling har makroproduktionsfunktionen vieret betraglet som
subsidizer i forhold til mikroproduktionsfunktionerne, idet opstaede aggrege-
ringsvanskeligheder har betydet, at makroproduktionsfunktionens eksistens
blev draget i tvivl, Nar dette synes rimeligt, skyldes det, at mikroproduktions-
funktioner har ladet sig efterprove empirisk pd en langt mere overbevisende
made end makroproduktionsfunktioner.

Selvom producenter og konsumenter er ekonomiens mindsle beslutnings-
tagere, kan man ikke i almindelighed sige, at mikrosammenhaxnge er mere
rigtige end makrosammenhienge, og at makrosammenhienge nedvendigvis
behover at fremsti af en aggregering af en reekke mikrosammenhmenge. Det

12. Jir. f.eks. Joan Robinson (1953/1954).
13. Disse modeller er i oversigtsmarssig form behandlet af Hahn and Matthews (1964).
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afgerende er, om de sammenh:ienge, man opererer med, er kontrolleret em-
pirisk og eventuelle aggregeringsvanskeligheder kan kun give en mistanke
om, at der er noget galt enten med de mikrosammenh:snge eller makrosam-
menhzxnge, man opererer med.
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