REPRODUKTIVE SYSTEMER
Af HECTOR ESTRUP*

Indledning.

1 en foregiende artikel! er der pd basis af et elementzrt system blevet
fremdraget nogle sider af reproduktive skonomiske systemer. Formélet med
det folgende er at uddybe nogle af de punkier, der er blevet berert i den
forste artikel.

I forste reekke tages merverdibegrebet op i forbindelse med forklaring
af en for lineare syvstemer viglig matematisk problematik. Dernzest belyses
dualiteten i systemets pris- og mengdebestemmelse samt nogle af de antagel-
ser, der samler modellens enkeltelementer til en sammenhangende vakst-
og fordelingsteori. Til slut omtales det sikaldte substitutionsteorem. Der vil
sidledes ikke blive tale om nogen sammenhssengende generalisation af den
simple korn-arbejdemodel. Hensigten er snarere at presentere nogle resul-
tater fra forskellige omrider af de reproduktive modellers teori.

Merverdien.

1. Merverdibegrebet er kernen i analysen af faktorreproducerende pro-
duktionsprocesser. Det er af vigtighed at kunne afgere, om et forelagt sy-
stem af produkiionsfunktioner tilsammen er i stand til mere end at reprodu-
cere sit eget faktorforbrug.

I den simple korn-arbejdemodel kunne dette spergsmdél besvares ved at
stille arbejdernes kornproduktivitet og deres livsminimum over for hinanden.
Hvis arbejderne i lobet af en periode kunne producere mere korn, end der i
samme periode fordredes til deres underhold, ville systemet indeholde en
mervaerdi. Problemet kan da vaere, hvorvidt denne betragining kan gene-
raliseres til at gzlde i et system med mange processer, siledes at man ude-
lukkende pd basis af disses teknologiske kendetegn kan udtale sig om deres
evne lil at skabe en mervzerdi eller et nettoprodukt.

* Lektor ved Kobenhavns Universitet, cand. ogcon.
1. Hector Estrup, »Produktion og Reproduktions, Nationalekonomisk Tidsskrift 1963, 3.-1. hefte.
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IZn sidan generalisation er mulig, og den kan formaliseres til en malema-
tisk betingelse, der i givet fald kan anvendes som et mervierditest, Denne
belingelse indgiar under navn af Hawlkins-Simon betingelsen! som et grund-
element i analysen af linewre modeller, og vi vil her kort forklare, hvad den
gar wd pi.

2. Lad os foreslille os lo processer, der hver producerer cet gode, der pa
sin side anvendes som produktionsfaktor i begge processer. Vi forudsmtter
fasle tekniske koefficienter, siledes at der til cen enhed al gode nr. 1 med-
gar ayy enheder af gode nr. 1 og a, enheder af gode nr. 2, indsat i begyndel-
sen af perioden. Til produktion af een enhed af gode nr. 2 krieves pi samme
mide a,; og as; enheder af henholdsvis gode nr. 1 og 2. Disse oplysninger
kan opstilles i tabelform som to matricer, en inputmalrix og en output-
maltrix:

Proces nr,

1 2
e T
Input af gode nr. 1 a0, [N
wowoow w2 gy 32y |
Output af gode nr. | T 0
w o owooowm w2 0 xry |

Tabellerne skal forstis pi den made, at godemazngderne 1 inputtabellen
i lebet af perioden transformeres siledes, at man ved periodens slutning star
med de mengder, der angives i oulputmatricen. x; og s belegner herved
produkiivnens storrelse i henholdsvis proces nr. I og proces nr. 2°).

Merverdiproblemet kan nu formuleres saledes: Er det muligt at afstemme
de to processer siledes efter hinanden, at den fremkomne produktion er

1. Hawkins and Simon, »Note: Some Conditions of Macroeconomic Stabilitys, Feonemefrica,
October 1949,

2. Det forudsettes altsd, al de ved periodens begyndelse indsatte faktorer opbruges [uldstiendigt i
dennes lob. Herved udelukkes muligheden [or produktionsfuklorer med mere end een periodes
levetid. Denne forudsatning bererer imidlertid ikke den prineipiclle argumentation i artiklen.
Langvarige faktorer kan indfores pd fere mader, lettest ved en forudszining om forbunden
produktion, sdledes at det samlede produktionsresultat i hver proces foruden den egentlige
produktion omfatter de [aktorer, der har vierel indsat 1 begyndelsen af pericden, men som ikke

er blevet slidt op i lobet al denne og som derfor stadig er tilstede i visse meengder ved dens slut-
ning,
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tilstrackkelig til at sikre processernes identiske gentagelse i den kommende
perivde? Hvad der kommmer herudover er da ren neltoproduktion.

4. Lad os med n; og n, betegne den evenluelle overskudsproduktion af
henholdsvis gode nr. 1 og gode nr. 2. Vi har da:

fy = Ty — Ayl — (0 = (l—dy )0y — a3,
(1)

n’s = ..’J:‘.‘! b ﬂzl-TII ) ”'2-2,1‘2 — —”211"_] _1_ (1—(!22)-.1‘2

Sporgsmiilet er herefter det renl matemaliske, om delle ligningssystem er
saledes beskallent, at ny, ng,a; og a, alle kan veere positive, Del ses umiddel-
bart, at man i hvert fald mi forlange, at

(2) (1 L) ff“) :-:* ﬂ 'f)g (1 — ﬂ'gg} :} ”

men hertil kommer en vderligere betingelse. Skal n; og n, viere positive, kan
vi skrive (1) saledes:

—(!21I1 + {I—(If_u_p)-'rg ::" ”

Nar endvidere savel ay som a, skal vaere positive, kan disse uligheder sam-
menfaties pd folgende made:

1—eqg T fay
a2 T1 1—aas

Skal denne ulighed vaere opfyldt, mi vi om koefficienterne forlange, at

(3) (1 = ayy) (1 — 1g9) — 119y ~ a1y, = 0)

altsa at delerminanten afl koeflicientmalricen i (1) skal vaere positiv.

Betingelserne (2) og (8) udger Hawkins-Simon belingelsen for, at den
betraglede to-proces-model indeholder en mervierdi. Disse matematiske be-
tingelser har imidlertid en simpel ekonomisk fortolkning.

4. Lad os udregne, hvor meget der — direkle og indirckte — forbruges af
gode 1 ved produktion af een enhed af delte gode. I forste omgang har vi
det direkte forbrug pa a;; enheder, hvortil kommer a,;, enheder af gode 2.
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Til produktion af a,; enheder af gode 2 medgir a,; © a,; enheder af gode 1
og yderligere ay; - ag, enheder af gode 2. Det indirekte forbrug af gode 1 er
altsi forelobig lig as; - a;,. Men de aya,, enheder af gode 2 er ogsd produ-
ceret ved hjelp af gode 1, idet der hertil er medgdet ay,a.s * a5 enheder for-
uden a;,a,4, * @155 enheder af gode 2. Ved nu at forts:ielle denne oplosning kan
vi fii det samlede direkte og indirekte forbrug af gode 1 som summen af den
uendelige rekke:

2 I
ay + Qg - Qg + Ay Gyg t Gag @y @gp v Aoy b oLyt Gy Ay .

NAr g,y forudszttes mindre end een, kan denne sum skrives

oy
ay + 2=

Det er nu selvislgeligt at forlange, at det herved bestemte forbrug skal vaere
mindre end produktionen, siledes:

Taqyflyp
thy + Sl

eller
(1—ayy) (1—egp) — gy - 13y >0

altsi netop determinantbetingelsen (3). En tilsvarende udregning for gode 2
vil give nejaglig den samine bhelingelse.

5. Hawkins-Simon betingelsen har altsa et klart intuitivt indhold: Det for-
udswttes, at produktionen af en given vare finder sted under anvendelse af
samme vare som produktionsfaktor. I merveerdibegrebel ligger da, at man
ved produktion af denne vare direkte og indirekte forbruger mindre, end der
produceres. Dette indebwerer et krav il produktionsstrukturen, og formuleres
det matematisk, fir man netop Hawkins-Simon betingelsen, der i mere
komplicerede strukturer end den her skitserede vil fremtriede som et kom-
pleks af determinantbetingelser?,

1. Jfr. Dorfman, Samuelson of Solow, Linear Programming and Economic Analgsis, New York
1958, ch. 9.
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Neumann-systemet,

1. Lad os finde de ligevagtige priser i det foran beskrevne system. Af input-
og outputtabellerne ses det, at man for at producere cen enhed af gode 1
skal disponere over a;; enheder af gode 1 og a,, enheder af gode 2. Som
omtalt skal dette forstis siledes, at man ved periodens begyndelse skal rade
over de nmvnte enheder, og at dette forer til, at der ved dens slutning er
produceret een enhed af gode 1. Kaldes priserne pa de to goder for hen-
holdsvis p; og p,, skal man altsi ved periodens begyndelse riade over belobet
ayy py+ayps. Ved periodens slutning sselges produktionsresultatet, een en-
hed af gode 1, og indbringer herved belobet p,. I ligeviegt skal dette salgs-
provenu lige nelop daekke vaerdien af faktorforbruget plus dettes forrentning
i lobet af perioden. Kaldes rentefoden r, haves altsa prisligningen

(4a) p1= (14 r) (ayp; + aups)

Et tilsvarende reesonnement giver for prisen pa gode 2:

(4b) pe = (1 + 1) (@pzpy + @ups)-

Herved far vi to ligninger med de tre ubekendte, r, p, 0og p,. Prisernes abso-
lutte hejde vil imidlertid vaere ubestemt. Divideres begge ligninger igennem
med f.eks. p,, tilbagestir et system af to ligninger med to ubekendte, rente-
foden r og prisforholdet p,:p;. Systemet vil have positive lesninger, nar
Hawlkins-Simon betingelsen er opfyldt; renten er altsd ikke en uafhmngig
variabel. Den bestemmes i ligeveegt samtidigt med de relative priser.

2. Vi gnsker nu at opstille et til prisligningssystemet (4) svarende mangde-
system. Vi gor herunder den specielle forudswetning, at produktionsproces-
serne er afstemt siledes efter hinanden, at produktionen af de to goder fore-
gir i samme forhold som det, hvori de forbruges i systemets processer. Nar
systemet indeholder en merverdi, betyder detlte, at mengderne af de to
goder fra periodens begyndelse til dens slutning vokser med en fzlles rate,
som vi betegner . Ved produktionen af x; og x, enheder af henholdsvis
gode 1 og gode 2 er forbruget af de to goder bestemt ved ay,x, -+ .25 enheder
af gode 1 og as1,+a5.1, enheder af gode 2. Vores antagelse giver da

x; = (1 + R) (apx; + a15%)
(5)
xy = (1 + R) (anx; + azr;)

Ved division med f.eks. x, tilbagestir et ligningssystem med to ligninger i to
ubekendte, foregelsesfaktoren (14 R) og mengdeforholdet x,:a;. Svstemet
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vil have en posiliv losning, niar Hawkins-Simon betingelsen er opfyldt. (3)

er del il (4) svarende duale ligningssystem; R spiller formelt samme rolle
1(3) somri ().

4. Loses de lo ligningssystemer (4) og (5), finder man de ligevieglige pris-
forhold, de harmoniske maxengdeforhold, rentefaktoren (14-r) og ekspan-
sionsfakloren (1K), og det viser sig, at r nelop bliver lig R, Svstemel er et
Neumann-system, lorstiet siledes, at samtlige producerede goder er nod-
vendige som faktorer 1 produktionen. Modellen kan nu udbygges pa Lo
viesensforskellige omrader.

For det forste kan man i syslemet indfore goder, der er nodvendige som
produktionsfaktorer, men som ikke kan reproduceres. I de klassiske syste-
mer optrieder jorden pa denne plads, hvorimod man i moderne analyse
lader arbejdskraflen indgd som nedvendig, men wreproducerbar produk-
tionsfaktor,

Dernmsest kan man supplere systemet med goder, der vel kan produceres,
men som ikke er nedvendige for reproduktionen. Del vil tyvpisk dreje sig
om konsumgoder. 1 en vis forsland kan man oplatte disse som modstykke
til systemets irreproducerbare fakiorer, et forhold der iser kommer til ud-
tryk som en formel dualitet mellem p& den ene side den made, hvorpa det
ikke-produktive forbrug vil indgi i svstemetls mmengdeligninger, og pi den
anden side den rolle, aflenningen af de irreproducerbare faktorer kommer
til at indtage i det duale prisligningssystem. Det er denne dualitel, vi i det
folgende vil vise.

Irreproducerbare faklorer.

1. Hvis man § systemet af produktionsfunktioner indregnede alle de for-
hold, der var nedvendige og tilstraekkelige til produktionens gennemforelse,
ville mervierdien vere en fysisk umulighed. Svstemel mitte nemlig i 4 fald
adlyde sminingen om energicns konstans, Indeholder et smt reproducerende
produktionsfunktlioner derfor en merveerdi, kan dette kun betyde, at man
ikke har laget hensyn til alle de forhold, der rent fysisk bidrager til processer-
nes gennemlorelse. Denne banale iaghagelse har imidlertid nogle vigtige
konsckvenser,

En produktionsfunktion er siledes fra el naturhistorisk synspunkl en
meget ufuldkommen beskrivelse af drsagerne til produktionsresultatets frem-
komst. Den redegor nemlig kun for de drsager, der viser sig som et produk-
tionsnodvendigt forbrug al ekenomiske goder, v.s. sadanne, der har en
positiv pris. Herafl [olger nu, at produktionsfunktionernes form selv ma viere
pavirket al prisdannelsen i det omfang denne er bestemmende for, hvilke
goder der fir positive priser. Saledes bliver det tvivlsomt, om produktions-
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strukturen kan indgi som leknologisk givet datum i en konsistent forklaring
af prisdannelsen. Problemel har fael sin forelebige losning ved Zcuthens
betragining, hvorefter en faklor har prisen 0, hvis der er en ubenyllet rest
af den. Denne losning har flere svagheder. Den mest iojnefaldende er nok
dens uanvendelighed for si vidt angir beskeftigelsen al arbejdskraft.

Det forhold, at produktionsfunktionerne som faktorer kun medregner
ekonomiske goder, medforer, at mervaerdien fysisk mé forklares pa basis af
frie goders og faktorers indsats. Delte belvder, al systemet kan endres radi-
kalt, nir faktorer opherer med at vaere frie og bliver knappe.

2. | el system uden exogene lilforselskilder skyldes hele mervierdien som
omlalt frie faktorers indsats. Det okonomiske svstem registrerer dette 1 form
af en profit til de forskellige aktiviteter, proportional med deres anvendelse af
akonomiske faklorer. Nir der indfores en faktor, der ikke reproduceres af
systemet [.eks. arbejdskrafl, oplages fra et okonomisk synspunkt en ny drsag
til forklaring af merveerdien. Der opstir folgeligt et fordelingsspergsmil med
hensyn til dennes deling mellem profit og aflonning afl arbejdskraft.

Kald arbejdsforbruget pr. produktenhed i hver af de to processer for
henholdsvis b; og b,, og kald arbejdslennen w. Vi kan da skrive to ligninger
til bestemmelse al de ligevieglige priser.

P = + r)(agp + aype) + byw
(6)
Pz = (1 + 1) (app; + awpps) + bow

For hver proces gmlder det siledes, at den ligeviegtige pris netop skal
dickke allenningen af arbejdskraften plus forbrug og forrentning af de til
produktion af een enhed nedvendige materielle produktionsfaktorer. Pris-
ligningerne er endvidere her opbyggel ud fra den forudsmtning, at arbejds-
kraften lennes ved udlebet af den periode, i hvilken den har vieret indsat
som produktionsfaktor; lensummerne i (6) er derfor ikke mullipliceret med
(1 <4 r). Der er saledes ingen »lonningsfonde.

Vi er nu interesseret i sammenhsengen mellem det for processerne ficlles
profit- eller renteniveau og arbejdslennens hajde. Dette problem behandles
udforligt af Sraflal, og vi vil her beskrive hans fremgangsmade.

3. Problemet er i forste rekke et maleproblem, nemlig et sporgsméal om,
hvorledes arbejdsafllonningen kan males, sa den bliver direkte sammen-
lignelig med profitraten. Nok er begge sterrelser mél for henholdsvis kapi-

1. Sraffa, Production of Commadities by Means of Commodities, Cambridge 1960,
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talens og arbejdskraftens aflenning, men de er normalt af helt forskellig
dimension og derfor ikke direkte anvendelige i en model, der skal beskrive
sammenh@ngen mellem profitrale og arbejdslon. Srafla stiller sig den op-
gave at finde en milestok, i forhold til hvilken arbejdsaflonningen kan
miles, og han konstruerer til det formél »the standard composite commodity«.
Herved forstir han en kombination af goder, ved hvis produktion der for-
bruges goder netop i det forhold, hvormed de forskellige goder indgér i den
pigeldende kombination. Standardkombinationen vil siledes veere bestemt
ved de mangdelorhold, der findes af systemet (5). Nir processerne indrettes
efter hinanden, siledes at de tilsammen producerer standardgodekombina-
tionen, taler Sraffa om det til processerne svarende standardsystem, ligesom
»the standard ratio« er hans betegnelse for R i (5). Standardbegreberne fast-
lizgges siledes pi basis af den reproducerende del af produktionsteknolo-
gien. Ved at benytte ligningssystemet (5) ser man jo borl fra de irreproducer-
bare faktorers indsats.

Standardkombinationen er i forste reekke givet ved en rickke mmngdefor-
liwld meliem de producerede goder. For at bestemme de absolutte mengder
mailer Srafla arbejdskraften pd en sidan mide, at den samlede arbejdsind-
sats i systemet kan szttes lig een.

Hvis der 1 standardsystemet er produceret meengderne x, og x,, er der

ved periodens begyndelse indsat mzengderne - al hver af de

i {jer - .:FE
1+R " 1+R
to goder, jfr. (5). Udover hvad der kraves til produklionsprocessernes iden-

'l

tiske genlagelse, er der siledes produceret JII_EFR' enheder af gode 1 og Rt

1+R
enheder af gode 2. Disse to sterrelser udgor tilsammen mervardien eller
standardnettoproduktet.

Hr

Standardnelloprodukiets vaerdi malt 1 penge kan nu skrives 1R o+
;::_r; pe» hvor p; og py som for belegner priserne pa de io goder. Denne

storrelse kalder Sralla standardnationalindkomsten, og han swetter den lig
een, idet han derved fastlicgger den monetare skala, d.v.s. prisernes abso-
lutte hejde.

Med disse malingskonventioner kan arbejdslonnen w opfatles som den
del af standardnettoproduktet, der kan kobes for den samlede arbejds-
aflonning. Resten, (1—w), udger allsd den del af standardnationalindkom-
sten, der gar til profit. Vezerdien af de ved periodens begyndelse indsatte

mzangder af gode 1 og 2 er imidlertid lig med }{, nir standardnationalind-
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komsten er lig een!, Swtles profitten i forhold hertil, fis til bestemmelse af
profitraten r:

|
g

i~

Delte er Sraffas relation. Den er opstillet ved nogle simple raesonnementer
inden for et standardsystem, men det fremgir ikke umiddelbart, hvorvidt
dens rigtighed folger af den anvendte definition og méling af arbejdslen,
nationalindkomst og profit, eller om den siger noget egentligt om lon og profit
i linezere reproducerende systemer. I et standardsystem er den siledes blot
et udtrvk for, at den samlede nationalindkomst deles udtommende i lon og
profit. Det er imidlertid afgerende, al relationen kan indses at vere gyldig i
alle systemer. Thi er forst profitraten givet, vil lonnens og prisernes indbyrdes
forhold vzere bestemt ved prisligningerne (6) uden hensyn til, i hvilke for-
hold de enkelte goder produceres. Det vil siledes 1 denne henseende vaere
tilstreek keligt at kende forholdene i standardsystemet. Her er (7) imidlertid
identisk opfyldt.

4. Sraflas relation er en ligning, der viser den fundamentale sammenhang
mellem arbejdslen og profitrate i lineaxre systemer som de her omhandlede.
R er bestemt ved systemets teknologi, og (7) angiver da en linemr forbin-
delse mellem r og w. Er w = 0, antager profitraten sin sterste veerdi R. Ar-
bejdskraften glider da som et frit gode ud af produktionsteknologien, og
systemet kan betragtes som et simpelt Neumann-system. Ved at give w storre
vaerdier aftager profitraten, indtil w = 1, hvor r = 0. I 54 fald forsvinder ren-
ten fra prisligningerne, og priserne kan da bestemmes udelukkende pd basis
af systemels tekniske koefficienter. Ved at lose (6) vil man da se, at hvert
godes pris kan angives som vierdien af den arbejdskraft, der i alt direkte og
indirekte er medgiet til dets produktion. Tilfaeldet w = 1 kan siges at reali-
sere den klassiske arbejdsvardilere.

1. Vierdien af periodens samlede produktion er lig py &, <+ poas. Da bide 2, 0g 2, i lobel af perioden
er vokset med vaekstraten R, er vierdien af indsatsen af gode 1 og 2 ved periodens begyndelse
lig periodens produktionsvierdi divideret med (1-+R), g, forudssetningen § det foregdende

fastsietles de absolutte priser siledes, at vierdien af standardnettoproduktet er lig een, alisd

R R , ) 1
l_—lji' FIE S Ti_—i—ﬁpgmi = 1; heraf felger, at (pyx, + ppay): (1+R) = R
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De konklusioner, der kan drages pa basis al Srallas ligning, byvgger i
vaesentligt omfang pa, at R er en leknologisk givet konstant, Indfores substitu-
tionsmuligheder i processerne, kompliceres forholdene nogel, idet R 1 sa
fald bliver funktionell alhaengig af profitraten.

Uproduktiof forbrug.
1. TForbruger systemet irreproducerbare faklorer, sker der en vierditillfor-
sel fra emverdenen Ll processerne. Det uproduktive forbrug kan analogt
hermed betragles som en vierdiafgang fra syslemet lil omverdenen. Prineipielt
behover denne afgang ikke at medfore, al goder fores helt ud af systemet. Af-
gangen kan nemlig regnes allerede fra det ojeblik, hvor et gode forbruges i
en proces, hvis outpul ikke, dirckie eller indirekte, anvendes som produk-
tionsfaktor ved det pagmeldende godes produktion. Sidanne processer bi-
drager ikke til mervierdiskabelsen, og de kan med et farvet ord betegnes
uproduktive eller, som hos Sralla, non-basic. Det klassiske cksempel pa
aktiviteter af denne art vil omflatte de personlige tjenesteydelser. 1 modeller,
hvor arbejdskraften ikke reproduceres, vil vderligere hele konsumgode-
fabrikationen findes i denne gruppe.

Ser man bort fra alle uproduktive processer, tilbagestir et system af
whasic industries«, hvor ethvert gode, der produceres, direkte eller indirckte
indgéir som produktionsfaklor ved ethvert andet godes produktion’,

2. Lad os supplere syslemel med en anlagelse om uproduklivi forbrug. Detle forbrug, kon-
sumel kan vi kalde det, antages at foregd i fast meenzgdeforhold, siledes at ¢f konsum pa £,
enheder afl gode 1 altid ledsages af ¢t konsum pi k., enheder af det andet gode. Denne anla-
gelse er wkvivalent med en forudszining om, al der wden for systemel af produktive processer
findes cen proces, der producerer konsumgoder, og hvis faktorforbrog er karakteriserel ved
de faste lekniske koellicienter £, og k.

Anlag nu, at systemet ctablerer siz med on harmonisk vekstrale g Periodens proddokiion
eftersporges da dels til konsum, dels som [aktorindsats til den kommende periodes produk-
tion. I denne periode vil produklionen viere (1 4g)x, og (14 ), enheder af henholdsvis
gode 1 og gode 2. Den hertil nodvendige laklorindsals er da hestemt ved (1 +g) (a2 + @pa 1)
og (1-+g) {unyx, + auars) for hvert afl de lo goder. Herlil kommer konsumet pd henholdsvis
ke og ke af gode 1 0g 2, hvor ¢ or en parameter. Dette giver os maengdeligningerne

= (1 + @) (anay + @exs) + koo
(8)

X = {I 3 !f} (r:g|-r| -‘ f!gg-r:} + kz' [
Ligesom prisligningerne (63 bestembe en relation mellem arbejdslon og profilrate, siledes

bestemmer det hermed duale system (8) en sammenbang mellem parameleren ¢ og vieksl-

1. Vi ser ber bort fra det hetvdningsfulde, men matematiske ret Komplicerede problem om syste-
mets reduktibilitet,
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T

raten g. Vi vil derfor ved hjielp af nogle standardbegreber etablere en fortolkning af storrelsen
¢, si den bliver sammenlignelig med g.

4. Ved systemels standardpriser il vi forstd de priser p'y 0g p°s, hvis indbyrdes forhold lindes
af ligningerne (4), og hvis absolulte storrelse fastselles ud fra vilkdret, at &, p*, -+ kp’s = 1.
Vaerdien al det samlede konsum optaget Uil standardpriser bliver herefler bestemt ved ek p’y
4 oehap’s = c(hyp'y + Fap’y) = ¢+ 1 = ¢, hvorved vi samlidig har [det en forlolkning af para-
meteren ¢, Den reale skala for den belragtede periode fastlegges ved en vedlagelse om, at
det il standardpriser vurderede nettoprodukt skal vare lig een.

Hvis standardpriserne er realiserel, anlager profitraten sin maksimale vardi, bestemt ved
R, saledes al hele nettoprodukiet gir 6l prolit. Er vaerdien af nettoproduktet lig cen, md der
derfor i begyndelsen af perioden have vierel indsal miengder afl gode 1 og 2 Gl en samlel vierdi

1 . .
af 7 Skal disse godemangder vokse med vackstraten g, skal der al nettoproduktet i den be-

traglede periode invesleres g - J'lf Den resterende del heral konsumeres. Vi Tar altsi:
c=1=— ;

eller

{m g =Rl —¢).

Dette er netop den til Sraffas ligning svarende duale relation; den kan ligesom (7) vises at
viere gyldig, uansel om standardforudsziningerne opretholdes. Kun i et standardprissysiem
vil den have karakter af cn identilet, idet den 1 54 fald blol er et udiryk for den Harrod-Domar-
ske vakstrelation, at vazkstralen er lig opsparingskvolen dividerel med kapilalkoefficienten.

4. Nir vakstraten er givet, er systemets mengdeforhold givet ved ligningerne (8). De rela-
tive priser er fuldstndigt bestemt af (6), nir renten er givet. Nettoproduktets vierdi i forhold
til vaerdien afl de ved begyndelsen af perioden indsatte mangder af de to goder er siledes en
funklion afl sivel vieksirate som af renle. Detle er ensbelydende med, at systemels samlede
varditilviekst Y i forhold til kapitalens vaerdi X kan skrives som en funktion af rente og
vickstrate:

Yy
K = .-'r(ﬂ':r}

Denne funktion representerer en syniese af dualilelen i systemels pris- og mxngdebestem-
melse. Den kan nemlig ved et simpelt formelt resonnement vises al vaere symmetrisk i g og
r, siledes:

(10) flg. r) = f(r,g)!

1. Betragter man systemerne (6) og (8), ses det, at man rent formelt kan lade p'erne betyde maeng-
der, x'erne priser, r vackstrate, g profitrate, w konsum og ¢ arbejdslan, og alligevel f4 en fuldt
konsistent fortolkning af ligningerne. Alle veerdisterrelser, d.v.s. predukier af priser og mang-

. . Y .
der, vil viere updvirket heraf, of storrelsen - vil sdledes viere den samme, vanset hvordan lig-

ningerne lieses.,
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Vieksl og profil.

1. Som modellen praesenterer sig, udbygget med irreproducerbare faktorer
og uproduktivt forbrug, vil alle relative priser og mengder viere bestemt i
to duale systemer, nir vackstrate og profitrate kendes. Vi vil her diskutere,
hvorledes supplerende antagelser kan sammenkmde vaekst og profit og pa
den mide lukke modellen fuldstzendigt. I den simple korn-arbejde model
kunne dette ske ved at stille foretagernes akkumulationstilbojelighed over
for arbejdsstyrkens formeringshyppighed. Vi anforer her nogle tilsvarende
mekanismer 1 den udvidede model.

For det forste kan man bygge pa den klassiske hypotese, at al lonindtegt
forbruges, og at profitllen opspares. Herved bliver vaekstrale og profitrate af
samme slerrelsel. Bag denne hypolese kan der ligge to forskellige antagelser
med hensyn lil arbejdsudbuddets bestemmelse. Man kan enten ved en klas-
sisk ricardiansk betragining opfatie konsumet som arbejdskrafireproduce-
rende, eller ogsi i neoklassisk and opfatte arbejdsudbuddet som givet ude-
fra, men lade langtidsligeveegt indebiere fuld beskmeftigelse. 1 forste til-
felde vil systemet reduceres til et Neumann-syslem, der pi cen gang fast-
legger rente og vaekstrate. Under den anden antagelse vil vaekst og profitrate
vare bestemt ved den udefra givne tilvackst i arbejdsstyrken.

For det andet kan man, med udgangspunkt i Harrod-Domars vaekst-
identitet under forskellige forudsmtninger foretage en sammenstilling af lige-
vagtig profitrate og vackstrate.

2. Vi forudszetter i det folgende et udefra givet arbejdsudbud, der vokser
med den arlige rate g, og vi antager, at ligevaegt skal vaere ensbetydende med
fuld beskeaftigelse af arbejdskraften.

Betegner Y indkomsten, § opsparingen, K kapilalen og ¢ dennes tilviekst-
rate, kan vi skrive Harrod-Domars identitet:

S Y
=y x

Hvis vi samtidig antager, at

a) kapitalkoefficienten Y er teknologisk givet,
1

b) opsparingen udger en psvkologisk besteml brokdel af indkomsten,

1. Kapitalens tilviekst er nemlig lig med den del af produktionen, som ikke er konsumeret. Under
den anferte forudsiining bliver investering og profit derfor lige store, of det samme gelder
fulgelig for profitralen og kapilalens relative viekstrate. Denne sidste angiver samlidig hele
svstemels viekstrate,
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vil kapitalens ligevegtige valkstrate, »the warranted rate of growth«, vare
bestemt. Derimod kan vi ikke gi ud fra, at denne netop skulle vaere lig den
relative vaekst i arbejdsudbuddet, d.v.s. »den naturlige vaeksirate« g. Anta-
gelserne a) og b) er derfor i almindelighed uforenelige med en antagelse om,
at langsigtet ligevaegt er ensbhetydende med fuld beskzftigelsel. I det folgende
modificeres derfor de to antagelser®.

3. Lad os i forsle rmkke bibeholde antagelse b), men erstalle a) med en
forudswtning om, at kapitalkoefficienten er funktionelt afhwengig af profit-
raten. Denne afhsengighed vil typisk veere til stede, hvis der er substitutions-
muligheder i de enkelte processer, men selv i et system med faste tekniske
koefficienter vil der vaere en vis afhmengighed, jir. (10) ovenfor. Afhmengig
af kapitalkoefficientens fleksibilitet kan vi da finde en profitrate, der er
forenelig med fuld beskeeftigelse, siledes at kapitalens ligevaegtige vackslrate
netop bliver lig vaeksten i arbejdsudbuddet. Forklares den ligeveegtige forde-
ling pa basis af forholdene i produktionsstrukturen, f.eks. udirykt ved en
antagelse om en variabel kapitalkoefficient, taler man om neo-klassisk forde-
lingsteori. Denne teori vil iszer bygge pA mulighederne for substitution mel-
lem kapital og arbejdskraft i systemets processer. Sidanne muligheder vil
blive behandlet i det felgende afsnit.

4. Dernmst kan vi forsege at opretholde antagelse a), men erstatte b) med
en forudsmining om, at der spares forskelligt ud af profitindtegter og af
lenindtaegter. Dette er Kaldors udgangspunkt. Folgen heraf er, at den sum-

mariske opsparingskvote g bliver en funktion af indkomstens fordeling péa

len og profit. Afhaengig af denne kvoles fleksibilitet kan vi ogsa her finde en
profitrate, der via Harrod-Domars veaekstidentlitet vil bestemme en vmkst-
rate for kapitalen, der netop bliver lig vakstraten for arbejdsstyrken. Vi
star her over for en fordelingsteori, der bygger pa forholdene pa eftersperg-
selssiden, udtrykt ved antagelsen om foretageres og arbejderes forskellige
opsparingskvoter. I denne forstand er Kaldors teori mere nkeynesiansk«
end den neoklassiske.

Det vil sikkert viere fejlagtigt at opfatte de to teorier som modsztninger. De
angar hver sin komponent i vackstidentiteten og skulle derfor tilsammen
nok give en mere fyldig fordelingsforklaring, end man kunne fia ved en isole-
ret anvendelse af enten den neoklassiske eller af Kaldors.

1. Ifr. R. F. Harrod, Towards a Dynamic Economies, London 1948, leclure three.
2. Ifr. Kaldor, »Capital Accumulation and Economic Growthe The Theory of Capital, ed. by
Lutz and Hague, New York 1961,
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3. Tilbage stir nu at vurdere rimeligheden af den gjorte forudsielning om
fuld beskweftigelse. Her er det i forste rackke muligt helt at afvise problemet,
idet man rent hypolelisk indskranker sig lil at undersoge de ligevagtige for-
lob 1 svstemet under forudswxtning af fuld beskefligelse. Man kunne evl.
begrunde forudsziningens realisme ud fra den belragining, al langvarig
arbejdsloshed er politisk utilelig og derfor i sig selv ustabil, vanset om dette
fremgir af modellens mekanik eller ¢j.

[midlertid kan man ogsi tillegge systemet en klassisk mekanik ved en
forudsmelning om, at rveallonnen tilpasses i overensstemmelse med Zeuthens
foromtalte reesonnement. Vanskeligheden ved denne anlagelse er dbenbart,
at en lilpasning af reallonnen ma vise sig ved bevaegelser i forholdef mellem
lon og prisniveau. Dette vil typisk veere tilfieldet, dersom arbejdskraften af-
lennes i naturalia, siledes at prisdannelsen pd arbejdskralt og prisdannelsen
pa lengoder automalisk finder sted i samme proces. Foregir denne pris-
dannelse adskilt som i en pengeokonomi, er det vanskeligt al se, hvorledes
beskaefligelsesproblemet overhovedet skulle kunne behandles i modeller,
der som de foregiende opererer klassisk, d.v.s. i relative priser og mzengder.

Nir Neumann-Systemet dbnes ved indfering af irreproducerbare faktorer
og uproduktivt forbrug, falder den moderne makrookonomiske vakst- og
fordelingsteori siledes naturligt ind som et integrerende led i modellen. Dette
er ogsi udgangspunktet for Kaldor i hans forannaevnte artikel om viekst-
og kapitalakkumulation®.

Substifulion.

1. Hidtil har vi bygget pa en forudsztning om, at produktionsfunktionerne
havde faste tekniske koefficienter. Herved udelukkes mulighederne for sub-
stitution i de enkelte processer. Vi vil nu ophave denne strenge linearitets-
forudsmwtning ved om produktionsfunktionerne blot at forudswette, at de er
homogene af 1. grad, saledes ai der inden for hver enkelt proces kan vare
en reekke substitutionsmuligheder for anvendelsen af de forskellige faktorer.

Vi tenker os for enkeltheds skyld et system bestaende af 1. grad homogene
produktionsfunktioner, der hver producerer cet gode, og hvis produktions-
faktorer bestar af disse goder. Yderligere antager vi, al hver proces forleber
siledes, at man i begyndelsen af perioden disponerer over produktionsfak-
torerne, der alle i lobet af perioden forbruges fuldstendigt i processerne. Vi
vil se pdi prisbestemmelsen i denne model under forudswetning af, at omkost-
ningsprincippet realiseres i alle produktionsgrene.

1. Se N, Kaldor op. cit.
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2. Lad os betragte den enkelte proces. Hvis vi havde haft faste tekniske
koefficienter til karakteristik af faktorforbruget, er det dbenbart, at total-
omkostningerne ville viere proportionale med produktionens sterrelse, hvis
faktorpriser og rentefod var givet udefra. Processens griense- og gennem-
snitsomkostninger ville siledes vaere lige store og uafhmsengige af produk-
tionens storrelse, og deres hojde kun afhwenge af faktorpriser og rentefod og
af produktlionsteknologien. Nar den betragtede proces er karakteriseret ved
en produktionsfunktion, der er homogen af 1. grad, mi man tienke sig denne
siledes beskallen, at det pa basis af givne laktorpriser og rentefod er muligt
at udregne den faktorkombination, der gor omkostningerne pr. produceret
enhed mindst mulige. Det indbyrdes forhold mellem faktormaengderne i
denne kombination vil imidlertid pd grund af processens homogenitet viere
uafhengigt af produktionens storrelse. Dette betyder, at processens mini-
male enhedsomkostininger kun afhwenger af renlefod, faktorpriser og af
produkiionsfunktionens form. Nar produktionsfunktionen selv er udefra
givet, betyder det, at vi for hver proces kan skrive de minimale enhedsom-
omkostninger som en funkiion af faktorpriser og rentefod.

3. Hvis omKkosiningsprincippet er realiseret under fuldkommen konkur-
rence, vil produktprisen for hvert gode vaere lig de minimale enhedsomkost-
ninger. Pi denne made far vi for hver proces en ligning, der sammenkader
produktpris, rentefod og faktorpriser. Da hver faktor ifolge vore antagelser
opiraeeder som produkt 1 een proeces, far vi herved lige si mange ligninger,
som der er produktionsfaktorer. I'r der i alt n processer, og anvendes alle
produkter som faktorer, fir vi siledes n ligninger med n+1 ubekendte,
nemlig de n priser samt rentefoden. Nu er den til givne faktorpriser svarende
faktorkombination, der giver de laveste enhedsomkostninger, kun afhaengig
al de relative priser og ikke af disses absolulle hoejde. 1 de n prisligninger
kan vi derfor arbilraert sette een pris lig een. Tilbage stir da et system med
n ligninger til beslemmelse af de resterende (n—1) priser samt rentefoden.

Disse prisligninger kan opstilles udelukkende ud fra et kendskab til pro-
duklionslunktionernes form. Skarpt kan man formulere resultatet saledes:
I et system af faklorreproducerende produktionsfunktioner, der er homo-
gene af 1. grad, vil under fuldkommen konkurrence alle priser saml rente-
foden vwere leknologisk bestemt. De vil siledes veere uafhmengige af de
miengdeforhold, 1 hvilke produktionen eftersporges.

Heraf folger nu videre, at det indbyrdes forhold mellem de faktormaengder,
der anvendes i hver enkelt proces ma viere teknologisk bestemt. Thi den an-
vendte laklorkombination er fuldstaendigt fastlagt ved de relalive priser og
rentefoden. Yderligere kan man slutte, at forbruget af de enkelte faktorer
pr. enhed output vil vaere teknologisk bestemte konslanter, proces for proces.

146G
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Selv om derfor substitution er mulig i den enkelte proces, vil systemel som
helhed fremtrede som et rent linewert system med faste input-output koeffi-
cienter. Der vil for si vidt veere tale om en smdvanlig input-output model,
men den bygger ikke pd de almindelige forudsmetninger om faste tekniske
koefficienter. Disse forudsetninger om produktionsteknologien er her er-
stattet med den svagere homogenitetsforudswtning plus en antagelse om
marginal prisdannelse i overensstemmelse med omkostningsprincippet.

4. Sewtningen om, at omkostningsprineippets realisation vil bevirke, at
priserne i et reproducerende system af produktionsfunktioner kan beslem-
mes udelukkende pi basis af produktionsteknologien, tilliegges almindelig-
vis Samuelson, og den betegnes substitutionsteoremet!. Paradoksall nok
indebaerer dette teorem, at forskydninger i eltersporgselen netop ikke vil
fremkalde substitution 1 systemels processer.

5. Indtil nu har vi forudsat, at systemet var fuldstendigt selvsupplerende
pia faktorsiden, sidledes at alle produktionsfaktorer reproduceredes. Lad os
her antage, at processerne bruger cen ude fra kommende faktor, f.eks. ar-
bejdskralt. Da vi ikke har foreget antallet af processer, vil antallet af pris-
bestemmende ligninger viere uforandret, men der er nu en pris yderligere at
bestemme. Antallet af ubekendte er n relative priser samt rentefoden. Hvis
fx. renten derfor fastholdes, kan vi som for beregne samllige relative priser
og faktorforhold, der pa denne miade kommer til at afhwnge bade al den
teknologiske struktur og af renten. En wndring af den exogene rente vil frem-
kalde substitution 1 systemets processer. Efterspergselen er derimod stadig
betydningsles i denne forbindelse.

Til hver rentestorrelse svarer derfor el bestemlb prissiel og el tilsvarende
siet al tekniske koefficienter. Vi far pa denne made en serie al input-output-
tabeller med faste tekniske koefficienter, hver tabel svarende til een bestemt
storreise for renten.

6. Nar renten ligger fast, bliver systemet siledes formelt af samme type
som dem, vi i del foregiaende har behandlet, og som vi finder hos Sralla. Vi
kan derfor ogsi indretle det som et standardsyslem og derpi finde dets
maksimale reproduklionsevne, d.v.s. den storst mulige relative foregelse
af godemmngderne, nir alle beholdninger skal foroges med samme rate.
Dette er Sraffas »standard ratiow — R, Derimod kan vi ikke lengere an-
vende Sraffas ligning. R findes nemlig pi basis af processernes tekniske

1. 5c Koopmans T. (ed): Acfivity Analysts of Produection and Allocation, ch, VII, New York, 1951,
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koefficienter, og disse er jo i det her omhandlede tilfelde funktioner af rente-
foden. Dette vil da ogsa glde R, der siledes selv bliver en funktion af renten.
Ligeledes wvil standardproduktets sammenswetning variere med renten. I
Sraffas ligning males arbejdslonnen imidlertid i forhold til standardproduk-
tet, Selv om vi derfor, nir renten fastholdes, formelt stadig kan opstille denne
ligning, kan vi ikke lwengere umiddelbart anvende den som illustration af
sammenhangen mellem profitrate og arbejdslon. For det forste vil R vere
en funktion af r, for det andet betyder w ikke det samme ved de forskellige
storrelser af r.

I et appendix wvises subslitutionsprincippels anvendelse i en Cobb-
Douglas produktionsstruktur.

Slutning.

Vi har i del foregiende bevidst segt at undga en fordybelse 1 det formelle
matematiske apparat, der vil veere nedvendigt for en mere indgiende dref-
telse af reproduklive modeller. Grundlaget for analysen vil almindeligvis
vaere temmelig avanceret lineser algebra’, og s snart man bevaeger sig bort
fra de simpleste antagelser om produktionsteknologien, bliver behandlingen
af de skonomiske systemer vanskeliggjort, fordi resultaterne i sa fald frem-
trieder som matematiske swetninger, hvis betydning ikke umiddelbart kan
gennemskues ved noget egentligl skonomisk rmsonnement. Rent praktisk
vil dette sige, at den lange vej fra forudsaetninger til resultater kan fordunkle
den malemaltiske metodes operationelle fordele, for si vidt som man ensker
den anvendt som grundlag for kvantitativ beregning og analyse. Dette for-
hold tilspidses, hvor den matematiske analyse koncenireres om at bevise
cksistens eller ikke-cksistens al lesninger til et forelagt system uden samtidig
at angive en konstruktion, hvorefter sidanne losninger kan beregnes. Man
kan miske ligefrem sondre mellem en bevisende og en konstruerende
matematisk okonomi; i hvert fald afspejler en sadan sondring sig ved den
placering, man har givet linewere systemer i den skonomiske teori.

For det farste kan man koncentrere sig om modellerne som egentlig virke-
lighedsheskrivelse. Forud for et sporgsmal om verifikation gir da problemet
om modellens konsistens og is@er dens skonomi, for s vidl som man ensker
at reducere dens forudswetninger il det minimum, der er bade nedvendigt
og lilstrekkeligt for modellens konklusioner.

1. En mere elementer indforing heri findes hos D, Gale: The Theory of Linear Economic Models,
1060, Klassisk er Solows artikel: »On the Structure of Linear Models«, Economelrica, Januar
1953,

16*
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IFor det andet kan hinewere reproduktionsmodeller danne grundstammen
i den dynamiske programmering. Den slaliske programmering kan have til
opgave at allokere begriensede resourcer, siledes at man maksimerer en
vis funktion af de i samme periode producerede mmngder. Programme-
ringen bliver dynamisk, nir maksimeringsformilet angir beholdninger og
produktion i senere perioder. Herved kommer netop reproduktionen ind
som et centralt aspekl. Med dette udgangspunkt kan man ikke nojes med
beviser for cksistensen af losninger. Man ma vide, hvorledes disse kan
beregnes.

I begge henseender forener modellerne pd meget enkel miade to centrale
tanker i den ekonomiske teori, idet man kombinerer kredslobsbetraginingen
med ideen om alle nkonomiske enkeltlienomeners gensidige afhaengighed.
Siledes opfaltet viser de — abstraktionsniveauet til trods — en viesentlig side
af den ekonomiske virkelighed.

Appendiz
PRISDANNELSE OG VAERDIKREDSLOB I EN COBB-DOUGLAS MODEL

I det felgende undersoges prisdannelse og vaekst i el system af produkiionsfunktioner, der
alle er af Cobb-Douglaslypen. Formilel er at illustrere substitutionsprincippet i en sfidan
model. Herved reduceres dennes ret komplicerede struktur Lil en rickke sierdeles overskue-
lige sammenhinge sivel 1 beregningsmiessig som i teoretisk henseende. Da hovedviegten vil
blive lagl pi de formelle resultater, bliver fremslillingen rel teknisk i sin arl; for overskuelig-
hedens skyld og uden iovrigt al herare resultaternes almengyldighed bhygger vi derfor pd et
toseklorsystem.

1. Vi kenker os to produktionsfunktioner, der hver producerer eel gode, idet hver proces
som faklorer anvender visse maxngder af de i syslemet producerede goder samt een udefra
kommende faklor, arhejdskrall. Faktorer tenkes indsat i hegyndelsen af perioden og for-
brugt fuldsiendigl i lobet af denne, siledes at man ved slutningen al perioden stir med en
vis meengde af det producerede gode. Begge produktionsfunktioner antages at viere af Cobb-
Douglas typen:

T =0 Iu‘xl . -1'«_[“! . .ﬁ,'.'l“a
(1)
Br. g fa. n

Iy = €3 " Tys

Her er x, og x, de producerede mengder af gode 1 og 2, hvor der til produktion afl x, enheder
af gode 1 er medgacel 2, enheder af gode 1, xy; enheder af gode 2 og N, enheder arbejdskrafl,
og tilsvarende er der til produktionen af gode 2 medgdet z,, enheder af gode 1, ry, enheder
af gode 2 og N, enheder arbejdskraft.

Vi forudsatter vderligere, at alle «'er og f'er er storre end 0, samt al

gy - o2y + 2y =1 og

ﬁl + fla + s = 1.
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IFor det andet kan hinewere reproduktionsmodeller danne grundstammen
i den dynamiske programmering. Den slaliske programmering kan have til
opgave at allokere begriensede resourcer, siledes at man maksimerer en
vis funktion af de i samme periode producerede mmngder. Programme-
ringen bliver dynamisk, nir maksimeringsformilet angir beholdninger og
produktion i senere perioder. Herved kommer netop reproduktionen ind
som et centralt aspekl. Med dette udgangspunkt kan man ikke nojes med
beviser for cksistensen af losninger. Man ma vide, hvorledes disse kan
beregnes.

I begge henseender forener modellerne pd meget enkel miade to centrale
tanker i den ekonomiske teori, idet man kombinerer kredslobsbetraginingen
med ideen om alle nkonomiske enkeltlienomeners gensidige afhaengighed.
Siledes opfaltet viser de — abstraktionsniveauet til trods — en viesentlig side
af den ekonomiske virkelighed.

Appendiz
PRISDANNELSE OG VAERDIKREDSLOB I EN COBB-DOUGLAS MODEL

I det felgende undersoges prisdannelse og vaekst i el system af produkiionsfunktioner, der
alle er af Cobb-Douglaslypen. Formilel er at illustrere substitutionsprincippet i en sfidan
model. Herved reduceres dennes ret komplicerede struktur Lil en rickke sierdeles overskue-
lige sammenhinge sivel 1 beregningsmiessig som i teoretisk henseende. Da hovedviegten vil
blive lagl pi de formelle resultater, bliver fremslillingen rel teknisk i sin arl; for overskuelig-
hedens skyld og uden iovrigt al herare resultaternes almengyldighed bhygger vi derfor pd et
toseklorsystem.

1. Vi kenker os to produktionsfunktioner, der hver producerer eel gode, idet hver proces
som faklorer anvender visse maxngder af de i syslemet producerede goder samt een udefra
kommende faklor, arhejdskrall. Faktorer tenkes indsat i hegyndelsen af perioden og for-
brugt fuldsiendigl i lobet af denne, siledes at man ved slutningen al perioden stir med en
vis meengde af det producerede gode. Begge produktionsfunktioner antages at viere af Cobb-
Douglas typen:

T =0 Iu‘xl . -1'«_[“! . .ﬁ,'.'l“a
(1)
Br. g fa. n

Iy = €3 " Tys

Her er x, og x, de producerede mengder af gode 1 og 2, hvor der til produktion afl x, enheder
af gode 1 er medgacel 2, enheder af gode 1, xy; enheder af gode 2 og N, enheder arbejdskrafl,
og tilsvarende er der til produktionen af gode 2 medgdet z,, enheder af gode 1, ry, enheder
af gode 2 og N, enheder arbejdskraft.

Vi forudsatter vderligere, at alle «'er og f'er er storre end 0, samt al

gy - o2y + 2y =1 og

ﬁl + fla + s = 1.
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2. Der er fuldstiendig substitution i produklionsstrukturen, og vi kan derfor bestemme de
oplimale faktorforhold i hver enkelt proces, hvis faktorpriserne p,, p, samt arbejdslonnen w
kendes. Faktorpriserne p, og p. cr imidlertid idenliske med systemels output-priser. Under
forudsetning om fuldkommen konkurrence vil derfor grienseindleglen ved fveerksceilefse af
produktion al cen yderligere enhed af gode 1 vaere lig p, lilbagediskonlerel over een periode.

Hvis den for begge processer fielles rentetod betegues r— diskonteringsfaktoren siledes 1_21-__,-_

kan man opstille 6 ligevagtsrelaiioner, der alle viser lighed mellem graenseindlagt og graense-
omkosininger:

proces nr. 1: lji;'-_r' . .ti::';. =
Y
23 pl . . ‘: sl =
(22) 14r Ay, Pe
! . .ﬁ'.l.ﬂl. = I
l-4r o N
0g
proces nr. 2: T T P
1 =TI |E..i..']i
dx,
2h P O
=5 itr * Oz, D
P LECT w
1 -+r ﬂl 1\’2

Ved at udregne differentialkvotienterne i (2) i overensstemmelse med (1), fir man felgende
6 ligninger:

proces or. 1: Bt S T .4
1.'1 I +I' Pl
3a e S T i
ELY Iy T4r Pz
Mo 8 M
x, 14+r w

0F
proces nr. 2: Zu _ A P
fr 1 +r m
(3b) Tn _ PP
Ty 1r P
N B p
Ty 1+r w
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3. Pd grund af homogeniteten kan (1) skrives
1 =¢ (ﬂ)al (_xn )a* ) ( N\
Iy Iy , Iy

1 =c (El.&)ﬁ’

Ty

C)

Ved al indsmite resultaterne fra (3) 1 (4) {4s da efter lidt regning (idet vi benytter, at o, + =,
+ay=1 og Fi+ M+ py=1)

1=, ® - g, o g% . OGP (_1_)0:1 (1 )'xit (.l....)au
(1+r) M Fin w

(5)

s B g B g B
1—,3,"61 . ﬁ:ﬁz ; ﬁaﬁa . {:’:{;} ] (_;;l) (_:’:] (!_:})

Ligningerne (5) bestemmer den sammenhaeng, der i ligevaegt skal herske mellem py, ps, w
og (1 +r). Loses systemet kan man finde de ligevaegtige priser udtrykt ved w og (1 +r):

m=Rw(l+r) D

peo= w1 4+ r]Dg,

hvor R,, Ry, D, og D)y kun alhienger af systemets teknologi. Ligevegtspriserne bliver sdledes
polensfunktioner af rentefaktoren (1 4 r).

4, Nir renten er givet, er samtlige relalive priser og faktorforhold bestemt. Vi onsker nu al
konsiruere def Bl (1} svarende input-osutput system under forudswetning af fastholdl rente og
ligevagtig prisdannelse.

Lad os selte 2y = pyxy, 23 = paty, Y = P, he = PiTis, Yo = Pa¥ay OF rs = Palas,

og lad endelig ¢y = iy - e 02 o = Py 5 Yas.

AL(3) Fir vi nu

proces nr. 1: fu o F

% 14-r
(6a) A R
I, 14p

Nuw oty



proces nr. 2:

(6b)

Heraf kan vi nu udlede
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s _ B,
s 14+r *
Y B
FA l1r '
Naw s

Iy 1+r °

1
=t + th = FET (=2 + fizs)
(7
L ;
Hg = Yo + Haz = T'_T (%azy + fozs)
samli
. 1
{3} 1y (J‘hrrl + A‘g} - "F""" (I:fazl 'l' ﬁaz,}.
I
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Systemets verdikredslob vil alisd fremiraede som et helt sedvanligt input-output system med
faste kocfficienter. Disse afledes pd simpel mide af svstemets teknologi og af rentefoden. Vi
koncenirerer os i det folgende om systemet (7).

5. Opgaven er at finde systemets maksimale harmoniske expansionsrate, idet vi tenker os
at hele periodens produkiion anvendes som fakiorinput i den folgende periode, samt at ar-
bejdskraften er tilstede i ubegranset mxngde. Om den maksimale harmoniske vakstrate R

mi det sdledes galde, at

(9

eller

(10)

i-=é=]-'l‘j{.

I = Jl_:—f (2121 + fazs)
Iy = I%R (aezy + flazs)
1-:-1'
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: - . . L1
Skal dette system have en losning i egentlige 7, og 25, md storvelsen —— viere bestemt ved:

1+R
1-r
- Iy _. ; *z
(11) (_ :‘3) _ 1=k s
-1 i By == -0
# 1L R

T PP | .
Ligning (11) er en andengradslizning i og den har som siddan to rodder. 1 et system

+-r
1+R’
med mange seklorer vil den tilsvarende ligning have en grad, der er lig antallet af scktorer,
og der vil derfor vaere mulighed lor et lige 54 storl antal losninger. Vi er imidlerlid kun inter-
vsserel 1 brugbare rodder, doves. sidanne, der or reelle og lorenelige med posilive vaerdier for
7y 0g 7p. Del er el centralt problem i den linewere analyse al okonomiske syslemer al opklare,
under hvilke belingelser sidanne rodder bestemmes enlydigt afl systemets ligninger. Til-
sfreekkeligt herfor vil det i almindelighed vaore, 1) at systemet er irreduktibelt, siledes at ingen
proces eller gruppe al processer kan producere ualhangig af de ovrige, samt 2) at der ikke er
forbunden produklion. Begge belingelser er opfyldl i vor forenklede model, siledes at kun

+r .
TR vil derfor varre bestemnt ude-
lukkende pd basis af systemels teknelogi, Vi kan altsd lose ligniog (11) og {4

den ene af rodderne i ligning (11) er brugbar. Sterrelsen :

141

(12) g = (@

hvor f(e) er en teknologisk konstant. R kan opfatles som et mal for, med hvor meget syslemet,
ved en given rentefod, pr. periode kan forege beholdningerne al samtlige goder pd basis af
en exogen tilforselskilde, arbejdskraft. Ligning (12) angiver da en linewer forbindelse mellem
den maximale ekspansionsrale R og rentefoden r.

6. Det hari det foregdende vaerel lanken at give et elemenlarl billede af det analytiske skema,
der kan udvikles pi hasis af et system af reproducerende Cobb-Douglas-funklioner. Trods
forenklingerne — isser det primifive kapital- og tidsbhegreb — synes det dog at fremgd, at man
pd mere almene forudsatninger om produktionsprocesserne end dem, den smdvanlige input-
output-analyse opstiiier, kan komme {rem il lige 53 enkle og anvendelige strukturer til belys-
ning af de forskellige sektorers gensidige alhangighed.

Det grelder dog her, al hvad der vindes pd cen frond, labes pd en anden. Inpul-oulpul-
analysens stive produktionssiruktur er vel en forenkling, men den er tillige af stor operationel
vaerdi. Derimod kan de manglende substitutionsmuligheder vare teorctisk utilfredsstillende,
selv hvis man udbygger syslemel med flere alternalivt anvendelige processer for hver enkelt
indusiri. Ensker man at gore substilutionalitet til et gencrell princip ved al hygge pd mere
generell widformede produktionsfunklioner, f.x. Cobb-Douglas-funktioner, opnir man teore-
tisk storre almengyldighed, men man mister samtidig den operationelle lethed og gennem-
sigtighed, hvormed man ud fra en rent lineer struktur kan opstille konkrete beregninger 1l
evl, empirisk efterprovelse. Skal et system al Cobb-Douglas-funktioner give samme regne-
meessige fordele som den saedvanlige input-output analyse, md man, som vi har scl, yderligere
tilfoje forudsaininger om foretagernes okonomiske adfwerd, [x. at omkostningsprincippet
realiseres i alle processer. En sddan forudsatning er den pris, man md betale, om en analyse
af produklionsstrukturen skal kunne foretages med samme lethed ud fra Cobb-Douglas-
funklioner som ud fra en strengt lineer model, og det kan vare el sporgsmal, om der — nir
den nevnle forudsetning opstilles — overhovedet er foretagel nogen relevant generalisation.
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Ikke desto mindre er det vel verd at overveje, hvor vidl man kan gi i den angivne retning,
uden at syslemet ender som et intelsigende system af rene blankelligninger. Det volder ingen
vanskeligheder at differenliere og udbygge systemets kapilalbegreb, herunder at overgd fra
diskontinuert Uil kontinuer! analyse, og del er vel den generalisalion, det behandlede system i
slerkest grad savner. I videre sammenhang er der miske nogle mere principiclle generalisa-
tioner, der kunne undersoges.

Man kunne for det forsle prave at differentiere forudsztningen om marginal omkostnings-
principiel prisdannelse og ved fx. at indfore monopolelementer i de forskellige processer
undersoge systemels mekanik under allernative forudsiininger om prisdannelsen.

For det andet kunne man forsoge at opsiille syslemets produklionsfunktioner haseret pa
en mere omfalfende funktionsklasse, f.x. homogene funklioner med en konstant substitu-
tionselasticitet, der kunne vaere forskellig fra proces til proces. I sd fald ville den limilationale
produklionssiruktur kunne indgd som ct smerlilfelde i syslemet, nemlig dersom alle substitu-
tionselasticiteter var nul, ligesom Cobb-Douglas-tilficldet ville indgd som specialtilfelde, nir
alle subslitutionselasticiteterne var lig minus een.



