NOGLE BEMARKNINGER
TIL H. ULDALL-HANSENS DISPUTATS
»TID OG RENTE«

AW, SIMONSEN™

Dun 15. Oktober 1959 forsvarede cand. polit. H. Uldall-Hansen sin for
Erhvervelse af den statsvidenskabelige Doktorgrad skrevne Afhandling
»Tid og Rente«. Som forste officielle Opponent er jeg al Tidsskriftets Redak-
tion blevet opfordret til 1 Overensstemmelse med gaeldende Tradition at
knytte nogle Bemwmrkninger til det under selve Forsvarshandlingen frem-
forte. Det er med en vis Betenkelighed, at jeg har fulgt denne Oplordring,
idet mit principielle Synspunkt er, at Forsvarshandlingen maa vare det
centrale og i det Omfang, den tilmaalte Tid tillader, omfatte alt, hvad der er
vicsentligt i Oppositionen. PPaa den anden Side maa det erkendes, at en
dyberegaaende Behandling af visse Enkeltheder, swierlig naar de gor Brug
af matematiske Hjelpemidler nodvendig, lidsmiessigt kan overskride Hand-
lingens Rammer, og da den cilerede Alhandling rummer Enkeltheder af
sierdeles interessant Art, skal jeg i det folgende nwermere uddybe nogle af
disse.

Mine Bemarkninger, der saaledes kun har Karakter af et Supplement til
det under Oppositionen allerede fremflorte og ikke tilsigter Gentagelser, maa
jeg efter Sagens Natur begreense til Punkter i Afhandlingen, som vedrorer
Rentesregningen i egentlig Forstand, og Bedemmelsen af de ekonomiske
Afsnit i Arbejdet maa selvfolgelig overlades til de paa dette Omraade sag-
kyndige. I et vist Omfang har jeg endvidere fraveget Forfatterens Betegnelses-
svstem, enten for at benytte velkendte Betegnelser inden for Rentesregningen
eller for i en konkret Sammenhweng at undgaa supplerende Indices o.l., som
det 1 en saadan Forbindelse er af mindre Betydning at fremhave.

(1) Forfatteren kommenterer p. 34, 1.2-13 fo., de mulige Former for
Diskonteringsfaktoren ;. , men er tilsyneladende ikke opmierksom paa det
for Rentesregningen fundamentale multiplikative Princip, som finder sit
Udtryvk ved Fordringen

d~
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= d; dp, (1)

* Professor ved Hebenhavns Universitet,
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hvor s og t opfattes som kontinuert varierende Perioder. Fordringen (1)
giver Udiryk for, at Diskonleringen, opfattet som en kontinuert forlebende
Proces, skal give uforandret Resultat ved en Spalining af Totalperioden s-¢
i Partialperioder, henholdsvis s og {, og medforer (under Forudsstning af
Kontinuitet af dy; og under Hensyn til dy = 1) som eneste mulig Form for
Diskonteringsfaltoren

dy) = (14t = e, )

hvor i er (helaarlig) Rentefod og & (=Log(141i)) den lilsvarende Rente-
intensitet,

(ii) 1 Afsnit 2.3 (p. 75) indferer Forfatieren det viglige Begreb Kurs-
kvotient som Forholdet mellem »ideelle« Kurser paa et m-aarigt og et n-
aarigt Laan af samme Type (hvor m<In), idet Kapitaliseringer baseres paa
et Sat af varierende (helaarlige) Rentesatser iy, .. ., ip (»ideelle« Satser, med
Forfatterens Terminologi). 1 Bilag 1 (pp. 217—222) vises det for ensforren-
tede Serielaan eller Annuitetslaan ved Anvendelse af partiel Differentiation
med Hensyn til de respektive »ideelle« Satser, at en isoleret Endring af ecn
af de »mideellew Salser medforer en Aindring af Kurskvotienten i samme
Retning. Bindes alle »ideclle« Satser saaledes, at de skal viere lig en [welles
elfektiv Sats for de to betragtede Laan, naar man under Benyttelse af sam-
mensat Dillerentiation til et korresponderende Resultat, som af Forfatleren
er formuleret i den vigtige Swetning 2.3-02 (p. 73).

Dette Resultat har udover Anvendelserne 1 selve det foreliggende Arbejde
megel stor Inleresse for Renlesregningen i egentlig Forstand, idet det tillader
vidigaacende Generalisationer af betydelig praktisk Veerdi.

Til nermere Belysning heraf betragtes to Laan med Resivarigheder hen-
holdsvis m og n, hvor m £ n; Rzekken af resterende Ydelser (pr. Restgmeld
100) for de to Laan, der for Simpelheds Skyld antages at forfalde helaarligt,
antages at viere henholdsvis 2 0og 4. Om den mere detaillerede Struktur af
Laanene forudswettes indtil videre intet; specielt gores der ingen Foruds:et-
ninger om ensartet Type eller ensartede nominelle Forrentningsforhold.
Betegner { den for de to Laan fmlles (helaarlige) effektive Rentesats og
v = 1[/(1--{) den tilsvarende Diskontofaktor, er Kurserne for Laanene hen-
holdsvis

m

K= Z #y ot (3)

f=1

n

L= E 7y vt (4)
=]

Kurskvotienten Q er da givet ved
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Q = K/L, (3)

saa at K = L . Ved Differentiation med Hensyn til { faar man under Hen-
syn til (3) og (4):

dik —  dQ | dL
ai ~Far Ty
eller
. ) z
— 2 Exputtl =L t—“’ — Q _12 1A uttl
di
P=1 te 1
Division med v K giver da
n m
E f;‘.gﬂt E Ia;l;u‘
1 dQ te1 t=1 .
7] @ di = "n B m . ' T ([])
E P-; vt E x g?.; vt
f=1 f=1
hvor
oy = z;fﬂg (f =1,., .,Hir)‘ (?_}

Anlages det nu, al oy er ikke-voksende for t = 1,...,m, kan man vise, al
dQ
di
tion af den effekiive Renfesals i.

Beviset herfor kan fores ved Anvendelse af en Metode analog med den af
Forfatteren anvendte. Noget simplere er dog Benyttelse af en inden for
Rentesregningen og Forsikringsmatematiken ofte anvendt Ulighed (jfr. [.EKks.
J. F. Steffensen: Forsikringsmatematik (1934), pp. 436—437):

z 0, saa at Forholdet mellem Kurserne K og L er en ikke-aftagende Funk-

it It

g b; oy E b; g
=1 = g t=1 @ <
= = = (m = n). (8)
E o Wy E e
fe=] t=1

Denne Ulighed er gyldig, hvis wy 2 0 og by er ikke-aftagende for
{ =1,...,n, ap cr ikke-voksende og 2 0 for ¢ = 1,..., m, medens Nev-
nerne paa hver Side af Uligheden er 5= 0. Lirstatter man i denne Ulighed
we med Zy pt, by med [ og 1 med o, ser man umiddelbart, at hojre Side af (6)
under den angivne Forudsetning om a« er 2 0.

Det kan bemarkes, at 1 de Tilfielde, hvor Ydelserne ved de to betragtede
Laan kun omfatter Rente af Restgeld samt Afdrag, men ikke Subsidier-
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videlser i Form af » Kurstillege (Agio) eller »Gevinster« (som ved visse Former
for Pramielaan), og Laanene er nominelt ensforrentede, reduceres Kurs-
kvotienten il 1, hvis { er lig den fzlles nominelle Sals.

For at illustrere Anvendelsen af det generelle Resultat anfores folgende
Eksempler, som fremkommer ved passende Specialiseringer.

(I) Serielaan — Serielaan.

Man har, idet de nominelle Rentesatser for Laanene er henholdsvis 7
og ill:

1 1 f—1
S TR & R I 4
100 Ly m (l I )! (9)
(er
3 LS SO PR T P
100" n n '
Her er

m 14 (m+1=0Hi

R O ) T
skriver man T'wlleren paa Formen
1+ (n+1—=0i7"— [(n—m) (T —(m-+-1—-O)({—ih)],
finder man
m (n —m) i — (m+1— ) (F— i
= 1— A A
n 14+(n+1 — tild

Antages if = i/, er dette Forhold ikke-voksende, saa at Kurskvotienten er
en ikke-aftagende Funktion af i.

(1Y Annuitetsluan — Annuitetslaan.

Idet de nominelle Satser atter betegnes ved henholdsvis if og i/, har man

i I
00 =
og
1 I
Iﬁ 113_ — ifﬂni - (10)

Her er «; konstant, altlsaa ikke-volsende, saa at ogsaa i dette Tilfielde
Kurskvotienten er en ikke-aftagende Funktion af 1.

(II1) Serieloan — Annuitelslaan.

Med de respektive nominelle Satser if og i er x; givet ved (9) og Z; ved
(10); man ser da umiddelbart, at oy er ikke-voksende og dermed Kurs-
kvotienten ikke-aftagende som Funktion af {.

(iii} T nwer Tilknvining til Begrebet Kurskvolient definerer Forfaiteren i

g
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Afsnit 2.4 (p. 75) Begrebet »(m, n)-Efterrenten« som den fwelles ellektive
Rentesats, som maatte viere gaeldende for de to betragtede Laan for at opnaa,
at deres Kurskvotient blev lig Forholdet mellem de to tilsvarende (»ideclle«)
Markedskurser, der taget hver for sig vilde betinge tilsvarende og i Alminde-
lighed forskellige elfektive Renlesatser for de to Laan, Forfalleren beviser
den vigtige Sweining 2.5-01, som beskriver Efterrentens Placering i Forhold
il de to sidst nievnte elfektive Rentesatser, og som sammen med ovennevnte
Swetning 2.3-02 danner Grundlaget for den kvantitative Del af Undersogel-
serne i Afhandlingen. It supplerende Resultat, som vedrorer Efterrentefor-
holdene for tre enstorrentede Laan at samme Type, er al Forlatleren place-
ret under Kapilel 4 som Swetning 4.22-01, men havde maaske naturligere
[undet sin Plads 1 Kapitel 2,

I Kapitel 4 giver Forfalteren under Foruds:wetning al Tilstedevierelsen af
den som »kursligeviegliz Slabiltilstand« betegnede stationaere Markedstil-
stand en Beskrivelse al den grafiske Premstilling afl Efterrenteforlobet, der
betragtes 1 Sammenhieng med den grafiske Fremstilling af henholdsvis
Kurs og tilsvarende effektiv Rente for de mulige Lobetider. Forfalleren be-
tragter herunder — i den Hensigt at illustrere Forholdene uden at viere be-
svaeret af de Ulemper, som Antagelsen af Lobetider, der ikke er kontinuert
fordelt, medforer — det Greaensetilfielde, der repriesenteres ved, at vilkaar-
lige Lobetider antages mulige. Man fores herved under passende Dilferentia-
bilitetslorudsetninger om de pasgeldende Kurver Lil en (momentan) IElter-
renfeintensitet, der spiller en Rolle analog med Efterrentens. Forfatlerens
Udviklinger p. 122, L. 3—22 [o., tager Sigle paa Fastlieggelsen af denne
Intensitet (der betegnes som »Punktefterrente«). Tilladeligheden at den
foretagne Grienscovergang bor imidlertid noget nwermere begrundes, idet
det maa paavises, at den ved en fast Lobetid nog en variabel Lobetid n--h
(I =>0) bestemte Iifterrenteintensitet 6 = d(h) for h—0 som Grenseveerdi
har en Slorrelse 6%, den momentane LEfterrenteintensitet, der eentydigt er
bestemt ved Relationen (4.23-043).

Det kan forst bemeerkes, al Resultaterne vedrorende Kurskvolientens
Variation med den efleklive Rente med mindre viesentlige Modifikationer
kan overfores til konlinuert amortisable Laan, og al dette ogsaa grelder den
ovenlor under (ii) betraglede Generalisation, idel der gelder en med (8)
analog Ulighed for Integraler i Stedet for Summer.

Idet man som i Afhandlingen indskrienker sig il at belragle nominelt
ensforrentede Sericlaan eller Annuitetslaan, bestemmes den ovenlor be-
traglede Intensitet d=d(h) ved Relationen (4.23-01), som vi med lidt wen-
drede Belegnelser kan skrive som

C(n+h) _ K(n--h,d)
C(n)y  K(n9) an
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hvor K({,d) betegner Kursen for et Laan af den paagmldende Type med
Lobetid ¢ under Forudsatning af en effektiv Renteintensitet af Storrelsen 8.
At (11) centydigt bestemmer 6(h), folger af, at Resultaterne vedrorende
Kurskvotienlens Varialion med den eflektive Rente som netop bemarket
vedblivende er gyldige og for de to specielle Laantyper vderligere 1 den
skarpere Form, at Kurskvolienten er en voksende Funktion af den effektive
Renteinlensilel.
Relationen (11) kan skrives paa Formen (jir. (4.2:3-02)):

1 Cn+h)y—C(n)y 1 K(n+hod)—K(nd) 12)
C{n) h T K(n, ) h R
For de 1o betraglede Laantyper kan man vise, at % =limaé(h) cksislerer
og eentydigt bestemmes ved h>-0
C'(n) Ky (n,0%) \
C(ny  K(n, &%) ° (13)

saafremt C(!) er differentiabel lor {=n (jfr. (4.23-04)).
Ved den efterfolgende Behandling betegner 87 ved begge Tvper af Laan
den nominelle Renteintensitel.

Serielaan.

Man har

b e oy a;
Herved laas
[._._ﬁr &, E"_
1 K(4,8)—K(n,0) k) t n
K(n,8) t—n M Ll _ ohan, t—n . (14)
g ( c‘.‘i) n
hvor
= @(l,d) (15)
er en analylisk Funktion af ({,8) for t =0, § >0; speciclt er
i of
win .[_']l) = ____t!)__ . 1 (&—” —U”] (16)
pARL o ofian  nin I

idet
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Ifolge Swxtningen om Kurskvolienten er ¢(f,d) for et fast I = n en af-
tagende Funktion af é (da u kan skrives paa 1*“01'11wni---i—}i f’:g;:?} — f__l.n) .
Heraf folger ¢'s(f,0) £ 0 for {550, og da ¢'5(t,6) er analylisk, er ogsaa
¢'5(n,0) = 0, saa at ¢(n,d) er ikke-voksende. Endvidere kan ¢(n,d) ikke
veere konstant i noget Interval (da i saa Fald en Eksponentiallunktion i 4§
skulde stemme overens med en bruden rational Funktion af § 1 et saadant
Interval); altsaa er ogsaa ¢(n,d) en aftagende Funktion af 4,

IFor hvert fast ¢ er folgelig 1 = ({,9) en altagende Funktion af 4, og da
b = 1—vt—=10gdd, = 1 —p" -1 for d— oo, ser man ved at skrive

i paa Formen

I_éf ﬁ_ﬁ*;,‘_&&_}]'
If = S 0 - { ) H...
B MY b t—n '
I ( __wydag
> T -.1 ri) n
at
1
1 t I 1
{F{t‘,&)-ﬂ- — —_
1 t—n (1-4ndiyt
r
o It

for & — oo, For §d = 0 har man endvidere

an 1 1 _ 1
~ s (né—— 5 :1252] =1 — -;_J—nff:-

In L] J
og
E..f” &n_ 1 1 . 1
."_n NE _rr.ri -g—fﬁ—z(n—f)f’,
saa at
1
Al
L, 2 07 o
‘?( , } P 1__ . 3 _—{—_h‘rﬁ-r
1 —, n(d— of)
for 8—0.

Heraf ses, at man har
o = p(t,u),

hvor ({,u) er en analvtisk Funktion al ({,u) i Omraadet

1 of

e —— - —
S (TLnolyr =% = ainsr

Sammenholdes (12), (14) og (15), ser man da, at
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(k) = y{n+h, E +;:‘E,-(—:) c(;;_}] (h >0);

eksisterer C'(n), vil folgelig () — 6* for h — 0, hvor
- C'(n) _
&* = yln, 1%
o(m i) an
Man ser, at (17) eentydigt bestemmer 6%, og endvidere, at (17) er ensbe-

tvdende med
Cn) _ e(n, %) ; (18)

C(m

ved (14) og (15) for {—-n faas da, idet 6—0%
C (.ﬂ) I'L”ﬁ.(l?[, l_'i%_:l
C(n) K(n,6%) °

hvilket netop er (13).
Man bemerker, at man ved (16) har ¢(n,67) = 0

Annuitetslann.

I delte Tilfzelde er
1 rl'h'

san at
Y Y A

1 K(9) — K(n9) _ dm dry am (19)

K(n,d) t—n  dm t—n

hvor
n=n(ta)

er en analytisk Funktion af ({,4) for { >0, é >0; man har
1 1
n(n6) = e (20)

da
I

t) _ Un
f‘ rii, il (m . u__ Un
t—n [dt ut)J - i (

=

=1

t=n

Paa tilsvarende Maade som ved Serielaan ser man da (idet man benytter
at #(n,d) er en aftagende Funktion af 6, som det direkte ses af (20)), at
n = 5(t,d) for hvert fast { er en aftagende Funktion af 4 med
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r—
[N
t—n
for 0 — o0, idet (som ovenfor vist) dd; —1 og da,;, —1. Da d, vokser med {,
=

Endvidere vil
Il .
i an

er denne Griensevierdi < 0.
f n

1(1,8) - n [—n

for 0—0, da a, 1 og a, —n. Hojre Side er =0, da {/a; vokser med [,
Den resterende Del al Raesonnementet forlober som ved Serielaan, idet

man har 6 = [(Lu), hvor {(f,u) er en analylisk Funktion af (f,u) i Om-

T ( ‘o __f:__‘] / (t—n).

raadet
I 1 1

t =0, ”"5(! _'_I'")/“_”) <y = - —

'&n, ol (_Ijn ﬁ;'i

ET[I
Man ser ved (20), at (n,d) = 0.



