OM INVESTERINGER
MED FORSKELLIG LOBETID

Al H. ULDALL-HANSEN*

en meget tankevakkende artikel! har Poul Winding fremdraget et para-

doks vedrerende intern eller effektiv rente af investeringer med forskellig
lobetid. Artiklen munder ud i, at der ved anbringelse — og genanbringelse —
af linte penge i investeringer, der alle afkaster samme effektive rente, findes
en optimal lebetid, som er fordelagtigere for investor end sivel kortere som
lzengere lobetider. Det er her en forudswetning, at linerenten er lavere end
den effektive rente, investeringerne afkaster. Dette resultat foranlediger for-
fatteren til at smtte et lille sporgsmdilstegn ved wviwerdien af begrebet intern
rente,

Ved at anvende en anden fremgangsmiide end den, forfatteren har betjent
sig af, kan paradokset opleses i sine naturlige bestanddele.

De investeringer, interessen samler sig om, og som alle giver 100 - i %, p.a.
i effektiv rente, skal sammenfattes under betegnelsen: investeringer af »i-
gruppen«. For nemheds skvld kan man tenke sig, at investeringerne foregar
pa den mide, at pengene anbringes 1 en »i-bank«, d.v.s. en bank som til
enhver tid forrenter indestiende belob med 100 - {9 p.a. I udgangsstillingen
lines den til en investering nedvendige kapital 1 i en »wr-banky«, som kraever
100 - r%p.a. i rente af ethvert lins restgeld. Linets amortisationsplan inter-
esserer ikke r-banken, idet det forudswttes, at ethvert afdrag genlines pa
ugendrede vilkar, Set fra r-bankens side er der altsd tale om et uamortisabelt
lin, som krever en arlig betaling af storrelsen r.

Investor, som man kan kalde P, stir, efter at investeringen er foretaget, i
den situation, at han hvert &r skal hetale r til r-banken, medens han i i-
banken kan hweve belob efter forgodthefindende enten i store poster over en
kort arrackke eller i mindre poster over lengere tid. Det forudsattes dog, at

1. Poul Winding: En note om wvalget mellem investeringer afl forskelliz lobelid, Festskrift til
Frederik Zeuthen, udgivet af Nationalokonomisk Forening, Kebenhavn 1958.
* Konsulent i inansministeriel.
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han — uanset over hvor lang tid uddragene fordeles — haver lige store beleb
hvert ar. Udstrekkes uddragsperioden over n fr, kan P hvert ir heve:

i (It
1] ap = (J—I——tjﬂ'ill

eller for at benytte den almindelige terminologi:

re 1
b =gy
idet man har:
- R ]
(3] fap) = I__(lﬁ)_

Anvender P diskonteringsrenten 100 - s %, p.a., bliver den veerdi, han til-
laegger investeringen, udtrykt ved:

(4] Wy = —— * ‘ag.

Storrelsen wy; er altsi det tal, hvormed man skal multiplicere et investeret
kapitalbelsb for at na til investeringens diskonterede veerdi i investerings-
ojeblikket, nir det forudssettes, at kapitalen anbringes i i-banken og frigores
med lige store arlige belob over n ar.

Som et videre led i eksperimentet antages, at investor anvender en del af
de fra i-banken uddragne belob til fornyet n-drig investering. De omhandlede
beleb — som i Poul Windings artikel svarer til de forfaldne, men genlinte
afdrag pa lanet i r-banken — kaldes »I-investeringerne«: Iy, I,,... I, hvor
meerketallet angiver antallet af ir, siden den oprindelige investering fandt
sted.

P ma pa tidspunktet for den oprindelige investering tilleegge investeringen
I vaerdien Iy - wyy - (1 4-5)77, og vaerdien al samtlige I-investeringer bliver
folgelig:

[5] wi+ S Iy (148)7.

i=1

Til gengeld ma P give afkald pid umiddelbar udbetaling af de geninve-
sterede f-belob, hvilkel formindsker den samlede kapitalvaerdi med:

6] T=S I;-(14+5)-7.

M

—
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Bruttokapitalveerdien af en pd n-irige annuiteter baserct »investerings-
keede«, d.v.s. investering og tilsluttende I-investeringer, kan herefter opgores
til:

-1
—

Wo = wn + wn - S’ Iy (145)"7 — _"_;G:' I+ (1487
i=1 j=1

eller:

(8] Wi=wpg+ (wg—1)-T.

Ser man forelobig bort fra [I-investeringerne, hvilket svarer til T =0,
bliver Wy = wy, hvis storrelse for visse veerdier al n, ¢ og s fremgir af
nedenstiende tabel. Det ses heraf, at kapilalvierdien, nir T =0, er storre
end 1 og stigende med voksende lobetid, for si vidt diskonteringsrenten er
lavere end den interne rente i investeringen. Ir diskonteringsrenten hojere
end 100 - {, aftager kapitalveerdien med voksende lobetid, medens lobetiden
bliver uden betydning for kapitalveerdien, dersom diskonteringsrenten er lig
den interne rente.

i = 0,10.

“n s=000 s=005 s=0006 s=010 s=012
1 1,1000 1,0476 1,0477 1,0000 0,8821

10 1,6275 1,2567 1,1979 1.0000 0,0196
20 2,3402 1,4638 1,3473 1,0000 0,8774
50 4,1824 1,6307 1,4602 1,0000 0,8545
50 5,0430 1,8413 1,5897 1,0000 0,8376
100 10,0010 1,9850 1,6619 1,0000 0,8334
o o 2.0000 1,6667 { 0000 0,833

Allerede her moder man i et simpelt eksempel det problem, som er det
centrale 1 artiklen. Tabellens tal viser nemlig tydeligt, at man ved valget
mellem forskellige investeringsmuligheder mi tage hensyn til bade intern
rente og lebetid, med mindre diskonteringsrenten er lig den interne rente.

Regner man med, at diskonleringsrenten er positiv, vil kapitalvierdien
uanset lobetidens lengde blive et endeligt tal. Dette beror imidlertid pi
forudswetningen om, at investeringens afkast — uddraget fra i-banken —
skal veere konstant fra dr til ar. Forlader man denne forudsztning og antager
f. eks., at uddraget fra i-banken sker med et samlet belob n ar efter indskudet,
bliver kapilalvaerdien:

9] ga = A4+ (1+s5)™,
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en storrelse som vokser eksponentielt med n, for si vidt { = 5. Med en givet
kapitalindsats kan man altsi forege en investerings vaerdi 1 det uendelige
blot ved at udskyde tidspunktet for investeringens frigorelse.!

Valges den tidligere beskrevne mellemvyej, at man med udgangspunkt i
en n-irig annuitet anvender en storre eller mindre del af de frigjorte penge —
I-investeringerne — il nye investeringer, mé kapitalveerdien af den herved
dannede investeringskmede komme til at ligge imellem wy og g, og det ses,
at man pi denne made kan forege kapitalveerdien, si meget man onsker.
Det er her og indtil andet nwevnes stadig en forudswetning, at { > s.

Den diskonterede veerdi af de belob, der anvendes til reinvestering, cr 7.
Af [8] fremgir dirckte, at Wy vokser med voksende 7T, hvilket vil sige, at
investeringskaedens kapitalvierdi bliver storre, jo storre reinvesteringsbelob,
der er tale om, eller jo tidligere reinvesteringer af givet samlel sterrelse foretages.

Der er sialedes bl, a. to mader, hvorpa kapitalveerdien af en investerings-
kede kan oges: a) ved at forlenge lobetiden n, og b) ved at anvende en
storre del afl investeringernes alkast til nye invesleringer eller ved frem-
skyndelse af reinvesteringerne. Metode a) kan opfattes som en speciel
anvendelse af metode b), men af praktiske grunde skal man opretholde
sondringen mellem de to metoder.

Den fremgangsmade, Poul Winding har anvendt 1 sin artikel, et netop en
kombination af metode a) og metode b). Metoderne er kombineret pi
folgende made:

Lanet i r-banken fingeres amortiseret som en n-irig annuitet af storrelsen:
1 r-(1+4+nr*

"a;i; (1+rr—17

[10] bpn =

hvoraf afdraget m ar efter linets stiftelse udger:

1 r-(1+4rym-1
_ s m=n—1 — !
[11] Cn!m_rﬂh_i (St Lt I+ —1°

1. Dette resullat har selviolgelig kun leorelisk interesse. Ved overvejelser om diskontleringsren-
tens betydning mé man tage hensyn til det formil, P kan have med sin investering. Dette
kan for at nwvne ef par typiske eksempler varre at holde kapital til disposition for anden
anvendelse om kort tid eller at skaffe sig et middel til evig rentenvdelse, Derimod kan naeppe
nogen viere interesseret i at udskyde en investerings afkast i meget lange tidsrum, og det
giver derfor ikke megen mening at tale om en posiliv nutidsvierdi af en vdelse, der forfalder
om miske 200 ar.

I almindelighed spiller belragtninger al denne art ingen rolle, idet de vdelser, som i nor-
malt forckommende lilfelde forfalder om meget lang tid (. eks. sene udbetalinger pd uamorti-
sable ohligationer), er si smd, at den diskonterede vierdi heraf med enhver rimelig rentesals
bliver pd det nermeste 0,

I de tankeeksperimenter, som er foretaget i Poul Windings og nervierende artikel, kan
der imidlertid forekomme vdelser, som vokser eksponentielt med lidsudskydelsen, For at
man ikke her skal nd til meningslese resultater, mA man enten se baort fra store belob, der forfal-
der om meget lang tid, eller anvende en diskonteringsrente, som vokser med lebetidens lengde,

11



166 H. ULDALL-HANSEN

som angivet 1 artiklen p. 373 (2) og (3). Om det videre handlingsforlob
hedder det: »Det forudsettes nu, at afdragsbelobet 1 hver termin lines
pany, stadig til rente r, og reinvesteres i en ny proces af n terminers varighed.
Ogsa dette belob afvikles efter annuitetsprincippet, og afdragene heral
lanes ligeledes pany til reinveslering i en proces, der lober over n terminer

0.5, V.«
Der er altsa tale om et bind mellem metoderne a) og b) al en ganske seregen
art. Jo lengere lobetiden n er, des mindre bliver — eller des senere ind-

treder — de lingerede afdrag til r-banken, og des mindre bliver detilsvarende
I-investeringer. Erindrer man, hvorledes anvendelse af metoderne a) og b)
influerer pa investeringskaedens kapitalvaerdi, ses, at en forogelse af n mi
medfore en forogelse af kapitalvierdien Wy via metoda a) og samtidig en
formindskelse via metode b). Det kan vises, og er vist i artiklen, at den
samlede virkning under visse renteforudsaetninger bliver voksende kapital-
vaerdi med voksende n indtil en nermere angivet lobetid, hvorefter kapital-
vaerdien aftager.

I princippet sker der ikke nogen @ndring i ovenstiende betragtninger ved,
at man i stedet for den omhandlede kapitalvaerdi — forstaet brutto — regner
med nettokapitalveerdien, som fremkommer efter fradrag af den (af lobetid

. . . . A .
og I-investeringer uafh@ngige) diskonterede vierdi, T af renteydelserne til

r-banken. Nettokapitalvarrdiens storrelse er:

12} Vi = Wi — - = wm + (wg — 1) - T — =.
Er specielt § = 0,10 og s = 0,06, bliver nettokapitalvierdien for forskellige
vaerdier af n:

n Vig = wpgy + (wy,— 1} T—g
1 10377 < 0,0877 - T'— 16,6667 - r
10 1,1979 + 0,1979 - T"— 16,6667 - r
20 1,3473 + 0,3473 - T'— 16,6667 - r
30 1,4602 -+ 04602 - T — 16,6667 - r
a0 1,2897 <+ 0,5897 - T — 16,6667 - r
100 16619 + 06619 - T — 16,6667 - r
o 1,6667 + 0,6667 - T — 16,6667 - r

Anvender man den specielle kombination al n og T, som Poul Winding
opererer med, vil man ved i forfatterens formel (10 d) f. cks. at sette { = 0,10,
r=5=0,06 og n=230 fi: T = 0,5576, som indsat i ovennaevnte tabel giver:
Vzg = 0,7166, hvilket stemmer med tabellen 1 artiklen p. 381.

Med de givne rentesatser og med den givne binding mellem n og T far
nettokapitalveerdien Vg maksimum ved lsbetiden 30 ar, hvoraf forfatteren
konkluderer: »Det er hermed vist, at den interne rente, som en investering
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afkaster, ikke er noget fuldt tilstraekkeligt kriterium ved valget mellem for-
skellige muligheder, men at ogsa investeringernes varighed ma tages i betragt-
ning.«! Delte resultat skal i det folgende underkastes en nermere provelse.

Det ma i en teoretisk model anses for acceptabelt at operere med en
gruppe investeringsarter, hvorom det gaelder:

1) at alle investeringer frigores efter annuitetsprineippet,

2) at enhver investeringsart er bestemt med angivelse af lobetidens leengde,

3) at den interne rente er ens i alle investeringer af samme art (d.v.s. af
samme lobetid) uanset investeringernes tidsmuessige placering og samlede
omfang, samt

4) at den interne rente er den samme i investeringer af enhver art (lobetid).

Derimod kan man vanskeligl i en undersogelse over vierdien af begrebet
intern rente godtage det bind, forfatteren liegger pa investor m. h. t. gen-
investering af frigjorte beleb. Der gives ingen naturlig begrundelse for kravet
om, at reinvesteringsbelobene skal antage samme storrelse som nogle stipu-
lerede lineafdrag, der end ikke erlegges. Skal modellen have et gran af
praktisk relevans, ma det std investor frit for, om han vil anvende storre
cller mindre belsb til reinvestering, og disse belsb mi kunne fastsaettes
uafhmengigt af, i hvilken investeringsart han agter at anbringe sine penge.

Ved undersogelsen af det foreliggende problem er det af stor betydning at
fa klarlagt, hvilken diskonteringsrente man skal benytte. Herom siger forfat-
teren: »Der er imidlertid ingen saerlig grund til at vaelge netop i som diskonte-
ringsrentesats. Hvis man kan optage lan til forbrugsformal til samme rente
som lin til investering, vil det viere mere n:erliggende at antage, at r benyttes
som diskonteringsrentesats, « 2

Til nermere belysning af diskonteringsbegrebet skal anstilles folgende
betragtninger:

Safremt en person, P, tlilliegger en fordring, som kaldes F, med ydelserne:
yy kr.om 1 ar, y, kr. om 2 ar ... yp kr. om n ar veerdien K kr., mi diskon-
teringsrenten 100 - s % p.a. tilfredsstille belingelsesligningen:

[13] K =§y,- (14 s5)-t.

=1

Sterrelsen K bestemmes bl a. af, hvad P har mulighed for at opni ved

anbringelse af sine penge pi anden mide end til kob af F. Har P mulighed

for til enhver tid at fi sine disponible midler forrentet med 100 - z 9% p.a.,

som il gengeld er det hojeste, han kan opni, ma han kunne sikre sig en

riekke ydelser svarende til fordringens indhold ved at anbringe kapitalen
K' kr., om hvilken man har:

n

[14] K= >y, (L+z)7t.
{=]1
1. p. 381—82,
2. p. 380,

11+
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P kan derfor ikke vaere interesseret i at overtage fordringen F, med mindre
denne kan kebes til en pris, der er lavere end eller lig med K’. Heraf folger:

[15] K = K
samt:
[16] § =z oz

Det kan tenkes, at P onsker at opsamle de pi fordringen forfaldende
ydelser 1 g dr. Med en rentetilskrivning pi 100 - 29, p.a. vil P i si tilfxlde
til sin tid have opsamlct:

n
[17) Sy DTt =K A+,

tm]
hvoraf ses, at P ville kunne opsamle et tilsvarende belob, dersom han i
stedet for at kobe fordringen anbringer K’ kr. i g irtil rentesatsen 100 - 29, p. a.
Ogsd i dette tilfielde nar man altsd til, at K = K ogs = z.

IZr P indstillet pa at inveslere sine penge i tilstreekkelig lang tid, ma I for
ham reprasentere vardien W' kr., idet han med denne pris pd F ikke ved
anbringelse pa anden vis kan opni en bedre forrentning af sin kapital. En
sidan indstilling skal lzegges til grund i det felgende, og man har derfor:

[18] K=K
samt:
[19] s =1z

Den diskonteringsrente, P skal anvende til beregning af et kapitalobjekts
vierdl, er altsd den hejeste rente, han kan opni ved alternativ anbringelse
af sine penge. For nemheds skyld foruds@elles denne rente al viere konstant
til enhver tid.

Under de i artiklen forudsatte vilkir kan man som alternativ til investering
1 fordringen F — som antages at hore til i-gruppen — i princippet teenke sig
tre forskellige anbringelsesomrider for P's kapital:

1) anden investering med intern rente 100 -i{% p.a., d.v.s. anden an-
bringelse indenfor i-gruppen end den omhandlede,

2) investering udenfor i-gruppen og

3) ckstraordinzer nedbringelse af gald til r-banken.

Mulighed 2) skal midlertidigt lades ude af betragtning. Da diskonterings-
renten 100 -5 (= 100 - z) er den hojeste forrentning, P kan opni, kommer
mulighed 3) kun pé tale, dersom 100 - r z 100 - i. I artiklen er man giet ud
fra, at r < i, og anbringelse til renten 100 - { %, p.a. ma derfor viere den for
P fordelagtigste. Den for P geeldende diskonteringsrente er som folge heraf
100 -5 = 100 - %, p.a.
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Indswetter man betingelsen s = § i [4], fis:

{H._
[20] G = =1
1 J ”)H_ ’a_n: ’
som indsat i [8] forer til:
(21] Wy = 1

for alle vaerdier af n, hvilket vil sige, at bruttokapitalveerdien af enhver
investeringskaede indenfor i-gruppen er 1. Sammenholdes ovennaevnte vilkar
med [12], finder man, at nettokapitalvierdien, d.v.s. bruttovierdien efter
fradrag af den diskonterede verdi af renteudgifterne til r-banken, bliver

(22] Vig=1—72,
ligeledes gmldende for enhver vierdi af nt.

Man kan derfor ikke sige, at nogen lobetid er fordelagtigere end andre,
ndr a) der er tale om investeringer, som alle alkaster samme effektive eller
interne rente, nir b) denne rente er den hojeste, investor har mulighed for at
opnd, samt nir ¢) investor kan anbringe ethvert disponibell belob nu og i
fremtiden til den pdgxldende rente. Er disse forudsaininger til stede — og
det synes de at veere i artiklen — kan man roligt slette det lille sporgsmailstegn,
som forfatteren har haftet ved veerdien af begrebet intern rente.

Har investor derimod mulighed for at opnia bedre forrentning udenfor
i-gruppen end 100 - {9, p.a., evt. fordi renten af hans geld overstiger inve-
steringsrenlen, ma diskonteringsrenten 700 - s vaere storre end 100 - 1. Dette
vil ifelge [4] fore til, at wy << 1, som indsat i [8] giver: Wg << 1 for enhver
veerdi af n % Vierdien bliver desuden mindre, i jo lengere tid man mi nojes
med 100+ 9% i stedet for den hojere forrentning 100 - s %, p.a.

Er investor efter at have valgt en investering indenfor {-gruppen afskaret
fra yderligere placering af penge til 700 - { %, i rente, mi diskonteringsrenten
100 - s veere lig den hojeste rente, han kan opni udenfor i-gruppen. Er denne
rente mindre end 700 - i, bliver wy, > 1, som indsat i [8] giver Wy > 1 for
alle verdier af n. I detle tilfelde vil fordelen wved investeringer indenfor
i-gruppen blive starre, i jo lengere tid investor kan oppebwzre 100 - {9 p.a.
af sine penge i stedet for kun 100 - s 9%, p.a.

Dette er der i og for sig ikke noget meerkeligt i, og det er blot en videre-
forelse af det her omhandlede princip, der gor, at Poul Winding med rente-

L. Dette resuital ndr ogsi forfaiteren (il i fovmel (F4a) under dea straks derelter opgivine anlagelse,
al s = I,

2. Investor vil derfor ikke have nogen anledning il at vielge investeringer af i-gruppen, med
mindre omkostningerne herved tilpasses i nedadgdende retning, Prisreaktioner af denne art
ligger imidlertid udenfor rammerne af analysen,
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forudsmetningen: { > s finder en opltimal lobelid under valget mellem en
rickke investeringskaeder, der alle afkaster 100 -i9%, p.a. i effektiv rente.
Lobetiden af de annuiteter, der indgir i en af forfatterens investerings-
kader, er nemlig ikke eneafgorende for den udskvdelse af tilbagebetalin-
gerne, som cr til fordel for investor. Her spiller ogsi de til lobetiden bundne
reinvesteringer en stor rolle. At lobetiden n er fordelagtigst, vil — noget
unojagtigt udtrykt — blot sige, at n bestemmer den kombination af lobetid
og reinvesteringsplan, som forer til den »lengsle« gennemsnitlige anbringel-
sestid 1 den tilsvarende investeringskade.



