LINEAR PROGRAMMING
I PRODUKTIONSTEORIEN
I11

Af SVEN DANGY

VI, Forudsetningerne for anvendelse av linear programining.,

A, I de to foregiende artikler®) er det vist, hvorledes en virksomheds
produktionsstruktur kan beskrives og dens allokeringsproblemer loses ved
hjzlp av en linemr programmeringsmodel. Anvendelsen av denne metode
bygger pd en rwkke postulater og forudswmtninger, hvorav nogle er fwclles
med traditionel marginal produktionsteori, medens andre er specielle for
linear programming. Spergsmalet er nu, om disse forudsatninger kan antages
at veere opfyldt i virkeligheden og praktisk relevante, og hvad man kan gore,
hvis det ikke er tilfeldet.

De fleste av antagelserne kan, som navnet linear programming antyder,
formelt rummes under betegnelsen linearitet, taget i videste forstand. De
produktions- og allokeringsmodeller, vi har beskrevet, er lincwre savel 1
selve produktionsrelationerne, og dermed 1 de betingelser, under hvilke man
soger et maximum, som i det udiryk, der bruges som kriterium pé& opti-
malitet.

B. For at begynde med det sidste: Vi har overalt forudsat, at profitten er
et linewrt udtryk i produkt- og faktormangderne, hvadenten det nu er de
totale mangder, der indgir i en kontinuert og differentiabel produktions-
funktion, eller det er de maengder, som indgir i den enkelte proces. Dette
betyder — foruden at der er constant returns to scale, hvorom senere — at
virksomheden antages at vare meengdetilpasser i@ et fuldkomment konkur-
rencemarked for produkter sivel som faklorer. Det vil dbenbart i mange til-
feelde veere en urealistisk forudsetning, vel iser pd produktsiden.

I traditionel statisk produktionsteori volder dette dog ingen principielle
eller analytiske vanskeligheder. Det gar uden videre at udlede betingelserne
for maximal profit under givne produktionsbetingelser, nir produktpriserne

1y Cand., polit. universitetsadjunkt, Kobenhavns Universitet.
%) Nationalakonomisk Tidsskrift 1955, haefle 3-4 og hmfte 5.6. Litteraturhenvisningerne refererer
lil bibliografien efter den forsie arlikel.
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istedet for al vaere givne parametre er funktioner av de respektive producerede
og avsalle mengder (avseiningsfunktionerne), og faklorpriserne tilsvarende
avhanger av, hvor store mengder virksomheden vil kobe (tilbudsfunk-
tionerne). Produktpriserne blir da blot i den analytiske losning erstattet med
grienseindleglerne, faktorpriserne med greenseudleggene ete. I de saed-
vanlige geometriske avbildninger betyder det, at de isokost- og iso-indtaegts-
linjer, der skal tangere isokvanter og transformationskurver, blir krumme
kurver i stedet for relte linjer, at grienseindtegten blir faldende ete, Alt dette
er velkendl og skal ikke omitales niermere her.

[ linear programming gir det knapt sia glat. Den geometriske losning vil
nappe volde vanskeligheder — ogsa langs en ikke-differentiabel isokvant
kan man uden videre finde tangeringen med en krum isokostlinje — men
den analytiske og numeriske losning Ll et programmeringsproblem blir i
almindelighed mere kompliceret, nir det udtryk, der skal maximeres under
en linezxer produktionsstruktur, ikke Liengere er linewert; matematisk er pro-
blemet ikke ganske det samme som for. I visse simple tilfielde kan man dog
i prineippet klare sig med de kendte hjelpemidler. Hvis f. eks. faktorprisernc
er givne, alle faktorer er variable, og der kun fremstilles ét produkt, kan
man pd ssedvanlig mide finde minimalomkostningskombinationen for en
vilkirlig produkimiengde, og man har da samtidig fundet expansionsvejen,
idet den samme proces vil vaere optimal ved ethvert @; greenseomkostningerne
langs denne expansionsvej (der er konstante) kan da let bestemmes, og kender
man avseiningsfunktionen, findes det optimale  ved hjaelp av betingelsen
grienseombhkostninger = grienscindtaegt. Man ser, hvorledes losningen udledes
ved en kombination av linear-programming-metoder og marginal analyse.

I mere komplicerede tilfzelde gir det ikke sd glat, men der er blevet ud-
ledt metoder til analytisk og numerisk losning av programmeringsproblemer,
hvor man approximerer produkternes avswetningskurver og faktorernes til-
budskurver ved rette linjer; profitudtrykket blir da av 2. grad, hvorav he-
tegnelsen »quadratic programming«). Denne metode er ligesom vort simple
eksempel ovenfor en blanding av linear-programming-metoder og marginal-
analyse. En anden metode, som kan anvendes ved prisdiskrimination, gar
ud pi, at avsetningskurverne approximeres ved diskontinuerte trinfunk-
tioner?). Vi skal i evrigt ikke gi nxrmere ind pd dette.

C.  Linear programming, anvendt som vi har gjort det, lader profitmaxi-
mering viere krileriet pa optimalitet og posfulerer sdledes, al virksomheden
handler rationelt®). Det samme gor i regelen traditionel produktionsteori; vi
skal derfor ikke komme nzermere ind pad holdbarheden av denne forudsaet-

1y . Dorfman (18a1), kap. 111

2y JIr. Charnes, Cooper & Henderson (1953), pp. 19 L

3} Vi ser her bort fra sporgsmélet om, under hvilken tidshorisont profitten ber seges maximeret,
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ningl), men skal nejes med at pege pd, at det altid vil vaere relevant at sporge:
hvorledes skal en virksomhed handle i en given situation, hvis den skal
opni storst mulig profit? Linear programmering er en metode til at besvare
konkrete sporgsmil av denne type, snarere end en model, der tilsigter en
beskrivelse av virksomhedernes faktiske adferd.

D.  Lad os dernmst se pi de relationer, som beskriver selve produktions-
strukturen i virksomheden. Linear programming postulerer en linewr pro-
duktionsmodel. Dette vil n;ermere sige, at hvis man har en vilkirlig kombina-
tion av sammenhorende produkt- og faktormamengder, der tilfredsstiller mo-
dellen, sa vil enhver anden kombination med de samme proportioner
mellem inputs og outputs ogsa viere mulig indenfor modellen; m.a.o., har
man et st av relative tekniske koefficienter, definerer de — behorigt nor-
meret — en proees, som kan drives med enhver positiv intensitet, bortset
naturligvis fra, at faktorknapheder ete. kan s@lte en greense for expansionen.
Dette linearitetsbegreb?®) indcholder, som man vil se, to postulater, der dog
hxnger neje sammen. Det forudsmlter nemlig dels, at produkt- og faktor-
meengderne er kontinuerfe variable (dvs. delelige), dels, al en proportional
rariation i alle produkt- og faktormamngder undtagen ¢én mndrer denne i
samme forhold (consiant returns fo scale), siledes at ogsa procesintensiteterne
er konlinuerte (delbare). Det sidste ses at forudsmtte det forste; omvendt
har det varret haevdet, at man altid vil fa en proportionalitetslov, nir produk-
ter og faktorer er fuldt delbare. Det hele er i evrigt neje forbundet med
sporgsmilet om, i hvilke enheder man skal male produkt- og faktormeangder.
Problemet har interesse ogsi for traditionel marginal produktionsteori, der
jo kan formuleres i proces-terminologi, nir produktionsfunktionen kan for-
udsicttes at viere homogen, sidledes at der gaelder en proportionalitetslov.,
Manglende delbarhed forekommer navnlig i faktorm@ngderne, specielt i
den faste kapitaludrustning. Bygninger, maskiner o. lign., der kun anvendes
i et ringe antal store enheder i den enkelte virksomhed, er udpraget diskon-
tinucrte variable. Denne omstendighed er imidlertid ikke helt s& generende,
som det forst kunne se ud til. Sagen er jo den, at det ikke si meget er de
varige kapitalgenstande selv som deres ydelser, der forbruges i en produk-
tionsproces, kombineret med arbejdskralt og andre lebende inputs; disse
ydelser og dermed ogsit den producerede maengde er i almindelighed fuldt
ud delbare, saledes at de kan behandles som kontinuerte variable 1 modellen.,
De restriktioner (bibetingelser), under hvilke man seger en optimal lesning
i linear programming, vil netop oftest gd ud pd, at nogle av faktorerne er
1y Et forsvar for rationalitetspostulatet findes hos Dorfman {i851), pp. 3 [ 0g 79 L.
73 I videre forstand omfatter linearitet i et programmeringsproblem alt, hvad der gir anledning
til, at problemet formelt kommer (il at gh ud pd maximering av cn linewer funktion under linesre
bibelingelser, herunder linerer form pd eptimalitetskriterict og additivitet (se nedenfor).
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faste (knappe), og for varige faktorers vedkommende udtrykkes delte ved,
at det samlede forbrug av hver enkelt faktors ydelser ikke mi overstize fak-
torens kapacitet milt i ydelsesenheder, f. cks. maskintimer pr. periode.
(Restprocessen for den pigweldende faktor tar sig da av den udnyttede
kapacitet).

Men volder det nu ikke vanskeligheder, at man ikke kender prisen pa en
enhed av en varig faktors vdelser? Man kender prisen pi en maskine av
den og den type, men hvad koster en maskinlime? Det avhienger av maski-
nens levetid, og den kender vi ikke med sikkerhed ex ante. Hvad hjwxlper
det at ha delbare faktorer, nfr faktorpriserne ikke er defineret for de samme
enheder, og man ikle kan omregne pa rationel basis uden vilkarlighed?

Dette behover imidlertid ikke bekymre os, nar de varige faktorer er faste
faktorer, thi omkostningerne til dem er uden betydning. De faste omkost-
ninger skal betales, uanset hvorledes de givne meengder av faktorydelser i
perioden blir fordelt pd de forskellige aktive processer og restprocesser, og
vi behover derfor ikke ta hensyn til dem, nir vi soger den optimale udnyttelse
av anlaegget. I de numeriske regninger kan vi, som vi har set, betragte brutto-
profitten — indtegt minus variable omkostninger — som det udtryk, der skal
maximeres (ganske svarende til, at de faste omkostninger ikke indgar i
graenseomkostningerne ved den sadvanlige marginale betragtning). Vi be-
hever ikke engang altid indfore de faste faktorers vdelser som explicite
variable 1 modellen; ved enkeltproduklion kan kapacitetsgrienser ligesi
godt udtrykkes som restriktioner direkte pa procesintensiteterne.

Hvad homogenitet i produktionsfunktionen angir') (proportionalitetsloven,
constant returns to scale), lyder det pa forhiind ganske plausibelt, at en for-
dobling av alle inputs gir den dobbelte produktmeengde. Det er naturligvis
et empirisk spergsmil, om de konkrete produktionsfunktioner, man kom-
mer ud for, i almindelighed er homogene. Produktionsfunktionens form og
egenskaber avhienger dog til en vis grad av, hvordan man definerer sine
inputs og outputs, og i hvilke enheder man miler dem. Hvis man i sin model
opererer med teknologisk veldefinerede, homogene inputs, siledes at to for-
skellige enheder av samme input er teknisk hell ekvivalente®), har man for-
modentlig storre chancer for at fi constant returns to scale i den pageldende
proces, i hvert fald som en brugbar approximation indenfor et rimeligt pro-

N For nermere diskussion av denne forudsiclning i almindelighed se £, cks. Chamberlin (19483,
Frisch (1946) pp. 64 ., Samuelson (1948) pp. #3 T, og Schmidt (1939) pp. 279 1. Specielt med
henblik pd linear programming se Chipman (1953 b) p. 114 og Dorfman (1951) p. 82 samt Koop-
mans (1951 a) p. 6.

’) Flere av de gengse lmrebogseksempler pd fkke-homogenitet 1 produklionsfunktionen (jir,
eksemplet med kedler, hvis rumfang vokser mere end proportionalt med den meengde metal, der
medgir) har deres rod i, at dette krav ikke er opfvldt. Det samme gielder produktionsfunktioner,
hvori der optrieder et vagt og uklart defineret input »kapitale, — For nermere diskussion se
Schmidt (1939}, loc. cil.
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duktionsinterval; at processen drives i storre skala, betyder jo i dette tilfeelde
simpelthen, at den samme kombination gentages. — Det er 1 ovrigt ikke altid
umuligt at lese programmeringsproblemer, nir proportionalitetssloven ikke
geelder?), selv om homogenitet un:egtelig er en hojst bekvem simplificerende
forudswetning.

E. Endnu et postulat av linceer karakter er den forudsatning, at de for-
skellige processer i et program er additive. Denne forudsetning er vaesentlig
og karakteristisk for linear programming, hvor man typisk vil fa lesninger,
der er linezre kombinationer av flere processer; i marginal produktionsteori
derimod vil sidanne kombinalioner i almindelighed viere inefficiente?).

At en proces er additiv med sig selv, siledes at man f. eks. kan fordoble
samtlige inputs og outputs, der indgar i den, felger allerede av, at der er for-
udsat constant returns to scale; herudover postulerer linear programming,
at ogsi punkter tilhorende forskellige processer kan adderes, faktor for faktor
og produkt for produkt. Dette betyder rent konkret, at de tekniske Loefficienter
i en proces er uavhwngige av, om man sanlidig bruger en anden proces, og uav-
haengige av dennes intensitet. Det er muligt at teenke sig eksempler, hvor dette
ikke er tilfwldet; . cks. kan stoj- eller rogplage fra én proces medfore nedsat
arbejdsproduktivitet, dvs. storre arbejdskoefficient, 1 en anden. Omvendt
kunne man miaske ogsa forestille sig processer, der stimulerer og stotter hin-
anden, pavirker hinandens koefficienter i gunstig retning, nir de drives
samiidig. Men alt 1 alt er der neppe grund til at tro, at dette spiller nogen
storre rolle 1 de konkrete problemer, man kommer til at sta overfor, undtagen
i helt specielle tilfelde.

F.  Den avgerende forskel mellem linear programming og marginal pro-
duklionsanalyse er den, at der er diskonfinuert subsiilution i linciere program-
meringsproblemer; der arbejdes med en produktionsfunktion, som er kontinu-
ert, men ikke differentiabel, idet den kan udspaendes ved et endeligt antal ele-
mentere processer?), Sporgsmilet er nu, hvorvidt dette er relevant og realistisk.

I visse specielle tilfwelde ligger det umiddelbart i selve problemets natur, at
der kun er et endeligt antal processer. Dette gmelder f. eks. dimiproblemet,
hvor der er én og kun ¢én proees for hvert av de neringsmidler, der indgar i
dizeten. Men linear programming praetenderer at ha et langt videre anvendel-
sesomride indenfor produktionsteorien.

Forudsminingen om kontinuert substitution, der ligger til grund for den
traditionelle behandling av produktionstilpasningsproblemet, synes ofte at

o
viere bereitiget indenfor landbrugef. Her kan samme miengde av produktet
Ty Jfr. Koopmans (1951 a), p. 6.
%y Borlsel [ra de tilfelde, der omtales av Gloerfelt-Tarp (1937).
%) Dorfman taler derfor om endelighedspostulatet, hvor vi taler om diskonlinuert substitution,

Jir. Dorfman (1951}, pp. §1 T

4%
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(f. eks. korn) fremstilles med forskellige kombinationer av arbejdsindsals,
jordmengde, godning ele.; det er muligt al variere mmengdeforholdet mellem
disse inputs infinitesimalt, og ved partiel tilpasning av arbejdsindsalsen pi
et givet jordstykke fir man en proportionsloy av den velkendte type. Her er
den marginale betragining dbenbart pa sin plads. Dette forudsmtter imidler-
tid, at »jord« er en teknisk homogen produktionsfaktor; hvis der er tale om
et (endeligt) antal givne jordstvkker av forskellig kvalitet, vil det ofte vaere
naturligt at betragle dem som lige s mange forskellige inputs, og der kommer
da et clement av diskonlinuitet ind i modellen.

Indenfor indusirien er det swerlig substitution mellem arbejdskraft og kapi-
tal, der har interesse. Den industriclle udvikling har veret karakteriseret ved,
at man er giet over til relativt mere kapitalkreevende udstyr og til gengaeld
har sparet pid arbejdskraften. Med nogen velvilje kan denne overgang til
hojere teknik beskrives som en kontinuert substitution indenfor en produk-
tionsfunktion med arbejde og kapital som inputs, nir blot man gor sig klart,
al »Kkapilal« lige si lidt som »jord« — eller for den sags skyld arbejdskraft —
er en teknologisk homogen produktionsfaktor. Der er tale om et abstrakt
kapitalbegreb, som dieklier over en hel skala av konkrete fremtraedelses-
former, kvalitativt forskellige og teknisk inkommensurable realkapitalgen-
stande (redskaber, maskiner av forskellige typer, etc.)!). Men ved total til-
pasning i det lange leb er den teknologiske valgfrihed sd udstrakt, at det ikke
synes urimeligt at tale om kontinuert substitution; antallet av mulige tckniske
processer til fremstilling av samme varem:engde er praktisk talt uendeligt?).

Men nir vi ser pd en konkret industrivirksomheds tilpasning i det korte
lob, er problemstillingen en anden. Virksomheden rider over et fast anlag
bestiende av en rmzkke forskellige realkapitalgenstande eller delanleg —
bygninger, forskellige slags maskineri osv. — og ensker at udnytte det opti-
malt, dvs. maximere sin profit indenfor de begrensninger pi handlefriheden,
der kommer av, at anlxgget er fast. Her er det ikke relevant at betragte
anlaxgget under eet som udtrykt for en bestemt given mangde kapital. Pro-
duktionstilpasningen bestir i, at virksomheden fastsetter de forskellige
inputs og outputs, sa vidt det er foreneligt med produktionsbetingelserne og
faktorrestriktionerne; og at man har et fast anlaeg, betvder normalt, at der
er flere inputs, som kun findes i begraenset mengde. Der kan f. eks. vare
flere parallelle eller sideordnede avdelinger, der hver kan producere op til
en bestemt kapacitetsgreense; eller produkterne passerer gennem flere succes-
sive produktionstrin med hver sin kapacitet. Der er lige si mange restrik-

1y Bremns — med vdgangspunkl @ Jentzen — understreger slierkt, at hvis »subslitution mellem
arbejde og kapitald skal dekke over en realilet, mé det forstds som det, at en type realkapital
erstattes av en anden (der ogsd bar en anden arbejdskocllicient). Jir, Brems (1952 a), p. 583, og
(1952 b), p. 210 1,

%) Jr. Dorfman (19531), pp. 87 1.
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tioner pa problemet, som der er faste faktorer. (I et konkret problem har
man naturligvis en vis valgfrihed m.h.t., hvor mange variable man vil operere
med i virksomhedens produktionsfunktion; et kompleks av inputs kan ofte
med fordel betragtes som én faktor. Sporgsmilet md avgores ud fra hen-
sigtsmzessighedssynspunkter. Det gaelder om at fi alle relevante kapacitets-
graenser udirykt i modellen; og de inputs, man opererer med, bor vaere fuld-
stzendigt teknologisk specificerede og homogene). Man har bundet sig til be-
stemte konkrete ikliedningsformer for kapitalen og kan derfor kun valge
imellem — og eventuelt kombinere — et begrienset antal metoder til frem-
stilling av produktet?).

Et eksempel, hentet fra Dorfman?), vil gere dette klart. En virksomhed
fremstiller en eller anden vare i et fast anlweg, der er sammensat av flere
parallelle »avdelinger«, som ikke er lige eflektive; hver avdeling har en be-
stemt kapacitet. Det kan f. eks. veere flere teknisk adskilte bedrifter eller del-
anlaeg, hvor den bedste har et helt moderne kapitaludstyr, medens de gvrige er
udstyret med mere eller mindre forzldet maskineri; ogsd de to eller tre skift
ved flerholdsdrift kan betragtes som sidanne »avdelinger«. Det er nu klart,
at det vil avheenge av avszetningsforholdene for produktet (i et konkurrence-
marked: produktprisen), hvor mange av avdelingerne der vil blive taget 1
brug i en given periode. Kan virksomheden kun lige fi dmekket omkostnin-
gerne i den mest effektive avdeling, vil de ovrige avdelinger ligge stille; ved
en noget hojere pris lenner det sig at ta den naestbedste avdeling i brug; og
si fremdeles. Der blir altsé tale om at kombinere flere tekniske fremstillings-
metoder®); hver avdeling (bedrift, skift ete.) har sin tekniske produktions-
funktion. Hvis man specielt antar, at hver av disse produktionsfunktioner
er en linezxr proces med faste tekniske koefficienter, er tilfzeldet dbenbart
egnet for linear programming. Der er meget, der taler for, at denne antagelse
ofte vil viere berettiget i industrien, navnlig nir det gwmlder kompliceret
maskineri, som er konstrueret til en ganske bestemt bemanding, har et be-
stemt kraftforbrug etc., sdledes at arbejdstid-, maskintime-, energi- og rastof-
koefficienterne er konstante regnet pr. enhed av produktet?). Tilfreldet gir
da anledning til en omkostningsfunktion av form som vist pa fig. 10%); der er

1y Det samme geelder selv ved total tilpasning i det ikke-alt-for-lange lob, hvor »teknikken ikke
er kontinuerti; ndr virksomheden skal anskafTe f. eks, en maskine til et bestemt forméil, mi den
valge mellem del begreensede antal maskintyper (-modeller), der findes pd markedet.

2y Jir. Dorfman (1951), pp. 16 {I. — Tilfweldet er allerede omtalt i artikel I, p. 115 nole 2,

5y I Gloerfelt-Tarp’s terminologi: en heterogen fremstillingsproces.

4 Jir. . eks. Dorfman (1953), p. 803. — Brems har specielt behandlet sddanne processer, se
Brems (1952 a) og {1952 b).

En forsker som Janfzen har altid, ud fra sine erfaringer som praklisk arbejdende tekniker,
hevdet, at forudsetningen om faste koefficienter er seerdeles realistisk i industrielle produktions-
processer.

5y Artikel 1, p. 114.
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et knxek i kurven for de variable totalomkostninger, og et tilsvarende spring
i grenseomkostningskurven, for hver gang man passerer en Kkapacitels-
griense of md ta det »neeste« anlieg i brug. I store traek kan det samme be-
skrives ved en kontinuert og differentiabel kurve (den, som man ville fi
ved partiel tilpasning indenfor en kontinuert produktionsfunktion med
nkapital« som fast faktor); men niar man i princippet sigter pa praktisk
anvendelse av modellen til numerisk losning av konkrete virksomheders til-
pasningsproblemer, bor man ikke se bort fra mulige diskontinuiteter, men
tvaertimod formulere sin model siledes, at de trieder explicit frem. De er jo
udtryvk for noget hejst reelt, nemlig at virksomheden er underkastet et be-
stemt antal specifikke tekniske kapacitetsgrienser (og har proportionale om-
kostninger pi hvert kapacitetstrin), noget, som man kun kan se bort fra i en
meget bred, almindelig, teoretisk beskrivelse av produktionsforholdene.

Nu er dette, som man let ser, et meget specielt eksempel pa et linezrt
programmeringsproblem. Processerne er nemlig ikke interdependente; hvert
av de inputs, for hvilke der gelder kapacitetsgraenser, indgér kun i én proces,
siledes at der ikke er nogen faktorrestriktioner, der er fivlles for flere proces-
ser. Den ene proces tar ikke noget fra den anden av de knappe inputs. Som
folge herav kan processerne betragtes uavhmngigt av hinanden; for hver
enkelt proces gmlder det, at hvis profitten pr. enhed produceret i den er
positiv, skal man udnytte kapaciteten fuldt ud, og er stykprofitten negativ,
skal man indstille driften i den pigmeldende proces, aldeles uanset intensi-
teterne i de andre processer. Den oplimale losning er altsié umiddelbart ind-
lysende ved inspektion, og man behover ilke foretage komplicerede linear-
programming-bheregninger, men kan straks udlede omkostningsfunktionen.
— Formelt yirer det specielle ved tilfeldet sig i, at man har lige s mange
aktive processer, som der er restriktioner, og at den kvadratformede koeffici-
entmatrix for de k faste faktorer, som derved fremkommer, har nuller pa
alle pladser udenfor diagonalen?).

| P Py N | Restriktioner
x | 1 1 '
¥y |_"-"n 0 0 I = ;:_
1y 0 g 0 ' = E,
by 0 0 g | = o
B | Uym g m Ggm l

Lad os ta et andet cksempel — ligeledes hentet fra Dorfman®y — hvor der
virkelig er tale om interdependente processer, altsd processer, som indbyrdes

1y Ligesom i diztproblemet, hvor der dog er flere produkter.
) Jfr. Dorfman (1953), p. 793 T,
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konkurrerer om de knappe inputs. En automobilfabrik, der fremstiller 2
produkter: personbiler og lastvogne, bestir av 4 avdelinger med hver sit faste
anleg, der har en bestemt kapacitet. I den forste blir der presset plader, i
den anden samlet motorer, og nr. 3 og 4 er samleavdelinger for de to slags
automobiler. Personbiler og lastvogne fremstilles i hver sin proces med faste
koefficienter, og processerne er interdependente, fordi begge produkter pas-
serer igennem avdeling nr. 1 og 2. Idet v,—v,; er de fire avdelinger (eller
rettere mengderne av deres vdelser) og v,—uv,, de variable inputs (arbejds-
kraft, materialér ete)), medens x; og 2, er produktmmengderne, fir vi en
matrix av folgende form:

[ P, P, | Bestriktioner
ay | by 0
Ty I 0 by |
v | e an | =
iy : ityg  flag | It
oo My 0 i =
Iy D LLEY i £ iy
|
"m alm a!m |

I et tilfielde som dette slar intuitionen ikke til; den optimale udnyttelse av
virksomhedens samlede faste anlaeg ma beregnes ved linesere programmerings-
metoder,

I begge eksempler ser man, hvorledes virksomheden er i stand til at sub-
stituere og kombinere diskrete processer, I det forste eksempel er dette udtryk
for, at man kan fremstille samme vare ved hjelp av et endeligt antal alter-
native former for realkapital. Dette kan beskrives som en indirekte, diskon-
tinuert substitution mellem arbejdskraft (4 andre variable faktorer) og
kapital; men teknisk set er der i virkeligheden snarere tale om en diskon-
tinuert substitution mellem flere slags realkapital, idet hver av dem definerer
en proces. I intet av tilfzeldene er der tale om substitution mellem pd den
ene side arbejdskralt m.m. og pd den anden side en bestemt type realkapital.
Det vil sikkert ogsi viere vanskeligt at finde praktiske eksempler pi, at en
given meengde av samme vare kun kan fremstilles ved et endeligt antal
alternative kombinationer av de samme to konkrete imputs — hvorfor skulle
der netop eksistere méske 2 eller 3 mulige smt av tekniske koefficienter? Det,
som gir anledning til et endeligt antal mulige elementzere processer, er snarere,
at der kun findes et endeligt antal kvalitativt forskellige inpuls (det forste
cksempel ovenfor) eller et endeligt antal outputs (det anden eksempel),
der hver definerer sin limitalionale proces, Det er derfor nok mere plausibelt
at antage, at enten er der kun 1 mulig proces (en limitational proces) for hver
type realkapital, og i si fald er der ikke andre substitutionsmuligheder end
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at crstatte den ene konkrete type realkapital (f. eks. maskintvpe) med den
anden; eller ogsi er der bide kontinuert teknisk substitution mellem arbejds-
kraft og hver enkelt maskines ydelser, og valg mellem forskellige maskin-
typer?). I det forste tilfaelde — det, som umiddelbart er egnet for linear pro-
gramming — skal man altsi nmppe vente at finde flere processer, som
har alle inputs fwlles, men snarere processer, som avviger ved, at der
ikke indgir de samme inputs i dem; m. a. o., der vil i almindelighed veere
en del nuller i matricen. (Grafisk viser det sig i, at todimensionale diagram-
mer som fig. 5—7 ikke vil kunne forckomme; for hver ny proees, der ind-
fores, kommer der samtidig en ny dimension ind, og de forskellige proces-
striler ligger ikke laengere i samme plan). Men det er pi den anden side klart,
som allerede nievnt, at kontinuert substitution — det andet tilfielde — kan
approximeres ved et endeligt antal processer, og i sa fald vil der optraede
flere alternative kombinationer av de samme faktorer (fig. 8).

G. Det fremhaxves endelig som karakteristisk ved linear programming, at
denne metode explicit bringer til udtryk, at de indgdende variable skal veere
ikke-negative®); en komplet liste over de bibetingelser, under hvilke profitten
skal maximeres, omfatter ogsa det krav for hver enkelt intensitetet, at den
skal veere storre end eller lig med nul, sdledes at optimum mé seges blandt
de ikke-negative lesninger til ligningssystemet. En lesning med negative
intensiteter har ikke nogen ekonomisk mening, eftersom man normalt ikke
kan vende en produktionsproces pi hovedet og fremstille inputs av outputs.

Imidlertid ma det veere underforstict som en selvfolge i al skonomisk
teori, at man ikke kan bruge lesninger til en model, som er skonomisk
meningslese, f. eks. — med visse undtagelser — negative priser og mengder.
Der mi altid stiltiende gwlde et st »boundary conditions«, som forbyder
noget sidant, og der kan let nzevnes eksempler pd, at en losning forkastes,
fordi den antages at implicere en negativ pris el. lign.?). I alle numeriske
modeller, ikke blot linear-programming-modeller, mi kravet om ikke-negativi-
tet explicit udtrykkes ved de fornedne boundary conditions?),

H. De linear-programming-modeller, vi har beskrevet, er rent sfatiske;
der er ikke tale om, at man betragter flere perioders produktion og kader

1) Det sidsinzevnte, mere generclle tillizlde er behandlet av Gloerfelt-Tarp, der viser, hvorledes
ogsh det — ligesom det forsle lilficlde, der md behandles ved linear programming — gir anledning
til kombination av flere fysisk adskilte produktionsprocesser. Jir. Gloerfelt-Tarp (1937), pp. 270 1,
#) En anden sag er, at inputs ofte — sdiledes i input-output-analysen — bekvemt kan belragles som
negative outpuls. Tkke-negativitelskravet refererer sig til procesintensiteterne,
¥y Jir. f. eks., at Klein forkasler den klassiske renteteori, ndr skering mellem opsparings- og
investeringskurven gir negativ rente. Se Lawrence Ii. Klein: The Keynesian Revolution. London,

1950, pp. 84 1.
4) Siledes f. eks. i J. Tinbergen: On the Theory of Economice Policy. Amsterdam, 1952,
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dem sammen. Der er imidlertid intet i vejen for, at modellen kan generaliseres
pa delte punkt, siledes som det kan vare relevant, niar man interesserer sig
for en virksomheds viekst i tiden. Der kan da f. eks. blive tale om interdepen-
dens i tiden derved, at en periodes output optrieder som input i neaeste periode.
Man fir da en dynamisk model, som meget ligner den statiske. Vi skal i
pvrigt ikke gi nzermere ind pi dette?).

IX. Avslultende bemerkninger.

A. Vi skal nu forsege at gere op, hvilke konklusioner der kan drages av
det foregaende, specielt m.h.t, linear programming's teoretiske og praktiske
anvendelighed.

Den neoklassiske produktionsteori kendte stort set kun de to 1 en vis for-
stand ekstreme tilfielde m.h.t. produktionsfunktionens form: limitationalitet
(dvs. fuldstzendig mangel pd substitutionsmuligheder) og kontinuert substi-
tuerbarhed indenfor en differentiabel produktionsfunktion. Man kan sige,
at man forst i den sidste halve snes ir har fiet udfyldt mellemrummet, idet
linear programming har behandlet de tilficlde, hvor der kun er et endeligt
antal elementere set av tekniske koefficienter (omend disse diskrete proces-
ser kan kombineres lineeri i ethvert forhold).

S4 helt nyt er det dog ikke altlsammen — naturligvis, fristes man {il at sige,
har der veeret tillob fra forskellige sider.

Det er sdledes et gammelt og velkendt trick at approximere en ikke-lineer
funktion i okonomien ved successive linecere trin. En generel behandling av
egentlige diskontinuiteter i produktionsfunktionen (eller rettere: 1 dens partielle
avledede) er givel av Samuelson?). Udgangspunktet er et lidt andet end i
linear programming, idet formilet ikke alene er analytisk beskrivelse og ud-
ledning av det optimale tilpasningspunkt, men nok s meget er at udlede
restriktioner pd formen av faktoreftersporgselsfunktionerne. Men hans be-
handling av diskontinuiteter er mere generel end linear programming, idet
den ikke forudsatter, at produktionsfunktionen er homogen, eller at iso-
kvanter og produktivitetskurver er sammensat av rette linjestvliker; det er
tilstreek keligt, at de har knwek i et antal punkter. — Til gengeeld gir den ikke
som linear programming en metode til analvtisk og numerisk losning av
konkrete allokeringsproblemer.

Selve procesbegrebet, der spiller en central rolle i linear programming, er
en gammel traver; Walras’ konstante tekniske produktionskoeflicienter byg-
ger pd den samme tankegang, og den limitationale produktionsmodel for
den enkelte virksomhed har lenge vaerel kendt (ordet limitational er dannet
av Frisch). Den tanke, at flere processer kan kombineres, saledes at der frem-

Yy Der henvises til Dorfman (1933), p. 8§22, og (1951), pp. 86 1.
%y JIir. Samuclson (1948), pp. 70—81,
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kommer en avledet proces, har som tidligere nmevnt vaeret foregrebet av
Gloerfelt-Tarp — omend med et noget andet sigte end det, som linear program-
ming tar — der ogsd som den forste behandlede rester i en produktionsmodel
ved hjelp av restprocesser. Og med Zeuthen's teorem: at ved [aste tekniske
koefficienter vil man, nir man har flere metoder med forskelligt forhold
mellem ydelserne, anvende begge meloder, si lenge vdelserne findes i et
forhold, der ligger imellem de til produktionsmiderne svarende forhold?),
foreld hovedideen i linear programming — at der kan veere diskontinuert
substitution, og at dette kan gi anledning til kombination av flere processer —
faktisk klart udtrykt; der manglede kun det formelle analvtiske apparat til
numerisk lesning av konkrete problemer.

Trods disse tillob niede den neoklassiske produktionsteori ikke til at ind-
byvgge lilfieldet med diskret substitution i den almindelige teori for virksom-
hedens tilpasning. Og set udflra et abstrakt teoretisk synspunkt er det vel ikke
st meerkeligt. Den »rene«, formelle okonomiske teori plejer ikke at beskaeftige
sig med diskontinuiteter, nir den kan undgi det, efter at griensebetraginingen
er blevet indfort som analytisk hjelpemiddel i den ekonomiske teori. Man
antar fuld delbarhed, nir det ikke er i alt for Abenbar strid med realiteterne,
og forudsetter i det hele taget kontinuitet pa alle leder og kanter; ellers er
det jo ikke muligt at bruge infinitesimalregning, der unwsgtelig ogsi er et
hajst bekvemt analytisk redskab og forer til »prene« losninger?). Nir konti-
nuitetsforudsatningen kan antages i store trick at daekke de virkelige forhold,
er der si vist ingen grund til at bruge en diskontinuert model som approxima-
tion 1 teorien,

Men hvor der virkelig er tale om belydelige og ejensynlige diskonlinuiteter
— valg mellem et begreenset antal diskrete alternativer — kommer en reali-
stisk model ikke uden om at ta hensyn dertil; ganske saerligt gzelder dette om
en model, der pratenderer at kunne bruges ved praktisk, numerisk losning
av konkrete virksomheders tilpasningsproblemer pé rationelt grundlag. Her
kommer linear programming ind som en praktisk operationel metode, nir
ogsid de pvrige forudszininger — som vi har gjort rede for ovenfor — kan
antages at vere opfyldt med rimelig tilnzermelse; det geelder da om at bestem-
me de tekniske koefficienter i de enkelte processer, hvad der ofte er meget
simpelt.

B. Om disse forudsatninger er tilstede i en konkret situation, kan i al-
mindelighed ikke avgeres fuldstendigt ud fra aprioriske overvejelser. Man

1y Jir. Zeuthen (1942), p. 66.

Det var ogsd Zeuthen, der fandt pd at indfore rester som explicite variable i Walras' model, se
Zeuthen (1932),

) Nir Samuelson (Samuelson (1948) p. 81) hevder, at det generelle diskontinuerte tilfzlde i
virkeligheden er simplere end det specielle kontinuerte, skal det ibenbart tages med en skefuld salt.
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mi gi den i’nﬁjsnmmelige vej, al man i detaljer underseger — foruden natur-
ligvis markedsforholdene — den teknologiske struktur av den pigeldende
virksomhed, enten udfra foreliggende statistiske data for variationer i inputs
og outpuls eller ved at sporge ingeniorerne. Den sidste metode ma vel som
regel antages at gi de mest fuldstiendige resultater, bl. a. fordi der sjrldent
vil foreligge slatistiske dala, som dakker tilstrickkeligt store variationsinter-
valler for in- og outputs. Der er normalt mere at hente hos teknikerne, som
har det mest indgiende kendskab til produktionsprocessernes fysiske og
kemiske grundlag og til deres praktisk-industrielle udformning.

Meerkeligt nok synes der praktisk talt ikke at ha varet nogen okonomer,
der har interesseret sig for at undersoge konkrete industriclle produktions-
processer ud fra sidanne synspunkter i samarbejde med teknikerne?), for
sporgsmilet blev pitriengende aktuelt i forbindelse med input-output-ana-
lysen, hvor produktionsrelationerne indtar en helt central plads®). Grunden
har antagelig veeret den, at det forudsatter en vis teknisk viden hos skono-
men; ingeniorerne arbejder ikke med sidanne begreber som »produktions-
funktioner«, »faktorer« osv., — disse begreber er dem i regelen aldeles
fremmede — og det krever derfor et ret vanskeligt »oversmtielsesarbejde«
1 samarbejde med ingeniorerne, for man kan udnytte teknologiske data som
empirisk basis for ekonomiske produktionsmodeller. Men i princippet ma
det altid vaere muligt at foretage oversatielsen, idet man med udgangspunkt
ide tekniske (fysisk-kemiske) relationer, som ingeniorerne leverer, eliminerer
de variable, som iklke har direkte okonomisk relevans, siledes at man ender
med en produktionsmodel — ikke nodvendigvis bestiende av kun 1 relation
— hvori der kun indgir inpuls og outputs i okonomisk forstand, foruden
naturligvis en reekke parametre. At dette er muligt, turde fremgér av, at det,
som virksomhedernes praktikere il syvende og sidst ser som deres opgave,
netop gir ud pa at kombinere inputs og outputs med henblik pd ckonomisk
lilpasning.

Forst nir man siledes har dannet sig et indtryk av den teknologiske
struktur, under hvilken den skonomiske tilpasning skal finde sted, kan man
sige, hvilken analytisk metode der er den relevante til at behandle det kon-
krete problem med3).

Det er siledes klart, at hvis ingeniorerne ligefrem kan levere et st fysiske
og kemiske relationer, som forer til en kontinuert og differentiabel produk-
tionsfunktion, si vil den traditionelle produktionsanalyse i princippet kunne
anvendes direkte til numerisk losning av virksomhedens allokeringsproblem
(omkostningsminimering, profitmaximering). Hvis den tekniske information

1y Se dog Frisch (1935).

¥y Jfr. her Leontief and others (1953), Part IV.

%) De praktiske problemer, der blir tale om at lase, vil naturligvis i almindelighed veere vesentligt
mere komplicerede end de simple teoretiske modeller, der er analyseret ovenfor.
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derimod foreligger i form av kendskab til et antal diskrete processer, og
dette kan antages at viere udirvk for virkelig diskontinuitet i substitutions-
mulighederne — dvs. at kontinuert substitution er fysisk umulig, eller at
den i hvert fald er udelukket i den konkret foreliggende situation, fordi man
er bundet til et bestemt fast anlaeg eller til et begraenset antal maskintyper
ete. — kan der blive tale om at bruge linear programming, hvis de ovrige
forudsetninger for anvendelse av denne metode ellers er tilnermelsesvis
opfyldt.

Er situationen den, at vi nok kun kender et begreenset og diskontinuert
udvalg av linew®re processer, men at disse kan opfaltes som et udpluk fra en
kontinuert og i princippet differentiabel produktionsfunktion, si kan man
principielt bruge begge metoder, idet man enten soger at tilpasse en mate-
matisk funktion av passende form til sine tekniske data, bestemmer kon-
stanterne i denne produktionsfunktion og derpi leser sit problem ved
marginale metoder, eller man lader, som om der virkelig er diskontinuitet,
og bruger linear programming som ecn art interpolationsmetode. Ger man
det sidste, ma man som omtalt ovenfor blot vere klar over, at tolkningen av
en losning, som er en sammensat (avledet) proces, blir en anden, end hvis
der virkelig havde varet diskontinuitet 1 substitutionen,

Imidlertid, det meste av dette mé forblive hjernespind, indtil man har set
nogle eksempler pid konkret anvendelse av linear programming til numerisk
lesning av allokeringsproblemer i virksomheder. Der foreligger enkelte si-
danne undersagelser!), men man kan nmeppe pi indevierende tidspunkt sige
noget med sikkerhed om, hvor stort et anvendelsesomride linear program-
ming vil fi pd dette felt. En vis skepsis er miaske pi sin plads; det forekom-
mer en lille smule suspekt, at de fi konkrete eksempler, der foreligger, for-
trinsvis drejer sig om processer, der gir ud pa simpel blanding av ingredi-
enser (f. eks. fremstilling av forskellige benzintyper ved blanding av forskel-
lige réoljedestillater)®). Her har man naturligvis sterst chance for at fi op-
fyldt forudsetningerne for linear programming — en simpel fysisk blandings-
proces vil vel ofte vaere sii at sige naturligt homogen og additiv, jir. dizt-
problemet — men man ville gerne se metoden anvendt ogsi pa »egentlige«,
mere komplicerede produktionsprocesser. Men det md un:egtelig indrommes,
at det ogsd skorter pi eksempler, hvor den traditionelle produktionsteori er
blevet anvendt direkte til at lose konkrete numeriske problemer. Vort
empiriske kendskab til enkelte firmacrs produktionsfunktioner er endnu sére

1} Iser bor nevines de undersogelser, der er foretagel av Chornes m. fl. (se bibliografien).
) Jr. isier Charnes m. 1. (19532). Se opsd Dano (19335).

Koopmans® transportproblem — jir. Koopmans (ed.) (1931 a), kap. XIV; se ogsi Gale & Dane
(1934}, pp. 23 {. — er ligeledes et megel speciell »produktions«-problem. Det samme gelder Hildreth
& Reiter's anvendelse av linear programming pd avgroderolation i landbruget, se Koopmans {ed.)
{1951 a), kap. XI,
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begraenset!), skont det matte svnes en vigtig opgave at fi lidt mere hold pi
disse ting, lige sd vigligt som at undersoge f. cks. eftersporgselsfunktioner.
Det er nodvendigt bide for den okonomiske teoris egen skyld — den rene
produktionsteori sviever stadig lovlig frit i luften — og med henblik pa
praktiske anvendelser.

1y Det er belegnende for den almindelige forvirring, at mange forfaltere fremhaver kemiske for-
bindelser som skolecksempler pd produktion med limitationalitel, medens andre hevder, at den
kemiske industri nelop er et omrade, hvor man i mange tilfelde vil kunne vente kontinuert subslitu-
lion, — samtidig med, at de vigligste eksempler pd anvendelse av linear programming pa en konkret
virksomheds produktionsproblemer drejer sig om benzinproduklion, altsd fremstilling av el kemisk
produkt.

Hermed viere ingenlunde sagt, at kun en av de tre modeltyper kan viere relevant i denne industri-
gruppe. Det er tveertom meget sandsynligh, at der kan findes talrige cksempler pd alle tre. Man skal
blot viere forsigliz med at generalisere, si Lenge det empiriske grundlag er s svagt.



