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Af SVEN DANO

VI. Analytisk og numerisk losning av tilpasningsproblemet ved
linear programming.

A. I en foregiende artikel') er der gjort rede for den smrlige form, en
virksomheds produktionsfunktion og dermed dens tilpasningsproblem antar,
nir der i stedet for en kontinuert skala av substitutionsmuligheder kun stir
et endeligt antal processer (swet av tekniske koefficienter) til radighed. Vi
skal nu vise, hvorledes allokeringsproblemet kan leses analytisk og nume-
risk i disse tilfzelde, hvor den marginale analyse ikke kan anvendes, fordi
funktionerne ikke er differentiable.

Virksomheden antages kun at ha et endeligt antal processer til radighed,
og ud fra denne teknologiske viden (de tekniske proceskoefficienter) og
kendskabet til markedsforholdene (her priserne) soger den at maximere
sin profit, idet der ievrigt som bibetingelser er givet visse restriktioner pa
de disponible faktormzngder eller en specifikation av, hvor meget der
enskes produceret.

De teknologiske data — de tekniske koefficienter — kan skrives op i en
tabel (matrix), hvor hver kolonne (spjlevektor) reprmsenterer de tekniske
koefficienter i en proces:

P, Py e P,
kY 1 1 1
ty 1 My gy Tny
iy | it gy pz
v, | [ Ty f5 -

Tabellen leses pA den mdde, at til fremstilling av 1 enhed av pro dukte
i proces nr. i (P;) medgar der a;; enheder av faktor nr. 1, a;, enheder av

1) Nationalekonomisk Tidsskrift 1955, hefte 3-4. Litteraturhenvisningerne refererer til bibliogra-
fien efter denne forste artikel.
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faktor nr. 2, ele. En del av a’erne kan godt viere nul. Nir de tekniske input-
koefficienter siledes er beregnet pr. enhed av produktet, er det praktisk
at supplere dem med output-koefficienten 1 i hver enkelt proces. Produceres
der nu i, enheder av produktet i P,;, vil forbruget av de enkelte faktorer
viere agl, ank; osv. Den totale mmengde av produktet, der fremstilles i
alle processerne, blir da

It
r=2 At ...+, = N4,
=1

og de totale mengder, der medgir av de enkelte faktorer, blir

m

v = yhy F Ggdes + L @y = Dagd, (J=1,2, .. m),

i=1

Idet virksomheden nu antages ogsi at kende produkiprisen p og faktor-
priserne q;,4z,..., ¢, blir profitten pr. enhed produceret i P;

a

L FLIT

N4

It
-

L =P — 0y — falyg — . — Gty = P —
J

der er konstant, siledes at den samlede profit

2=z + A + . 42, = D 2

fe=1
blir et linezert udtryk i procesintensiteterne!). Det er dette udtryk, det gelder
om at maximere.
Problemet at finde den optimale faktorkombination for given produkt-
mangde (x=gx), nir alle faktorer antages variable (total tilpasning), kan
da formuleres siledes:

n
Find maximum av z = > z,d,;
e

n
under bibetingelsen >’ 4; = &;

m, a.0., det gelder om at finde et av de (her uendelig mange) st av A'er,
som tilfredsstiller bibetingelsen, der samtidig ger et linezrt udiryk i de samme
variable si stort som muligt.

1) Det vil ofte vare praktisk — navnlig ndr der er flere produkter — at normere en proces efter
en anden sterrelse end produkimengden; f. eks. kan man definere enheds-niveauet for en proces
ved, at profiften blir = 1; input- og outpulkoefficienterne blir da mélt pr. enbed av profit (i kr.) i
processen (hvorved outpulkeefficienten blir # 1}, og intensiteten skal nu tolkes som profilten;
den samlede profit blir da simpelthen summen av intensiteterne, — Delle er tilladeligt, fordi der
er proportionalitel mellem alle in- og outputs og profitten i hver enkelt proces, nir de tekniske
koefficienter og priserne er konstante; det er i og for sig ganske ligegyldigt, i hvilken absolut enhed
man miler procesintensitcten.
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Et problem av denne type vil man dog normalt foretrekke at formulere
direkte som et emkostningsminimerings- 1 stedet for et profitmaximerings-
problem. Det er umiddelbart indlysende, at det méd gi samme resultat for
A'erne; den lesning, som ger profitten z=r—c storst mulig, vil samtidig
gorec omkostningerne ¢ mindst mulig, nir salgsindtegten r (=p-2) som

her er konstant ifelge forudswetningen. Idet ¢; (= > q;a;;) er stykomkost-
i=1
ningerne 1 processen P;, blir problemet m.a.o.:

n
Find minimum av ¢ = >’ ¢4,
i=1

under bibetingelsen >’ 1, = x.
i=1

Nir vi sdledes har fundet omkostningerne i det optimale punkt, kan vi altid
finde den tilsvarende profit ved at trmkke dem fra indtmgten r; det sam-
me resultat ville vi ha fiet, hvis vi med det samme havde formuleret pro-
blemet som en maximering av profitten, men det er lettere ikke at gere det,
og der er i hvert fald ingen grund til at blande produktpris og indtegt ind
i problemet, nir man kun er interesseret i omkostningerne (p er maske
ikke engang opgivet, og vi behover den heller ikke for at finde minimal-
omkostningskombinationen).

Er problemstillingen i stedet den, at man seger det optimale produktions-
omfang, nir en eller flere av faktorerne — f. eks. de k forste — er faste,
far vi:

n
Find maximum av z = > z,4,

i

—

under bibetingelserne Uyghy = Dy (j=12,..., k),
i=1

hvor vy er den givne mangde av faktor nr. j.

Dette vil sige, at vi maximerer neffoprofitten, idet z er indtmgten minus
de samlede (faste sivel som variable) omkostninger. Det letter imidlertid
beregningerne, om man i stedet maximerer bruftoprofitten, dvs. indtegt
minus variable omkostninger. Dette goer Abenbart ingen forskel for resultatet
m. h. t., hvilket st av A'er der er optimalt, for hvis z=r—(a+b) er sterst
mulig — a og b er faste og variable omkostninger — s er bruttoprofitten
z+a=r—>b det ogsi, niir a er konstant; ganske det samme kendes fra tradi-
tionel marginal omkostningsteori. Denne @ndrede formulering har ogsi
den fordel, at man ikke behever bekymre sig om priscrne pa de faste fak-
orers ydelser Cher q4,4,,...9;), noget, som ellers kunne gi anledning til
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besvaer. Hvad er f. eks, prisen pa en maskintime? Man kan jo ikke forud-
sige en maskines levetid og kan derfor heller ikke uden vilkarlighed sige,
hvad en enhed av maskin-input koster. I linear-programming-problemer av
den foreliggende type vilger man derfor altid at maximere bruttoprofitten
i stedet for z1). Vi mid da forst beregne indtegt minus variable omkost-

m
ninger pr. produceret enhed for hver proces, r,—b; (=p — > q;a;), og pro-
E+1

blemet blir da:

y

Find maximum av r—b = > (r—b)4;

|

I
-

under bibetingelserne > a;l; = b; (j=12,...,k).
i=1

Hvad enten man seger minimalomkostningskombinationen eller det
optimale produktionsomfang, ser man, at problemet formelt gir ud pa at
maximere et linesrt udtryk under linezre bibetingelser; er der ingen sa-
danne restriktioner pa de variable (intensiteterne), har det linemre udtryk
intet maximum, og det er bibetingelserne, der knytter processerne sammen
(gor dem »ninterdependente«), f. eks. ved at foreskrive, at de tilsammen
kun rider over en bestemt mangde av en bestemt faktor. Der gwelder iovrigt
den begrensning, at de variable ikke mi blive negative, altsé

Ay =0y

1%

en negativ intensitet ville indebare, at processen blev vendt pa hovedet, sa-
ledes at man fremstillede faktorer med produktet som inputs, noget, som i
almindelighed ikke har skonomisk mening?2).

Dette er den formelle problemstilling i linear programming. Betegnelsen
»linear« refererer til formen pa bibetingelserne og optimalitetskriteriet;
»programming« angir, at det er et planlegnings- eller tilpasningsproblem,
idet et »programu« betegner et specificeret st av intensiteter, og problemet
gar ud pi at finde et optimalt program, dvs. et, som ger optimalitetskriteriet —
her profitten — storst mulig.

1y Man behover da heller ikke interessere sig for restprocesintensiteterne i profitudtrykket.
Bruttoprofillen i en restproces er nul, idet der ikke indgir andre end faste faktorer i processen.
Og det er kun de faste faklorer, der har restprocesser.

De faste omkostninger har intet at gore med de tilregnede »priser« pd de faste faktorer, som man
finder ved at lase det s. k. »dualu-problem (se Dorfman (1951) p, 45—32 og (1953) p. 814—819).

2} Et smtav A'er, der tilfredsstiller bibelingelserne, og som er ikke-negative, kaldes en »feasible
solutfond. Et linewrt programmeringsproblem gir ud pi at finde den blandt alle feasible solutions,
der gor det linesere udiryk storst muligt (eller mindst muligt).
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Hvis man ikke kraver fuld udnyttelse av samtlige faste faktorer, men
kun betragter v; som overgrense for forbruget av faktor nr. j, far bibetingel-
serne karakter av uligheder i stedet for ligninger:

4]
Z aﬁ‘li g Ei (j=1|2:- E ',k}J
i-1

som udtiryk for, at der kan vaere uudnyttede rester av en eller flere faktorer.
Men legger man resterne til pd venstre side, far vi lighedstegn igen; teknisk
set gor man dette ved at indfore en restproces for hver av de knappe faktorer.
I denne fiktive proces for faktor nr. { er alle in- og outputkoefficienter 0
undtagen for faktor nr. i, hvor den tekniske koefficient er 1, og intensiteten
i processen kan da tolkes som den ubenyttede rest av faktor nr. {. Har vi
f. eks. 2 faste faktorer, erstatter vi m. a. o. betingelserne

apdy + anly < }_:1
aypdy + agpedy X 0y
med
apty + agds + A =
Ayohy + dgols + Ay = pas

pi denne made kan man altid forvandle bibetingelserne til ligninger, siledes
at et linear-programming-problem altid kan formuleres som maximering
af et linezert udtryk i et saet variable, der skal tilfredsstille et antal linesxre
ligninger, og som ikke ma blive negative.

Det vil ses — som allerede illustreret ovenfor ved formen pa isokvanter
og omkostningskurver — at et problem av denne type ikke kan loses analy-
tisk og numerisk ved brug av infinitesimalregning (marginal analyse)?').
Man har i stedet mattet udvikle en s@rlig teknik til lesning av de matema-
tiske maximeringsproblemer, som linear programming gir anledning til;
kun i helt simple tilfielde som den limitationale model (hvor der kun er 1
aktiv proces) er lesningen si Abenbar, at den kan findes uden videre ved
simpel inspektion.

1y Hvis man har en kontinuert og diﬂcrcnliﬂlml produktionsfunktion x=f{p,,vs) og vil finde
minimalomkosiningskombinationen for givet x=2, gores det lettest ved differenliering av udtrykket
px — vy — qovy -+ K (f(0y, 0)—x)
m. h. L. », 0og &, idel k er en Lagrange-multiplikator; dette gir efter elimination av k
olfv=all(= k),

dvs, graenseprodukliviteterne forholder sig som faktorpriserne, og denne relation bestemmer sam-
men med produktionsfunktionen de to faktormengder », og v, .

Forsoger man denne procedure pd det tilsvarende linear-programming-problem — hvor det
nu er A'erne, der er de ubekendte — ser man, at det udtryk, man [ir, ikke har en differential-
kvotient, der kan blive = 0.

14
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Pi forhind kunne problemet synes uoverskueligt, eftersom der i alminde-
lighed, néar der er flere ubekendte intensiteter, end der er ligninger — hvad
der normalt vil veere tilfzldet — wvil vaere uendeliz mange losninger at
veelge imellem. Nu geelder der imidlertid det fundamentale teorem, at der
allid findes en optimal lesning, som er en linexr kombination av hejst
lige si mange processer, som der er bibetingelser?!). Er der f. eks. k faste
faktorer, dvs. &k band pé de variable, s vil det m. a. 0. altid veere muligt at
opna den storst mulige profit ved at anvende en kombination av hejst k
av processerne med positive intensiteter og lade de ovrige vaere (dvs. drive
dem med intensiteten nul); det er muligt, at den maximale profit ogsd kan
opnas ved kombinationer av mere end k processer, men sidanne kombina-
tioner behover vi ikke bekymre os om. — Vi har allerede set et par geome-
triske illustrationer av denne satning.

Dette gir ibenbart en fremgangsmide til at soge en optimal lesning, idet
vi systematisk loser alle de systemer av k ligninger i & ubekendte, som man
far ved pa alle tzenkelige mader at satte si mange av intensiteterne = 0, at
der kun blir X ubekendte tilbage. Herved fir man et antal lesninger for 4’erne,
og den eller de av dem, som indsat i profitfunktionen gir den sterste profit,
er en optimal lasning. — Det gor intet, om der skulle veaere inefficiente pro-
cesser — altsa processer, der er uskonomiske uanset priserne — med i ma-
tricen; de blir automatisk skilt fra under regningerne, idet lasninger, hvori
de indgar, viser sig at vaere inoptimale. Men det letter naturligvis det prak-
tiske regnearbejde, om man pd forhind skiller firene fra bukkene ved
inspektion, hvad man ofte kan til en vis grad?).

B.  Et taleksempel vil illustrere, hvorledes man gir frem. Vi tanker os en
virksomhed, der fremstiller én vare og kan gore det ved hj=lp av 2 forskel-
lige processer, hvori der indgar 3 faktorer:

Py r,
x| 1 1
i ' 2 1
iy i 1 3
vy l 4 2

Priserne antages at viere p=12, q,=2, q,=1 og q3=1.

1y Et simpelt bevis findes f. eks. i Gale & Dane (1954), pp. 29 {ff. — Gloerfelt-Tarp har fore-
grebet ogsd denne smining, omend i en speciel anvendelse og uden egentligt bevis. Jfr. Gloerfelt-
Tarp (1947), p. 268.

®) T det limitationale tilfzelde er en minimumsform tilstrezkkelig til at udskille inefficiente punkter,
jir. den farste artikel p. 98 11
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Vi tenker os nu forst, at virksomheden skal producere 100 enheder og
soger den billigste mide at producere denne meengde pa. Idet stykomkost-
ningerne i de to processer ses at vare henholdsvis 9 og 7, er problemet:

Find minimum av ¢ = 94; + 74,

ni;.r Vi hal‘ 11 + 12 —_— 100.

Da vi kun har 1 bind pi de variable, ved vi pd forhind, at vi kan finde en
optimal losning, hvor kun et av Verne er % 0; her er kun 2 muligheder:

A, == 100, der gir ¢ = 9100 = 900,
08

Ay = 100, der gir ¢ = 7-100 = 700;

nettoprofitten blir henholdsvis z=1200—900=300 og z=1200—700=500.
Det hedste er altsd at fremstille hele den onskede meengde i processen P,.
Dette resultat var pi forhind umiddelbart indlysende; vi vidste jo, at om-
kostningerne pr. styk var lavere, og stykprofitten hgjere, i P; end 1 Py, og
det er klart, at ingen kombination av de to processer kunne veaere mere
pkonomisk, silmenge faktorerne er tilgengelige i det enskede omfang til
uzndret pris.

Antag nu 1 stedet, at produktmengden ikke er givet pd forhind, men at
det er en begrensning pa faktortilgangen, der limiterer produktionens
omfang. Er der f. eks. kun 20 enheder til ridighed av den forste faktor,
betyder det — idet bruttoprofitten pr. enhed i de to processer er henholdsvis
7 og 7 — at vi skal maximere udtrykket

under bibetingelsen
27, + 2, = 20;

atter blir der 2 muligheder, nemlig

Ay = 10, der gir r—b = 70
og

Ay = 20, der gir r—b = 140

(svarende til z=30 resp. 100, idet de faste omkostninger er a=40). Den
optimale lesning blir altsd, at man fremstiller 20 enheder og gor det i pro-
cessen P, alene; det er muligt at kombinere de to processer, men det vil

14#
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kun goere profitten mindre, . eks, vil kombinationen 4,=3, ;=10 kun gi
r—b=105, dvs. z=65.

Antag nu, at tilgangen ogsi av faktor nr. 2 er begrznset, f. eks. til 30
enheder; vi skal da maximere under 2 bibetingelser:

2&11 _i__ ;'.2 = EU
.J.-l _1|" :j;:n.-a == :“j,

og bruttoprofitlen er nu lig med 84; + 104, og de faste omkostninger 70.
Dette ligningssystem har en entydig losning, nemlig 4, =6, 1,=8 (der gir
r—b=128 og z=358); nir der er 2 betingelser, der skal opfyldes, vil det —
bortset fra specielle tilfzelde — wvaere bedst at anvende en kombination av
2 processer, og niar der som her ikke er mere end 2 processer til ridighed
overhovedet, blir der intet valg for virksomheden, intet optimeringsproblem.
— Havde vi haft flere end 2 processer, ville de ha givet et spillerum for valg
av en optimal lesning.

Lasner vi pd kravet om fuld udnyttelse av de faste faktorer (»exaktw
opfyldelse av betingelserne), siledes at ubenyttede rester blir tilladt (»maxi-
mal« opfyldelse), mi vi indfere en restproces for hver av de faste faktorer;
bibetingelserne blir da

= 20
30.

p Y
]
-+

T
-

!

_|_
_I_

k=
+ ¢
‘:'\.'p
!

24,
A

De to restprocesser, hvis tekniske koefficienter er (1,0) og (0,1), behandles
nu pa ganske samme made som de »aktive« processer; i bruttoprofitudiryk-
ket indgir de begge med koefficienten nul. Om man skal operere med exakte
eller maximale bibetingelser, avhanger naturligvis av den konkrete skono-
miske problemstilling, men hvis faktorrestriktionerne f. eks. er udtryk for
kapacitetsbegreensninger, mid man ha restprocesser med, hvis modellen
skal ta hensyn til, at kapaciteter ikke behover vaere fuldt udnyttet. Det er
abenbart, at dette gir storre spillerum for valg mellem kombinationer av
processer, end vi havde, da vi ikke tillod rester; ved at indfore llere processer
far man de hidtidige muligheder suppleret med flere, og i visse tilfzlde
kan det vzere umuligt at f4 nogen laosning overhovedet uden brug av rest-
processer (f. eks. hvis man har 2 faste faktorer og kun 1 proces; her cksi-
sterer der normalt ingen »cexakt« restlos losning).

En undersegelse av samtlige muligheder i taleksemplet — idet vi pa
alle mulige méder sztter 2 av de 4 Ver lig med 0 og leser de kvadratformede
ligningssystemer, som derved fremkommer, indsa®tter 1 bruttoprofitten (der
stadig er 81,4+104,) og trckker de faste omkostninger (=70) fra — gir fol-
sende resultater for nettoprofitten:
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A= 6, A= 8 gir r—b=128, :=58 (som ovenfor)

A, =30, 2;=—40 forkastes, da en rest (her ;) ikke kan viere negativ
A,=10, i,= 20 gir r—b=80, z=10

A,=10, ;= 10  gir r—b=100, z=230

A,=20, 2,=—30 forkastes, da 4, ikke ma vare negativ

A=20, ,= 30 forkastes som meningslos.

Man ser, at det 1 dette tilfarlde ikke ger nogen forskel, at vi tillader rester;
det bedste vil stadig vere at kombinere de to aktive processer, siledes at
begge faktorer blir udnyttet fuldt ud. Dette skyldes, at forholdet mellem de
givne maengder av de to faktorer (20:30) ligger imellem de proportioner,
hvori faktorerne indgir i de to aktive processer (2:1 og 1:3); geometrisk
svarer dette til, at det givne faktorpunkt ligger i omridet mellem de to proces-
striler. Havde faktorerne foreligget i netop en av disse proportioner, havde
vi fiet en optimal lesning, som kun tog 1 proces i brug?!). Ligger punktet
udenfor de aktive processer, vil lesningen implicere en positiv rest aven av
faktorerne, og dette vil gelde vanset antallet av processer, nir blot punktet
(v,,0;) ligger udenfor »substitutionsomridet«. — Man indser uden videre,
hvordan den limitationale produktionsmaodel fremkommer som et trivielt
specialfald; det kan behandles pi samme made, men det vil ikke viere
videre praktisk, idet lesningen vil vaere dbenbar allerede ved inspektion.
Indforer vi endnu en (aktiv) proces, blir antallet av lesninger, der skal
underseges, forogel med 4, idet den nye proces kan kombineres med hver
enkelt av de hidtidige processer. (Der kommer da et led mere i omkost-
ningsudirykket), Har man generelt n processer, incl. restprocesser, og k

faktorrestriktioner, vil der vaere ialt (f) kombinationer, der hver indeholder

netop & processer; altsd (f) ligningssystemer at lose.

C. Nir der er mange processer og mange betingelser, blir det dog praktisk
uoverkommeligt at undersege alle sidanne kombinationer; man mi da be-
nytte en eller anden metode til at skyde genvej. Der findes flere siddanne
metoder til at eftersege den optimale numeriske lesning til et linear-pro-
gramming-problem; den mest kendte er den s.k. simplex-metode?). Prin-
cippet i denne iterationsmetode er det, at man begynder med et eller andet
set av & ikke-negative A'er, som tilfredsstiller betingelsesligningerne; man
prover da at »nforbedre« denne lesning (opné en sterre vardi av det ud-
tryk, der skal maximeres) ved at ta en ny proces (et av de ovrige A'er)

Ty Hvis man [ eks. havde vy=10 i stedet for 30, ville vi £ losningen A,=10, i,=0 som den
optimale. — Sidanne tilfzlde gir vanskeligheder ved anvendelse av simplex-metoden (sdegeneraey).

*) Jir. f. eks. Charnes, Cooper & Henderson (1933); Chipman (19533 a); Koopmans (ed.} (1931a),
kap, XXI (av G. B. Dantzig, der har opfundet metoden); samt Dorfman (1951), pp. 31 i1,
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med ind og til gengeeld udskyde en av dem, man startede med. Ud fra en
siledes forbedret losning gentar man denne procedure, og si fremdeles;
man vil da i lebet av et endeligt antal sidanne trin nd en lesning, som det
ikke er muligt at forbedre yderligere, og som altsii er en optimal losning.

Dette skal kort illustreres ved eksemplet ovenfor, idet vi tilfujer en femte
proces, der forbruger henholdsvis 1.5, 2.5 og 3 enheder av de tre faktorer
pr. enhed av produktet. Bruttoprofitten i denne proces blir da, som man ser,
9 pr. produceret enhed, idet de to forste faktorer er faste, siledes at omkost-
ningerne til dem ikke indgir; den samlede bruttoprofit, der skal maximeres,
blir da

r—b =92 -+ 84, + 104,.

Vi begynder da med kombinationen av processerne 1 og 5 som »basis«. De
bibetingelser, under hvilke r—b& skal maximeres, blir da

1.5 35 + 2 411 == 2[}""’ Az"‘"ﬂa

(1)

idet vi blot har flyttet de processer, der ikke er med i basen, over pi hejre
side; vi betragter nu dette som et system av 2 ligninger i de to basisvariable
med de andre variable som parametre. Vi leser for A; og A,:

a0 10 2 4

Ay = 7 —Taz +‘-?ﬂﬂ'3 mf’"’
2)
10 4 5 3
-?-1=T+ 7 3—2—5'33‘!';;34-

Indszetter vi denne lesning i det udiryk, der skal maximeres, £ar vi brutto-
profitten r—b som funktion alene av de procesintensiteter, der ikke var med
1 vor basis; det blir: .

12, 22, 12
TR LY . WY

800
r—b===+= 7 7

Hvis vi nu sw,etter Ay = A3 = 4, = 0 i disse udtryk, far vi den lesning, der
svarer til, at kun processerne 1 og 5 blir brugt; lesningen er

80 10 300
25:?‘, }-1=_T 5 I"""b=-'-',_‘7‘---
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Men denne losning er ikke optimal; udtrykket for r—b er nemlig en voksende
funktion av 4,, dvs. en positiv veerdi for 1, vil gi en sterre bruttoprofit, end
hvis 4, var = 0. Derimod har 13 og 4, negative koefficienter i profitudtrykket,
siledes at man gor bedst i at holde dem pa nul.

Det vil m.a.o. lenne sig at ta processen P, ind i basen. Men 4, kan ikke
fi lov at vokse ubegranset. Vi ser av udtrykkene (2), at voksende 1, vil gore
As negativ, hvilket ikke er tilladeligt. Gransen for A, blir m.a.o. dér, hvor
A blir = 0, hvilket ses at indtrzeffe for 1, = 8. (Derimod sztter 4, ingen
grense for vaeksten i A,). Det har altsd vist sig fordelagtigt at erstatte Py med
Py,

Den nye basis, vi siledes har fiet, skal nu i princippet undersoges pé
ganske tilsvarende méde. Det er dog ikke nedvendigt at begynde helt forfra;
den forste ligning i (2) ovenfor gir os nemlig let 4, udtryk ved 4; og de andre
variable, og indsttes dette i den anden ligning i (2), fir vi ; udtrykt ved de
samme variable. Tilsvarende gor vi i profitudtrykket. Vi far da:

| 2 7
12=8+:5—J‘»3_321_ﬁ15
@) 3 1 2
og
14 12 6
r—b=128— ol — -l — 2 s

Denne gang ser vi, at det ikke er muligt at forbedre lesningen yderligere,
idet alle koefficienter i profitudirykket er negative (»simplex-kriteriet«), si-
ledes at positive verdier av A4, A; og A; kun vil gere profitten mindre. Den
optimale lesning er altsa

(Dvs. samme lesning som ovenfor; det lenner sig ikke at bruge Fy).

Hvis man er omhyggelig i sit valg av basis, kan denne metode ofte fore
meget hurtigt frem til den optimale lesning av et linesert programmerings-
problem uden alt for omfattende regninger.

D. I det tilfelde, at man har en kontinuert og differentiabel produktions-
funktion, kan disse metoder ikke anvendes uden videre:; man vil ha uende-
lig mange processer at valge imellem, sidledes at restriktionerne (f. eks. de
givne faktormaangder) ville gi anledning til et ligningssystem med uendelig
mange ubekendte. Man ma4 i stedet bruge infinitesimalregning — marginal
analyse — til at finde den eksakte losning av tilpasningsproblemet.



216 SVEN DAND

Antag f. eks., at vi bar en produktionsfunktion av formen
x =/,

der er homogen av 1. grad, og at faktorpriserne er ¢; =1 ogg,=4. Antag videre,
at opgaven er at finde den faktorkombination, som ved disse faktorpriser
er den billigste, ndr der skal fremstilles 12 enheder av produktet. Vi skal
da maximere profilten — eller minimere omkostningerne, hvilket her kom-
mer ud pid é — under bibetingelsen /p,p,=12; vi fir da v,=144fv,, og
det udtryk, vi skal maximere, blir da, idet vi udtrykker »; ved vy ved hjelp
av bibetingelsen,

pl2—1'n—4-0,=p- 12-—111—--“--“--.

(Produkiprisen p er en parameter, hvis vaerdi her er uden betydning). Differen-
tierer vi og smtter = 0, fir vi v;=24, og produktionsfunktionen gir da
vy=061). Dette er den optimale faktorkombination; geometrisk svarer los-
ningen, der er udtryk for en marginal ligevaegt (faktorprisforhold = margi-
nalt substitutionsforhold), til tangeringspunktet mellem isokvanten 4/p,p,=12
og en isokostlinje av formen 1-v,+4-v;=c.

Pa tilsvarende méde kan man finde den optimale tilpasning i produkt-
maengden og den ene faktor, nir den anden er fast. Dette kan i princippet
gores for produktionsfunktioner med et hvilketsomhelst antal faktorer; man
kan enten gere det direkte i ét trin, eller ferst bestemme expansionsvejen
i de variable faktorer og dernzst finde det punkt pd expansionsvejen, hvor
grenseomkostninger = granseindtaegt.

Imidlertid kan man ogsi bruge linear-programming-metoder til at lose
sidanne kontinuerte tilpasningsproblemer, idet man ved at udtage til-
strezkkeligt mange processer blandt de uendelig mange, der tilfredsstiller
produktionsfunktionen, kan fi si god en tilnmrmelse, man ensker; det er
dog naturligvis en forudsatning, at produktionsfunktionen er homogen av
1. grad. Et grafisk eksempel er vist pd fig. 12 nedenfor; problemet er her at
finde minimalomkostningskombinationen wved givne faktorpriser. Den
exakte lesning er punktet A, den tilnzermede B (der kommer til at ligge pa
en anden isokostlinje).

1y Er der flere faktorer, vil det i almindelighed viere mere bekvemt at finde de nedvendige
maximumsbetingelser, og dermed lose tilpasningsproblemet, ved at bruge en Lagrange-multiplikalor
i stedet for at eliminere en av de variable ved hjzlp av bibetingelsen, Dette vil her sige, al man
saiter de partielle differentialkvotienter m. h. 1. v, 0g vy av udtrykket

P12 — b, — 40y — k (4100, — 12)

lig med nul; efter elimination av multiplikatoren & (der kan tolkes som grienseomkosiningerne}
far man da en relalion mellem v, og vy (her v, =4w,), der indsat i produktionsfunktionen gir las-
ningen =24, py=0,
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Fig. 12

Et tilsvarende taleksempel far vi ved at approximere produktionsfunk-
tionen ovenfor, x = 4/v,v,, ved felgende 5 processer, der alle tilfredsstiller
funktionen:

x | 1 1 1 1 1
N 1 5 3 1 LA Y.
by ! Yo s 3 5 ‘

Antag, at problemet fremdeles er at finde minimalomkostningskombinationen
ved total tilpasning for produktmaengden xr=12, og at faktorpriserne som
for er q;=1 og gqy=4. Problemet er da at finde minimum av udtrykket
for de samlede variable omkostninger

37 101

29 13
Mt Atdls+—A+— 4
3 3 5

o
— hvor koefficienterne, som man let forvisser sig om, er stykomkostningerne
i de enkelte processer — under bibetingelsen

Ayt Ayt Ay A A+ Ay = 12,

Som det pd forhind var indlysende, blir den optimale lesning 4,=12, der
gir de samlede omkostninger 52 svarende til faktorkombinationen v,=36,
vo,=4. Dette ses at vaere en temmelig grov tilnzrmelse — vi fandt ovenfor,
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hvor vi regnede med kontinuert substitution, at den optimale kombination
var v;=24 og v,=6 — men vi kan forbedre den ved at ta flere av de pro-
cesser med, som tilfredsstiller produktionsfunktionen?); og hvis vi tilfzeldigvis
fir den proces med, som er optimal ved kontinuert substitution, vil vi
naturligvis fi exakt samme resultat ved de to metoder. Dette ville i tal-
eksemplet svare til, at vi havde en 6. proces med blandt mulighederne,
nemlig Pg=(x,v,,0:)=(1,2,15); 1 udtrykket for de samlede omkostninger
skal vi da tilfeje 43 med koefficienten 4, og optimum fis da ved Ag=12,
siledes at vi fir v, =24 og v,=6, det samme resultat, som vi fik 1 det konti-
nuerte tilfeelde. Dette skulle vi ogsd gerne fi, for hvis processen Pg er den
bedste av de uendelig mange processer, der rummes under produktions-
funktionen x = 4/v,p,, 84 er den ogsd den bedste av et endeligt antal av
dem, hvori den selv er indeholdt.

Tilsvarende eksempler kunne opstilles, nidr problemet er at finde det
optimale produktionsomfang, og en eller flere faktorer er faste. Er der
flere siddanne faktorrestriktioner, vil man i almindelighed fi en lesning,
som er en kombination av flere processer. Under diskontinuert substitu-
tion mi en sidan avledet proces tolkes som simultan anvendelse av flere
adskilte fysiske produktionsprocesser. Nir der derimod eksisterer en kontinuert
produktionsfunktion, vil den optimale lgsning reprazsentere én fysisk pro-
ces?), og det samme ma da gmlde den avledede proces, hvormed vi approxi-
merer denne losning; i dette tilfzelde bruger vi kun linear programming som
en slags matematisk interpolationsmetode?), og der er kun i matematisk
henseende tale om flere adskilte processer.

VII, Flervareprodultion.

A. 1 de foregdende avsnit er der gjort rede for, hvorledes man kan an-
vende linemr programmering til at lose allokeringsproblemer i en virksom-
hed, der kun fremstiller en enkelt vare. Vi skal nu se, hvorledes den samme
analytiske teknik kan anvendes ved flervareproduktion. Antag ferst, at der
fremstilles 2 produkter, i mmengderne x; og x,, ved hjzlp av 1 faktor, v.
Under forudsztning av, at der er kontinuert produktsubstitution, dvs. at
mangdeforholdet mellem x; og a, ved given faktorindsats kan varieres

1y Man ser, hvorledes linear-programming-matricen her kan oplattes som en tabulering av en
kontinuert produktionsfunktion; man representerer funktionen ved et endeligt antal blandt de
uendelig mange punkter, der indeholdes i den. Den fuldstendige funktion kan ses som en matrix
med uendelig mange sojlevektorer {dvs. punkter).

#) Borlset fra de tilfelde, som Gloerfell-Tarp omlaler, se ovenfor, Disse lillelde indelxerer, at
det undertiden kan viere mere efficient at bruge flere processer samtidigt.

# I mange tilfzelde en meget brugbar metode til delte formil, p. gr. a. den hejtudviklede teknik,
man nu ridder over til numerisk lesning av linemre problemer.,
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kontinuert i hvert fald indenfor visse graenser, har man i traditionel pro-
duktionsteori en produktionsfunktion av formen?)

¢ (T 20,0) = 0,
der ¢r defineret som givende den storste meengde, der kan fremstilles av

det ene produkt, nar faktorindsatsen er given, og der samtidig skal frem-
stilles en given m®ngde av det andet produkt.

*2

l

T xl
Fig. 13

Grafisk kan denne produktionsfunktion avbildes wved en skare s. k.
transformationskurver (der ikke skeerer hinanden), hver svarende til en
given mangde av faktoren vu; jfr. fig. 13. En transformationskurve viser de
kombinationer av de to produkter, som kan fremstilles ved samme faktor-
indsats; den er helt analog med en isokvant i 1-produkt-2-faktorer-tilfeldet,
men kan blot aldrig vaere konveks?). Hvis kurven nar ud til akserne, er
det udtryk for, at det er ieknisk muligt at fremstille den ene vare uden
samtidig at lave noget av den anden; producerer man alligevel dem begge —
fordi det er skonomisk fordelagtigt — foreligger der altsd »fallesproduk-
tion« (i modseztning til »forenet produktion« i snavrere forstand, hvor
samproduktionen er teknisk nadvendig).

1y Flerprodukttilfeldet er behandlet f. eks. av Friseh (1953); Hicks (1946), kap. VI med til-
harende appendix; og Schmidlt {193%9). Se ogsd Dorfman {1951}, kap. L

#) Konveksitet er udelukket ved definitionen av funktionen ¢ som givende den maximale
mengde av det ene produkt, dvs. ved efficienskiavet; delte udelukker ligeledes, at det marginale
transformationsforhold kan viere positivl, s kurven krummer tlbage mod nulpunktet udenfor
substilutionsomridet.
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Den okonomiske tilpasning ved flervareproduktion med 1 faktor er ogsa
helt symmetrisk med tilpasningen langs en isokvant i 1-produkt-tilfeldet;
svarende til omkostningsminimering langs isokvanten har man her pro-
blemet at maximere totalindtegten p,x, -+ pox, for given faktorindsats, dvs.
langs en given transformationskurve. Losningen fis grafisk ved tangering
mellem en iso-indtegts-linje p,x,+p,xrs=r og transformationskurven, jfr.
fig. 13; i dette punkt er det marginale transformationsforhold (det marginale
substitutionsforhold i produktionen) lig med forholdet mellem produkt-
priserne p; og p,. Hvis transformationskurven nar ud til akserne (og stadig
har negativ haldning), kan det ved visse prisforhold betale sig kun at frem-
stille den ene av varerne i stedet for at ha fwmllesproduktion; jo fladere
kurven er, des sterre er chancen for, at man fir et hjprnemaximum av denne
type. Ogsi dette tilfwelde er vist pa fig. 13. For varierende faktorindsats (v)
far vi da en cxpansionsvej ud gennem produktplanen; den kan specielt
falde sammen med en av akserne. Er der constant returns to scale!), blir
den en ret linje.

Antag nu, at vi har 2 produktionsfaktorer og en produktionsfunktion av

typen
?(m_n-'rspv]_:”z) =

her far vi ligeledes en skare transformationskurver svarende til alle mulige
kombinationer av givne mzengder av faktorerne, og vi fir omvendt en skare
isokvanter, der hver svarer til en given kombination av x, og x,. Det gzlder
ikke lzngere, at to transformationskurver ikke kan sksere hinanden, for
samme produktkombination kan netop fremstilles ved forskellige faktor-
kombinationer, nir der er substitution mellem faktorerne. Tilpasningen
langs en isokvant eller en transformationskurve er isvrigt som ovenfor; er
f. eks. en av faktormangderne given, fir vi en skare transformationskurver
svarende til forskellige mangder av den anden, og ved givne priser far vi
da en expansionsvej i a; og x,. Langs denne fir vi en omkostningsfunktion,
der avhanger av bide x, og x,, og i det optimale punkt vil prisen (granse-
indtzegten) for hvert enkelt produkt vemre lig med de partielle grenseom-
kostninger ved fremstilling av dette produkt og lig med opportunity cost
for det andet?).

1y Nir vi som her har en implicit funktion, vil constant relurns to scale {proportionalitetsloven)
svare til, at funktionen er homogen av 0°'te grad, ikke av 1. grad.
2y Delle far man ved al maximere udtrykket for profitten
iy o+ PeTa — Qb — 2ty
(hvor v, er den faste faklor) under hibetingelsen
N
rfr.r:) vy

p:p+{-—n—._ = T aama
1 ] . ij; G2 tj':t.‘l

det gir

der lolkes som angivel.
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B.  Ligesom dette er en generalisering av 1-produkt-tilfeeldet ved konti-
nuert substitution, kan linear-programming-modellen udstraekkes til at om-
fatte flervareproduktion, nar der er diskontinuert substitution, og der
ievrigt er constant returns to scale. Dette gor man simpelthen ved at indfere
flere output-koefficienter i den linexre produktionsproces. Hver enkelt pro-
ces er siledes karakteriseret ved fast maengdeforhold mellem de produkter,
der fremstilles 1 processen, og mellem de indgéende faktorer. Er der kun 1
proces til ridighed, betyder det, at vi har forenet produktion i fast maengde-
forhold med limitationsfaktorer; det modsatte extremtilfelde er den konti-
nuerte og differentiable (og homogene) produktionsfunktion ¢(x,,x,,v,,0;)
= (}, der tilfredsstilles av uendelig mange processer, siledes at der er konti-
nuert substitution indenfor et vist omrade.

Antag nu ferst, at vi kun har 1 proces, der fremstiller 2 produkter ved
hjzlp av 1 faktor. Nir der indgir flere produkter, og problemstillingen er at
finde, hvor meget man skal lave av hvert av produkterne, nér en eller flere fak-
torer er knappe (faste), vil det viere praktisk at normere processen efter
bruttoprofitten, dvs. definere enhedsniveauet (intensiteten 1) ved den
produktionsskala, hvor salgsindtegt minus variable omkostninger netop er
1 kr. De tekniske in- og outputhoefficienter, som definerer processen, blir
da defineret som de mangder av de enkelte produkter, der fremstilles,
resp. de faktormangder, der medgér, nar der produceres i den skala, som
gir bruttoprofitten 1 kr. Vi har da processen

1-‘1 _ bl‘z
Ty = by z eller P = (b, b,,a),
vo= a-z

hvor z nu betegner bruttoprofitien; processen fremstiller en ret linje gennem
nulpunktet i produkt- og faktorrummet med z som parameter. I et pro-
duktdiagram blir projektionen av denne linje en produktstrile (hvor z og
» miles ud langs strilen med hver sin maélestok), jir. fig. 14. Ethvert punkt

2

l
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pa denne strile kan betragtes som en transformationskurve svarende til
en bestemt miengde av faktoren v; for v="0 fir vi @, = bw/la og x,=b,/a.
Den eneste mulighed for at variere maengdeforholdet ved given v blir da at
indfore restprocesser for de to produkter. Man kan da realisere ethvert
punkt i rektanglet OABC, incl. dets graenser, pd fig. 14 som en lineaer kombi-
nation av processen P og de to restprocesser (der avbildes ud ad de negative
halvakser med koefficienterne (—1,0) resp. (0,—1)); det betyder, at man
kaster noget viek av et av produkterne eller dem begge!), og transformations-
kurven blir da ABC pi figuren. Langs AB blir der en rest av x;, langs BC
kaster man noget viek av ay; kun punktet B er efficient, hvilket ogsi ses
av, at iso-indimgtskurven altid vil tangere 1 B for ethvert s@t av positive
priser; m. a. o. kun hvis et av produkterne er vierdilest, vil man betragte
det som et avfaldsprodukt, som kan kastes bort (eller destrueres), og ex-
pansionsvejen for varierende v vil altid blive strilen gennem B.
Har vi nu i stedet 2 processer til radighed:

| n P,
Ty i By by
Ly | by by
° 1 oy Uy

blir der selv uden restprocesser mulighed for at variere maengdeforholdet
mellem produkterne ved at kombinere P, og P,; ethvert punkt mellem de
to striler i et produktdiagram kan realiseres som en linezr kombination
med positive intensiteter av de to processer, og forbinder man de to
punkter pd de to striler, som svarer til faktorforbruget v=1, vil ethvert
punkt pa forbindelseslinjen ogsa forbruge 1 enhed av fektoren. Dette linje-
segment er m. a. o. en transformationskurve?®); hvis man ogsid indforer
restprocesser, kan kurven bringes ud til akserne,

For et vilkarligt antal processer og given faktorindsats far man da trans-
formationskurven som en brudt linje, der forbinder efficiente punkter med
samme faktorforbrug; den reprwmsenterer ydergrensen for de produkt-
mangdekombinationer, der kan fremstilles med den pagzldende faktor-
indsats. Pi fig. 15, hvor der er 4 aktive processer og en restproces for hvert
produkt, ser man, hvorledes processen Py er inefficient, dvs. den vil vaere
uekonomisk uanset de relative produktpriser; det teknologiske efficiens-
kriterium udelukker siledes, at transformationskurven kan vere konveks —
helt eller stykkevis — i forhold til begyndelsespunktet, men gir 1 evrigt

1y Jfr. Barfod (1936), pp. 41 f.
') Beviset og den grafiske fremslilling er helt analogt med den tilsvarende udledning av iso-
kvanten ved diskonlinuert faktorsubstitution, jir. artikel 1 fig. 5 og p. 105 £
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Fig. 15

ikke en entydig bestemmelse av, hvor pd kurven man vil havne. Det bestem-
mes forst ved rent skonomiske overvejelser under hensyn til prisforholdene,
og det optimale punkt blir dér, hvor en iso-indtmegtslinje tangerer trans-
formationskurven, hvilket i almindelighed blir i et hjornepunkt. Kun hvis
2 av de aktive processer ligger ude langs akserne, er fielles produktion
mulig (omend ikke altid ekonomisk fordelagtig); i alle andre tilfelde fir
man forenet produktion i variabelt maengdeforhold.

Det vil ses, at jo flere processer man har til at udspande transformations-
kurven, des mere nazrmer man sig til den kontinuerte og differentiable
produktionsfunktion ¢@(x;,x,,0) =0 (se fig. 13); ethvert s®t av (x;,x,,0),
som tilfredsstiller denne, kan betragtes som tilherende en av de uendelig
mange processer, der udspander den,

Antag nu, at vi har en proces, hvori der indgar 2 faktorer og fremstilles
2 produkter:

£y = bl z
xy, = by )
eller P = (by,b,,0a;,a;).
= =
Vg = a'Z

Den kan avbildes enten i et faktor- eller i et produktdiagram, med henholds-
vis produktmangderne og faktormemngderne (og profitten) malt ud langs
processtrilen. Er der kun 1 proces, er der ingen substitutionsmuligheder,
og expansionsvejen er teknologisk fastlagt, uavhangigt av priserne. Er en
av faktormangderne givet, folger de andre storrelser entydigt av de faste
tekniske koefficienter; den eneste variationsmulighed bestar i, at man kan
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Fig. 16

indfere rester i modellen. Hvis begge faktormesengder er givne, v,=up; og
vs =0y, fir man 2 transformationskurver av samme form som vist pi fig.
14 ovenfor, en for hver faktorrestriktion; det ma da, som man umiddelbart
indser, vere den inderste av dem, som blir den aktuelle transformations-
kurve —i den forstand, at den angir ydergrensen for de kombinationer av x,
og ag, der kan fremstilles, nar tilgangen av begge faktorer er begrenset —
jfr. fig. 16. Der blir en rest av den faktor, som er til stede i rigeligst maengde;
exakt opfyldelse av begge betingelser om faktorforbrug er ikke mulig.
Er omvendt begge produktmazengder pi forhind fastlagte, vil det veere den
yderste av de to tilsvarende isokvanter i et faktordiagram, der blir aktuel.

Har man valget mellem flere processer, som om fornedent kan kombine-
res, opstir der derimod et gkonomisk optimeringsproblem, idet man ved
at g fra én proces over til en anden kan variere sivel faktorproportionen
som forholdet mellem produktmangderne, siledes at en vis substitution
blir mulig. Under visse betingelser kan det da lsnne sig at anvende flere
processer simultant. Geometrisk avbildes en sidan kombination av 2 pro-
cesser pa samme mide som for ved et krafternes parallelogram; dette kan
gores bide i faktor- og i produktdiagrammet?!), og resultantens koordi-
nater blir summen av tilsvarende koordinater for komposanterne. Og pa
samme mide som en isokvant er sammensat av linjesegmenter, der for-
binder (efficiente) punkter, som svarer til samme mangde av et produkt —
helt som i 1-produkt-tilfizldet — vil man ved 2 eller flere processer fi en

1) Denne konstruktion i 2 samherende diagrammer er tidligere vist av Erik Schmidt; formalet
er dog el noget andet, nemlig at generalisere Gloerfelt-Tarp's resultater (se ovenfor) til at omfatte
flerprodukttilfeldet, Jfr. Schmidt (1939), pp. 290 fI.
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transformationskurve for given m:mengde av en av faktorerne, nar man
forbinder de dertil svarende punkter pd produktstrilerne to og to. Antag
f. cks., at vi har 3 aktive processer (foruden restprocesser):

|
| Py Py 2y
——— S
Iy i by by, by
T | Iy by by
Lo i iy, M T
iy | LT Ty Tya

Er nu mzngden av en av faktorerne givet, f. eks. v, =p;, s®tter dette en
greense for, hvor meget der kan produceres i hver enkelt aktivitet. Processen
P; kan hejst drives med intensiteten »,/ay; (nir de andre processer intet
producerer, si P; rider over hele den tilgmngelige mmngde av fakloren),
P, hajst med intensiteten v, fay,, ete. Man kan altsé ikke komme lengere ud
ad de enkelte processtriler end til punkterne (7, by1/@11,01 D1a/@11), (01Dsq /021,
Uy basfas) osv., nir man kun bruger én proces ad gangen; og trekker man
forbindelseslinjerne mellem disse punkter to og to, fir man en transfor-
mationskurve, der angir ydergrensen for de kombinationer av x; og x;, man
kan fremstille ved at kombinere processerne, nir der ikke ma bruges mere
end p; enheder av den forste faktor. Dette er vist med den fuldt optrukne
brudte linje pa fig. 17.

Er desuden mengden av den anden faktor begreenset, f. eks. til v, =0b,, gir
ogsa denne restriktion en ydergraense for, hvad der kan produceres; det

i

T

Fig, 17
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er vist med den stiplede brudte linje pa fig. 17. Nar begge restriktioner
gelder samtidig, mé det vaere den til enhver tid — dvs. pd enhver proces —
pinderslex av de to grenser, der blir aktuel. Nir de skierer hinanden, vil
mulighedsomriidet siledes blive begrenset av en brudt linje, der er sammen-
sat av stvkker av de to grienser, og denne brudte linje — vist med skravering
pi fig. 17 — repricsenterer den transformationskurve, vi far brug for, nir
vi skal finde det optimale tilpasningspunkt, og som w»svarer til« transfor-
mationskurven ved kontinuert substitution. — Man kan ogsi komme ud
for, at de to granser ikke skeerer hinanden; det blir da den ene faktor —
den, som gir den indersle griense — der hele vejen swuetter graensen for, hvad
der kan produceres?!). Derimod vil det normalt ikke ske, at de to graonser
falder helt sammen; herav folger, at man hoejst i nogle enkelte punkter
(skmringspunkterne mellem de to grenser) fir exakt opfyldelse av begge
faktorrestriktioner.

Det optimale punkt vil da vaere dér, hvor en iso-indtaegtslinje tangerer
denne transformationskurve; det vil normalt blive i et hjernepunkt. I det
oplimumspunkt, som er vist pa fig. 17, er kun den ene faktorrestriktion
tilfredsstillet, dvs. der blir en rest av den anden faktor. Man bemeerker i ov-
rigt, ligesom i 1-produkt-tilfldet, at den optimale kombination ikke tar
flere processer i brug samtidigt, end der er restriktioner pad problemet; i
eksemplet er der 2 knappe faktorer, og et av hjernepunkterne pd den skra-
verede transformationskurve pa fig. 17 tar netop 2 processer i brug, medens
de andre klarer sig med 1 aktiv proces (+ en restproces for den ene faktor).

C. Et simpelt taleksempel vil illustrere den analytiske fremgangsmide
ved problemer av denne art?), Antag, at vi har 3 aktive processer og 2 rest-
processer i v'erne med koefficienter som angivet i tabellen nedenfor, og at
der hejst mi bruges 1 enhed av den forste faktor og 4 av den anden. Pro-
duktpriserne er vist i tabellens sidste kolonne; faktorpriserne interesserer
vi os ikke for, da begge faktorer er faste?®).

i ) | Faktor- |

i Py P P, P, P ' lilgang ! Priser
x| 420 3B 0 0 0 i | s
Ty | 0 375 5100 0 0 .! Lo
b | 120 175 17100 1 o |t
vy | 20 3/75 /100 0 1 P4

1y Ligesom pa fig. 16,

*y Eksemplet er sd enkelt, al det kan loeses uden brug av de specielle beregningsmetader, der
er udviklet, T jkke-trivielle tilfwlde m& man bruge I, eks. simplex-metoden.

¥ Indgir der ogsd variable faklorer, md vi naturligvis ta hensyn til deres priser ved bereg-
ningen av hruttoprofitten,
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Idet de aktive processer er normercde siledes, at intensiteten 1 svarer til
bruttoprofitten (her = salgsindtegten) 1 kr., blir problemet:

Find maximum avz = r = 4, 4+ A, + 4,
under bibetingelserne

20 T 73 T 100 T B
2 3 2

= 4 Ja =4
20 '+'J5 2 T -+

3
100
(foruden at vi ma kreve 4; =2 0); da vi ved, at der eksisterer en optimal
lpsning, hvor hojst 2 av de indgdende intensiteter er forskellige fra nul,
leser vi alle de ligningssystemer, vi kan fi ved pa alle mulige mider at
sette 3 av de 5 A'er lig med nul i de to betingelsesligninger (bortsct fra, at
en losning i 4, og 4; pd forhind kasseres som meningsles). Resultatet frem-
gir av felgende tabel, hvor 4 av de 9 losninger kan udskydes som ekono-
misk meningslose, fordi de gir negative vardier.

. | Bemmrkninger
%y 2 % A s r | lil lasningen
=20 150 i ' ubrugelig
20/3 200/3 PoI3Y, |
a2 50 1 874 | optimal
40 —1 ' ubrugelig
20 2 ;20
100 —1/3 | ubrugelig
75 1| 7
80 1/5 : 80
100 —1 | ubrugelig

Den optimale lesning ses at viere A, =75/2, 4, =>50; dette svarer til, at
der ialt fremstilles av de to produkter

xlm—a--EJru-ﬁn = 11/,
75 2
3 75 >
=759 T0 VT4

og de disponible faktormangder blir begge brugt helt op uden rester.

15®
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D. Lesningen kan findes grafisk?), hvis man konstruerer transformations-
kurven og tangerer den med en iso-indtzgtslinje pi tilsvarende mide som
vist pé fig. 17 ovenfor. Nir der hejst méi bruges 1 enhed av den ferste faktor,
swetter dette en overgrense for intensiteterne i hver av de tre aktive processer,
og dermed en overgrense for de mangder, der kan produceres av x, og a5 i
hver proces taget isoleret:

A

AVS 20, dvs. x; € 4 og a ()0
Ay =75, dvs. xy < doga, < 3
Ly =100, dvs. x(<) 0 og ey < 5

forbinder man punktet (4,0) med (3,3), og (3,3) med (0,5), i et produkt-
diagram, fir man den ydergranse for mulighedsomradet, der swmttes av
knapheden pd den forste faktor. Den anden faktorrestriktion gir tilsvarende:

W40, 2 <100, A <80,

hvilket gir de tre stoppunkter (8,0), (4,4) og (0,4) og dermed en anden
ydergreense for mulighedsomradet. (Mod syd og vest begraenses det av ak-
serne). Man fir da transformationskurven ved at ta den til enhver tid
inderste av de to ydergrenser, og indtegner man iso-indtsegtslinjer med
haldningen —5/20 (forholdet mellem produktpriserne, med modsat for-
tegn), fir man tangering og dermed den optimale lesning i punktet (-,4),
svarende til den numeriske losning ovenfor. Dette punkt er tilfeldigvis det
eneste skaeringspunkt mellem de to ydergrzenser for mulighedsomridet,
altsi det eneste punkt, hvor begge faktorrestriktioner er exakt opfyldt;
ved et andet prisforhold kunne man ha fiet tangering i et punkt, hvor der
var blevet en rest av den ene faktor, dvs. en lesning, som kombinerede en
aktiv proces med en restproces.

Problemet kan ogsd loses grafisk ved et faktordiagram. Mulighedsomradet
blir her det rektangel, der begrienses av de to akser og linjerne v, =1 og
v =4; forbinder man de punkter pi processtralerne, som svarer til samme
profit, fir man en skare iso-profit-kurver (der blir brudte linjer), og det
geelder da om at finde det punkt i mulighedsomridet, som ligger pd den
hojeste profitkurve.

Endelig kan man naturligvis linde lesningen grafisk i et diagram, hvor
intensiteterne er abscisse og ordinal, forudsat at der kun indgir 2 processer
i problemet. Bibetingelserne gir os umiddelbart grienserne for muligheds-
omridet, og indtegner man en skare profitlinjer — deres ligning er umiddel-
bart givet med profitfunktionen — findes losningen ved tangering med den
hojest mulige av disse linjer.

% En rekke eksempler pd grafisk illustration av linewcre programmeringsproblemer er givel
av Frisch (1934 ), pp. 66 {1,
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Fig 18

De tre metoder il grafisk losning av denne type problemer er vist pa fig.
18; mulighedsomriadet er vist med skravering, og det geometriske opti-
mumskriterium er angivet. Hvilken metode man skal vaelge, hvis man vil
lese et linear-programming-problem grafisk, og om man overhovedet kan
bruge nogen av dem, avhanger bl. a. av antal variable i det konkrete til-
felde; er der f. eks. 2 faste faklorer, men mere end 2 produkler og mere
end 2 processer, er faktordiagrammet den eneste mulighed, fordi grafisk
losning forudsztter, at problemet kan formuleres i kun 2 variable.

Den generelle fremgangsméde ved grafisk lesning av linear-programming-
problemer er den, at man forst finder mulighedsomradet — som defineret
ved bibetingelserne — og dernast finder det punkt i omridet, som repra-
senterer optimum (her profitmaximum)?). Mulighedsomridet er altid en
konveks figur?).

. Det er allerede nwvnt som et specielt tilfrelde av flervareproduktion
under linear-programming-forudsetninger, at der kan forekomme pro-
cesser, som hver kun fremstiller ét produkt. Taleksemplet ovenfor er netop
av denne karakter; processerne P, og P, repriesenterer enkeltproduktion
av henholdsvis a; og a,, hvilket formelt viser sig i, at outputkoefficienterne
by 0g byy er lig med nul, og P; og P; ligger altsid pa akserne i produktdia-
grammet. Hvadenten man kun rider over disse to processer, siledes at det
kun er muligt at fremstille begge varer ved at kombinere to fysisk adskilte
enkeltproduktioner®), eller man som i cksemplet tillige har en eller flere

Yy Jir. Frisch (1954), p. 70, *) Jir. Frisch (1954), p. 76.

¥} Adskilte er de dog kun i den forstand, at der er tale om to forskellige fvsiske produktions-
processer; der er ikke lale om, at disse er uavhxngige av hinanden, tvertimod er processerne
interdependente derved, at de begge forbruger av samme begraensede mangde av en eller Mere
faktorer. Jo mere den ene proces forbruger, des mindre blir der tilbage til den anden. Uden dette
bind mellem de lo processer var der ikke noget linear-programming-problem; de kunne da be-
tragtes hver for sig.
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processer, der simultant  fremstiller begge varer, svarer lilfaeldet til det,
som man i traditionel (kontinuert) produktionsteori kalder fellesproduk-
tion: det er muligt, omend ikke ved alle priser lordelagtigt, kun at fremstille
en av de to varer.

Der kan naturligvis ogsi vaere nuller blandt inputkocfficienterne. Et
karakteristisk speciallilfzelde er det s. k. dicetproblem, et av de forste pro-
blemer, som man leste ved linear-programming-metoder?!). Det er forsi-
vidt formelt symmetrisk med tilfaeldet ovenfor, som alle inputkoefficienter
undtagen én er lig med nul i hver proces, dvs. processerne ligger pid akserne
i faktordiagrammet. Problemstillingen gir ud pd at sammenswtte en diwxt
eller dagsration pd billigst mulig made av forskellige nseringsmidler, nér
den skal tilfredsstille givne minimumskrav m. h. t. samlet kalorie- og vita-
minindhold og eventuelle andre ernmringsmiessige egenskaber. Nwrings-
midlerne betragtes formelt som produktionsfaktorer, ved hjwxlp av hvilke
man »{remstiller« kalorier og de forskellige vitaminer ecte.; hvert enkelt
nweringsmiddel definerer en proces, hvor de tekniske koefficienter er indhold
av kalorier og vitaminer pr. enhed av »faktoren«, og hvor mmngden av
naringsmidlet er intensiteten. I kraft av problemstillingen indgir hver
faktor i en og kun en proces; de ovrige inputkoeflicienter er nul. Det gelder
da om for »virksomhedend — der kan viere en husmor, en skonoma, en
militeer planlegger el. lign. — om at finde den billigste kombination av
»faktorerne«, som tilfredsstiller de foreskrevne minimumskrav m. h. t.,
hvor meget der skal »produceres« av de enkelte vitaminer og av kalorier®)?).
— Denne type problemer: pa billigst mulig mide at sammensaite en blan-
ding, hvis egenskaber (f. c¢ks. indhold av forskellige bestanddele) kan
antages at vaere linesre funktioner av ingrediensernes egenskaber, og hvor
ingredienserne formelt betragtes som inputs og egenskaberne som outputs,
der fremstilles i forenet produktion, er swerlig cgnet for linear programming,
og der findes adskillige praktiske eksempler pA anvendelse av denne me-
tode pa siidanne problemer.

Et tredje, vigtigt specialtilfelde — der er mange andre — fir man, nar
et gode optreeder som output i én aktivitet (eller i flere) og samtidig er input
i en eller flere andre aktiviteter. Dette er tilfzeldet, nar man specificerer

1y El gennemregnel numerisk eksempel findes i Gale & Dano (1954, pp. 29 1L se ogsd pp.24 1.

% Interdependensen ligger altsd her pd produktsiden; der er tale om lorskrevne produkt-
miengder, ikke om knappe faktorer,

%y Diztproblemet illustrerer betydningen av at ha restprocesser med i modellen, Hvis bibe-
tingelserne ikke var formuleret som de svagere minimumskrav, men som exakle betingelser,
kunne man jkke altid vaere sikker pd at I3 en losning, dvs. der eksisterede ikke en diwt, som lige
netop filfredsstillede samilige ernmringsmeessige behov: ydermere, selv om en exakt lesning
eksisterede, kunne man udmerket komme ud for, at der eksisterede en billigere dizt, som oplyldte
nogle av betingelserne og overopfyldle de evrige, — hvor paradoksalt det end Ivder. Jir. Koop-
mans (ed.) (1951 a), p. 32.
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virksomhedens mellemprodukter i modellen?), I sidanne tilfxlde er det
praktisk at regne forbrug som negativ produktion, siledes at et mellem-
produkt fir negaliv teknisk koefficient i de processer, hvor det er input,
og positiv outputkoefficient dér, hvor det er output. (For symmetriens skyld
kan man ogsi, om man onsker det, betragte forbrug av »primare inputs« —
sidanne goder, som ikke produceres i virksomheden, men udelukkende op-
trieder som inputs; f. cks. arbejdskraft — som negativ produktion, men
det ser vi bort fra her).

Som eksempel kan vi tenke os 2 processer, hvori der indgiar 1 primar
produktionsfaktor (v) og 2 produkter (x; og x,); den enc proces producerer
x; ved hjelp av v og x,, den anden fremstiller x, med v 0g x; som inputs:

| i 'Pl Pl
b L 1
x, 1 —1 2
v 1 1

Nettoproduktionen av de to goder, der altsi er hinandens mellempro-
dukter, blir da
34— 14, =a
—1:2 + 24 = x,,

og forbruget av primarfaktoren v blir

1'}-1‘]— 1.3.2 = .

Problemstillingen kan nu wvaere den, at faktormaengden er begraenset, dvs.
v=>p; man kan da pa vanlig made finde en transformationskurve i a; og
x, ved at forbinde de to punkter, som repriesenterer fuld udnyttelse av
primeerfaktoren 1 de to processer, siledes som vist pa fig. 19. De to proces-
straler kommer nu til at ligge i 2. og 4. kvadrant, men niar man kreever, at
nettoproduktionen av begge produkter skal vaere positiv, vil kun den del av
transformationskurven ha interesse, som ligger i 1. kvadrant®). Man kan
s, nar man kender produktpriserne, bestemme det punkt pd transforma-
tionskurven, som repraesenterer storst profit. (Er der flere knappe primzer-
faktorer, fair man en knamkket transformationskurve). Omvendt kan pro-
blemet viere det at bestemme forbruget av primrfaktoren, nir man onsker
at producere bestemte mangder av de to goder, xy=x,; 0og x,=21,. Hvis
det ene av de to produkter, f. eks. &, ikke har nogen salgsvardi som »final

Yy Om, hvornér dette er nodvendigt eller hensiglsmeessigl, se Docfman (1931), pp. 21 1.
#y Jir. Chipman {1953 b), p. 103.
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Fig. 19

commodity«, men kun tjener som mellemprodukt ved fremstillingen av det
andet (&), vil det gi anledning til bibetingelsen 2, = 0.

Modeller av denne type kan vare relevante for en enkelt konkret virk-
somhed ), men har dog navnlig interesse i inpuf-oufput-analysen®). Den
s. k. dbne limitationale Leontief-model er formelt av samme type som vort
cksempel ovenfor. »Limitationalitet« betyder her, at hver aktivitet — det
vil her sige: hver industri eller sektor — kun producerer én vare og anvender
de andre som inputs, og at omvendt hver vare kun fremstilles i én aktivi-
tet®). At modellen er »iben«, vil sige, at ikke alle inputs er produceret
indenfor modellen; arbejdskraft er en primar faktort). (I den »lukkede«
Leontief-model derimod betragtes ogsi arbejdskraften som produceret i
en aktivitet, hvor konsumet reprzesenterer inputs). — Et typisk problem i
Leontief-modellen er at bestemme produktionsniveauet i de enkelte aktivi-
teter, nir den enskede nettoproduktion av de enkelte varer (»the bill of
goods«) er fastlagt pd forhind, og undersoge, hvorvidt dette er foreneligt
med den givne tilgang av arbejdskraft. I taleksemplet ovenfor svarer dette
til, at man fastlegger x, og a, og leser de to ligninger ‘

84— A =&,
'-—'11—|"2112 = ;_thz

Iy En lincar-progranuning-model for den enkelte virksombeds tilpasning md nedvendigvis
ta hensyn til, at nogle av de tekniske koeflicienter kan veere negative, hvis den skal vare tilstrekke-
ligt generel; Dorfman’s model — jir. Dorfman (1951) — er da ogsd formuleret pd denne mide.

Ty Der henvises til speciallitteraturen, speciclt Leontiel (19531). Se opsd Chipman (1953 b),
Norregaard Rasmussen (1954 a-c), samt Gale & Dano (1954).

¥y Dette kan Abenbart belragles som en generalisering av del limitationalitelsbegreb, vi hidtil
har anvendl. Der er jo fremdeles ingen substilutionsmuligheder ved produklion av den enkelte
vare, men kun ét st av lekniske koefficienler til ridighed.

4y De modeller for den enkelte virksombed, som vi har opererel med ovenfor — med und-
lagelse av den sidsle model, hvor vi har indfort mellemprodukter — kan i denne terminologi be-
skrives som verende dbne m. h. b samtlige inputs; alle faklorer er primare inpuls.
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for 4, og A, og dernwmst underseger, om lesningen er konsistent med be-
tingelsen

b+

(smlgn. fig. 19). Hvis der cr en positiv lesning, vil den vare entydig; p.
gr. a. limitationalitetsforuds@tningen har vi jo lige mange ligninger og ube-
kendte A'er — hvilket naturligvis geelder uanset antallet av seklorer —
og der blir altsi ikke noget spillerum for at sage den optimale blandt flere
losninger til betingelsesligningerne!). Og nir ogsi m@engden av primeer-
faktoren er givet, er det ikke pa forhind sikkert, at losningen er forenelig
med denne yderligere restriktion; bruger den for meget arbejdskraft, mé
man modificere sin »bill of goods«.

1y Nogle forfattere regner derfor ikke input-ouiput-analysen med uwnder betegnelsen »linear
programmings; se [, eks, Dorlman (1953) pp. 824 (T Andre hetragler den som et specielt till=zlde.
Detle sidste forekommer rimeligst, eftersom man jo ikke nedvendigvis behover at holde sig til
limitationalitetsforudsmeiningen, men tverlimod ofte er interesserel i substilutionsmodeller, som
tillader oplimering — udfra et eller andet kriterium -- under de giviie betingelser (kapacilelsgraenser
cle.).



