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I. Virksomhedens almindelige allokeringsproblem.

Den okonomiske produklionsteori, the theory of the firm, har til opgave
at beskrive og forklare den enkelte virksomheds eokonomiske tilpasning
under givne teknologiske belingelser (produktionsfunktioner), givne mar-
kedsforhold (avsainingsfunktioner for produkterne, tilbudsfunktioner for
produktionsfaktorerne) og eventuelle ovrige restriktioner pa de indgiende
storrelser (. cks. kapacitetsgrienser). Det generelle tilpasningsproblem gér
ud pa at finde frem til den mest skonomiske allokering av ressourcerne,
hvadenten opgaven gir ud pid optimal tilpasning av produktionen ved given
tilgang av ressourcer, eller man har det omvendte problem: at opni et givet
produktionsresultat med mindst muolig faktorindsats. Man tenker sig nor-
malt, at der er mere end én made st udnylle ressourcerne pit, og soger da
den av dem, som er optimal, hvilket her normalt betvder: den av dem, som
gir virksomheden storst profit.

Opgaven kan f. eks. viere at [inde den billigste av de forskellige faktor-
kombinationer, hvormed en beslemt onskel produkimmengde kan frem-
stilles. Den traditionelle neoklassiske produktionsteori?®) forudsietter her, at
virksomheden har en Lonlinuer! shaln av substitulionsmuligheder for sig;
indenfor visse grienser (indenfor substitulionsemradet) kan man variere
laktorkombinationen, sdledes al man kan ta lidt mere av den ene variable
produktionsfaktor og lidt mindre av den anden — f. eks, mere arbejdskraft
og mindre muengde godning anvendt pa et stvkke jord — og sladig £i samme
produktmaengde, og denne variation tenkes at kunne foregd jievnt og kon-
tinuerligt, Avbilder man alle de kombinationer, der gir samme produkt-

1y Denne of to folgende artikler er skrevet under of ophold i U, 8. A, som Rockelellerstipendiat,
Jeg bringer en hjertelig tak til The Rockefeller Foundation,

) En kort hibliograli lindes § slutningen av artiklen,

#) Se L oeks, Frisch (1946) og (1953), Hicks (1946) kap. VI med appendix, Samuelson (1948)
kap. IV, og Schneider (19340, En wdmerket, korl fremstilling findes hos Brems (1952 h),
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mangde, i et diagram med faktormmngderne som koordinater (vi tenker
os for anskuelighedens skyld, at der kun er 2 variable faklorer), fir man en
jevnt krummende isokvant, en kontinuert kurve uden knzk. En av de
kombinationer, der ligger p& denne kurve, er den billigste. Grafisk finder
man denne optimale kombination ved at indtegne en skare parallelle iso-
kostlinjer 1 diagrammet; til hver av disse linjer svarer et bestemt omlost-
ningsheleb, og de har alle en haeldning svarende til forholdet mellem faktor-
priserne {(med modsat fortegn). Der, hvor en isokostlinje tangerer isokvanten,
har man minimalomkostningskombinationen. I dette optimale punkt er
forholdet mellem faktorpriserne lig med det marginale substitutionsforhold,
der igen er lig med forholdet mellem de to faktorers grenseproduktiviteter.
I et punkt, hvor denne marginale ligevagtsbetingelse ikke er opfyldt, vil
det altid betale sig at foretage en substitution, indtil man nir minimalom-
Lkostningspunktet.

Problemet kan f. cks. ogsi vare det at bestemme det optimale produk-
tionsomfang og den tilsvarende optimale faktorkombination indenfor et
givet fast anlseg, nir faktorpriserne er givne, og man kender avsmetnings-
funktionen for produktet. Man tenker sig da, at virksomheden kender
minimalomkostningskombinationen av de variable faktorer for hver enkelt
produktmengde (bestemt pd samme mide som ovenfor, for alle mulige
isokvanter). Disse punkter gir en expansionsvej (ogsia kaldet minimal-
omkostningskurve) ud igennem faktordiagrammet, den »wvej«, som wirk-
somheden stir sig ved at gi, nir den udvider eller indskrienker sin produk-
tion. Hermed har vi samtidig bestemt virksomhedens omkostningskurve;
til ethvert punkt pd expansionsvejen svarer jo dels en bestemt produkt-
mangde, dels en bestemt faktorkombination og dermed — ved givne faltor-
priser — et bestemt omkostningshelab. Nir vi desuden kender avsmtnings-
funktionen for produktet, kan vi bestemme det oplimale produktions-
omfang. Dette oplimale punkt, hvor profitten er starst mulig, er karakteriserct
ved, at grenseindtegt er lig med graenseomkostninger, foruden ved — som
ovenfor — at grienseproduktiviteterne av de variable faktorer forholder sig
som faktorprisernc.)

I begge disse eksempler bruger man som kriterium pi optimal allokering
av ressourcerne, at profitten — der er lig produkimangden vejet med salgs-
prisen, minus en sum av faktormengder ligeledes vejet med hver sin pris —
er storst mulig®) under de givne produktionsbetingelser. At der er kontinuert
_'mu ogsd udltrykkes pd den mide, at grenseindlegt =grienscomkostninger langs ex-
pansionsvejen = grienseomkostninger ved parliel variation av bver enkell av de variable laklorer
(faktorpris: grienseproduktivitet).

3 For given predukimmngde, og dermed for given brulloindtzegt, kommer det dbenbart ud pa
¢t, om man minimerer omkestningerne eller maximerer profitlen (brutloindlegl minus ombkost-

ninger). Deite er helt analogt med, at de faste omkostninger ikke spiller nogen rolle ved profit-
maximering,
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substitution, udtrykkes analytisk ved en kontinuert og differentiabel pro-
duktionsfunktion. Maximering av profitten med produktionsfunktionen som
bhibetingelse forer da til et saet av (nodvendige) betingelser, der udtrykker
en marginal ligevegt. Differentialregning er det analytiske hjaelpemiddel,
der modsvarer denne betragtningsmade.

Man kan imidlertid komme ud for tilfwlde, hoor denne marginale analyse
ilke gdr an, nemlig hvor substitulionsmulighederne er diskonlinuerle (specielt
helt fravierende), siledes at man ikke lengere har jeevnt krummende iso-
kvanter. Hvis der I, eks. er knek pd isokvanterne — vi skal senere se, hvad
der kan gi anledning lil nogel sidanl — kan man fa minimalomkostnings-
punkter, som ikke er karakteriserede ved marginale ligheder; vi har ikke
leengere en dilferentiabel produktionsfunktion, og forudsetningerne for an-
vendelse av differentialregning — det analytiske udtryk for marginalbetragt-
ningen — er ikke mere til stede.

I sidanne tilficlde kan der under visse speciclle forudsztninger om pro-
duktionsstrukturen blive tale om i stedet at bruge den analyliske teknik,
der er blevet udviklet i de senere dr under navnet linear programming1)®),
til teorelisk og praktisk lesning av en virksomheds allokeringsproblemer.
Den type problemer, som linear programming tar sigte pa at lese, gar for-
melt ud pa at finde den optimale losning til et linewrt ligningssystem, nir
delte tilfredsstilles av mere end eet st veerdier av de variable, og kriterict
pa optimalitet er, at en cller anden linewer funktion av de variable skal
anta sd stor en veerdi som muligt. Denne problemstilling kan finde anven-
delse i produktionsteorien, nir vi i stedet for den wvanlige produktions-
funktion har en linemr produklionsmodel, hvor de forskellige muligheder
for allokering av ressourcerne fremtreeder som forskellige losninger til et
system av linecwre relationer, og nir profitten kan skrives som et lincart
udtryk i de indgiende variable. Et problem av denne type gir ikke anled-
ning til nogen maximumspunkter av den vanlige type, der er karakteriseret
ved marginal ligevaegt.

All dette Iyder forelobig meget abstrakt, men det vil fremgd klarere av
det folgende, hvad der kan gi anledning til sidanne modeller, og hvordan
de skal behandles. Vi skal nu gere rede for metoden og dens anvendelse i
produktionsteorien, illustreret ved nogle simple eksempler, der kan belyse
nogle viesentlige treck. Vi skal jevnfore linear programming med den tradi-

1y Aren av at ha wdviklet denne leknik tilfalder navalig Danlziy og Keopmeans — jir. Koop-
mans (ed.) (1951 a), specielt kap. 11 og 11— selv om der naturligvis, som vi skal se, har vieret
Fortohere.

Den lerste til al anvende linear programming pa den enkelle virksomheds problemer var Roberl
Dorfman; pionerarbejdet er Dorfman (1951), jir. ogsd den lettilgengelige fremstilling i Dorfman
{1953). Jeg skylder disse to arbejider megel av stoffel | nervierende og den folgende artikel

#y Efter norsk monster kunne man miske overselte navnet Gl »lineer programmering.
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tionelle marginale analyse — med swmrligt henblik pa de teknologiske be-
tingelser (produktionsfunktionen) — og drefte forudsminingerne for linemr
programmering og metodens prakliske relevans. Endelig vil en passende
arbejdsdeling mellem de to analysemetoder blive antvdet.

11, Den lineewre limitationale produktionsmodel.

A, Det vil viere praktisk at ta udgangspunkt i en simpel og velkendt linear
produkiionsmodel, nemlig tilfzeldet med 1 produkt og 2 limitationale pro-
duktionsfaktorer med konstante tekniske produktionskoefficienter?). Idet
produktmengden (output) betegnes x, og de forbrugte faktormmengder
(inputs) betegnes vy og vy, kan virksomhedens produlktionsbetingelser ud-
trykkes ved 2 relationer:

I

py=ay X

e = fIg =

hvor a; og a, er de tekniske koefficienter (= de reciprokke produktiviteter
av de to faktorer). Som cksempel pid produktion, hvor inputs siledes ind-
gar 1 fast forhold, plejer man at neevne fremstilling av kemiske forbindelser,
hvor bestanddelene jo indgir i en bestemt proportion.?) Et andet (og for-
mentlig bedre) eksempel er industriel produktion, hvor der anvendes heijt
specialiseret maskineri, der krever en ganske bestemt bemanding og et
bestemt forbrug av materialer og energi; her vil der vare faste proportioner
mellem antal maskintimer, arbejdstimer, rastoflorbrug og (f. eks.) kilowatt-
timer.

De to ligninger kan avbildes ved en ret linje i et faktordiagram; = kan
males ud ad denne linje, idet avstanden fra (0,0) til (a,, a;) benyites som
enhed. Dette er vist pa fig. 1.

Enhver given produktmangde kan fremstilles ved én og kun én faktor-
kombination; faktorerne kan ikke substitueres indbyrdes, men er limita-
tionale. Isokvanterne blir punkter pi den relle linje, og expansionsvejen
blir linjen selv, uansct faktorpriserne. Valget av faktorkombination ved
given produktmangde gir m. a. o. ikke anledning (il nogen egentlige skono-
miske overvejelser; allokeringsproblemet er et rent teknologisk problem.
Omvendt, hvis forbruget av en av faktorerne er givet, folger produktm:zengden

1y Delle er den Walras'ske forudsweining, jir. Walras (1954), lesson 20, pp. 237—242. Det er
dog kun rent provisorisk, at Walras forudsetler [aste koelficienter; i lesson 23, pp. 382—392 be-
tragtes koelficienterne som wvariable, der avhmnger av faktorpriserne, — Leontief’s inpul-output-
model arbejder ligeledes med limitationale inputs I hver enkelt sektor; jfr. nermere i den folgende
artikel. -

Det limitationale tilfelde er i ovrigt behandlet av Frisch (1953) og Schneider (1934),

) Dette er neppe noget videre godt eksempel. Bent bortset fra, at det ser bort fra andre inputs
end rastefler, bestdr kemisk produktion normalt i langt mere komplicerede processer end simpe ]
syntese ud fra grundstoffer,

7
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og den miengde, der medgir av den anden faktor, entydigt av de tekniske
koefficienter.

B. Men seet nu, at mengderne av begge faktorer er givet, og i et forhold,
som ikke svarer til den proportion, der er foreskrevet ved de tekniske koef-
ficienter; dette vil netop hyppigt veere en relevant problemstilling?). I sidanne
tilfaclde ma der nedvendigvis komme til at optreede ubenyttede resfer av
en eller flere faktorer. Vi ma da tolke v, og vy som de disponible (indkoble)
faktormmngder, medens a;x og a,x blir de forbrugte maengder, og differen-
cerne — niir de optraeder — blir udtryk for ubenyttede rester. De tekniske
koeffiicienter alene gir da ikke nogen hell lilfredsstillende beskrivelse av
virksomhedens produktionshetingelser; det gmlder om at udtrykke, at der
til ethvert givet szl av vy og vy svarer en produktmeengde, som repraesenterer
den bedste udnyttelse av disse disponible faktormangder. At der kan fore-
komme mindre end fuld udnyttelse av de to faktorer, udtrykkes ved ulig-
hederne

vy 2 ay -
Uy = g -,
og den bedste udnyttelse av de givne faktormaengder — dvs. den storsle

produktmaengde, der kan fremstilles under disse restriktioner — udirykkes
ved en relation av formen

y

. (g U
T = min r— |
iy s

en »minimumsform«?), der skal forstis derhen, at det er den il enhver tid
knappeste faktor — set i forhold til den proportion, der er givet med de
tekniske koefficienter — der swtter griensen for, hvor meget der kan pro-
duceres (derav iovrigt navnet »limitationale« faktorer).

1y Jir. her [ eks. Janfzen's harmoniloy,
2y Jfr. 1. e, Friseh (1033), p. 2.
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W=

%=1l

Fig. 2

Er der f. eks. 6 enheder til ridighed av den forste faktor og 8 av den
anden, og medgir der henholdsvis 2 og 4 enheder av de to faktorer til at
fremstille 1 enhed av produktet, vil den sterst mulige produktion vewere
x = 2. Ved dette produktionsomfang er den anden faktor — som her er
den mest knappe — fuldt udnyitet. Minimumsformen angir, at der for denne
faktor gwelder lighedstegn mellem forbrugt og disponibel mmngde, men
ulighedstegn for den forste laktor.

Denne formulering lader produktionsmodellen fremirede som et griense-
tilfielde av den swdvanlige produklionsmodel, hvor der er substitution
mellem faktorerne. Minimumsformen kan betragtes som en produktions-
funktion, der gir a som den storste produktmengde, der kan fremstilles
med ethvert givet swet av o'er. Til en bestemt produkimeengde svarer ikke
leengere et punkt i faktordiagrammet, men en hel isokvant ligesom i sub-
stilutionstillzeldet; den har blot den specielle form av en ret vinkel med
benene parallelle med aksernel), jfr. fig. 2. Vinkelspidsen — der ligser
pa den faktorstrile, der er bestemt ved de tekniske koelficienter — reprie-
senterer de forbrugte faktormmngder, og gir man fra dette hjornepunkt
ud ad isokvanten, betyder det, at der optreder en rest av den ene faklor.
Hjornepunktet er det eneste punkt, som er efficien! i den forstand, at det
bide reprasenterer mindst muligt forbrug av hegge faktorer ved frem-
stilling av den pigeldende produkimiengde og storst mulig produktion
ved de pageeldende faktormangder?); de ovrige punkter — vinkelens hen —

Uy I kereboger ser man altid det limitationale liiliclde avbildet pd denne méde,

5y LElliciens delineres mere priecisl ved, at det ikke er muligt at producere mere ved samme
input-muengder og ejlieller er maligl at fremstille samme oulput-mengde med mindre indsals av
én faklor og wendret indsats av de ovrige. Se [Leks. Chipman (1933), p. 105, -= Mierk den formelle
lighed med Pareto’s kriterivm pd velferdsoptimum,
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er kun elficiente 1 den svagere betydning, at det sidstnmevnte krav er opfyvldt,
det krav, man normalt stiller, nir man definerer en produktionsfunktion?®).
Ogsi punkter udenfor (nordost for) isokvanten kan belragtes som ineffi-
cienle faktorkombinationer til fremstilling av  samme produkimaengde,
nemlig sidanne, hvor der blir rester (spild) av begge inpuls. Efficiensbegre-
bet — der her er triviell, men, som vi skal se, spiller en viesentlig rolle i
linecar-programming-produktionsmodellen — gir os altsi et rent teknologisk
kriterium for pd forhind at udskille kombinalioner, der er uwokonomiske
uanset priserne.

Niar man definerer produktionsfunklionen 1 det limitationale tilfielde pa
denne made, blir expansionsvejen — formelt sel — ikke lengere teknisk
entydigt fastlagt; den blir forst bestemt ved en omkostningsminimering
langs enhver isokvant, blot at det optimale punkt pd isokvanten blir del
samme for et hvilketsomhelst st av positive faktorpriser og altsi i dette
specielle tilfelde — i modszetning til substilutionstilfeldet — ikke foruds:metter
egentlige skonomiske overvejelser, men kan findes pd rent teknologisk
grundlag ud fra kendskab til de tekniske koefficienter?). Geometrisk frem-
gar dette av, at alle isokostlinjer, uanset hmxldning, mé tangere isokvanten
i hjernepunktet®). — Denne betragtning er, som man ser, @kvivalent med
cfficienskriteriet; de kombinationer, som ikke vil vaere skonomiske ved
noget swt av faktorpriser, er netop de inefficiente kombinationer.

(.  Limitationalitet er ikke blot, som vi har set, ¢t grensetilfelde av en
produktionsmodel med kontinuert substitution, men kan ogsi betragtes
som et (trivielt) specialtilfelde av den type produktionsmodeller, som lincar
programming tar sigte pd. Tilpasningsproblemet indenfor den limitationale
model kan nemlig formuleres som det al maximere et linesert udiryk i
modellens variable — profitten er jo et linewert udtryk i x, v, og vy, med
priserne som koefficienter — under et st linexre restriktioner i de samme
variable, nemlig linezxere uligheder av den ovennwevnte tvpe, der udtrykker,
at ct eller flere inputs forefindes i given mangde (faste faktorer, v'erne
hetragtes som givne), eller at en bestemt produktmmengde onskes frem-
stillet (xr given, v'erne ubekendte)?). Det specielle ved dette eksempel ligger
i, at man her er hundet til &t bestemt s@t av tekniske koelficienter. 1 den
generelle linear-programming-model kan virksomheden valge mellem og
eventuelt kombinere flere produktionsprocesser, hver defineret ved sit swt
av faste produktionskoefficienter.

Ved den analytiske og numeriske lesning av tilpasningsproblemer inden-

1y Jfr, £, eks. Samuelson (1948}, pp. 57 {. — [ Gloerfelt-Tarp’s lerminologi: ¢n akonomisk de-
fineret produktlionsfunktion, jfr. Gloerfelt-Tarp (1937), p. 227 L

2y Jfr. Samuelson (1948), p. 72.

%) Man fir da et 5. k. »hjorneminimume«, der ikke er karakleriseret ved en marginal lighed.

4y [ sidstelilfzelde kan man naturligvis uden videre slette ulighedstegnene,
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for en sidan model er det ikke heldigt at ha de produktionsrestriktioner,
under hvilke profilten soges maximeret, udtrykt i form av uligheder. Imidler-
tid kan man let forvandle dem til (lincwere) lgninger, nir man explicit ind-
forer ubenyllede faktorrester som variable. I den limitationale model
avenfor, hvor vi har 2 givne faktormaengder, svarer detfe til, at man erstatter
restriktionerne

1 2 00
Vg Z flg°X
med ligningerne
iy = ﬂl'ﬂ'.: + J"l
'y = fla* =+ Ig,

hvor r; og r, er de to rester, defineret som differencen mellem venstre og
hojre side i ulighederne. Skriver man dem pd formen

vy = ay'x -+ Lorg + 0rg

vy = dayx+0rp 4+ 1-15,

ser man, at resterne formell kan opfaltes som inputs i to fiktive produk-
tionsprocesser med de tekniske koeffieienter (1,0) og (0,1). En sidan »res!-
proces« ses at »forbruge« noget av den ene faklor; den anden faktor indgar
ikke, og der forekommer ikke noget av produktet. Den reelle oskonomiske
tolkning av en restproces er den, at man har for meget av en faktor og und-
lader at benytte den overskydende mamngde eller ligefrem kaster den vaek');
fenomener som uudnyttet kapacitet?), tomgang, ikke-benyttelse, bortkast-
ning, destrulktion, spild, liggen brak ete. kan udtrykkes pi denne mide.

En restproces vil abenbart aldrig blive taget i brug, nir den koster noget;
det er klart inefficient at anskalle mere av en variabel faktor, end man skal
bruge, hvis den har en positiv pris. Det er ved fasle faktorer, al restprocesser
kommer ind i billedet; her er der ingen omkostninger ved ikke-udnyvtltelse,
da de faste omkostninger skal betales under alle omstiendigheder.

Restprocessens formelle funktion er det matematiske trick at absorbere
faktorrester, siledes at man 1 stedet for uligheder far et antal ligninger (2 i

1y Derav den gengse engelske betegnelse wdisposal process« (dispose of = kaste bort, skalle av
vejen). nRestprocesa synes en narliggende dansk betegnelse,

Delte trick: at opfalte produklion med rester som en kombination av en aktiv produktions-
proces of resiprocesser, spiller en stor rolle i den matematiske teknik til lasning av linear-program-
ming-problemer og er opfundet med dette formdl for sje. Det er imidlertid veerd at bemaerke, at
Gloerfelf-Terp uavhengigt herav opfandt restprocessen i 1937, lenge for der var noget, der hed
linear programming, omend han bruger den pd et tilfxlde med substituerbare faktorer (nemlig
til at vise, at negativ grenseproduktivitet av en faktor ikke kan forckomme i en ekonomisk defi-
nerct produktionsfunktion). Jfr. Gloerfelt-Tarp (1937), p. 254.

2y MAlt £ eks, i maskintimer,
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eksemplet ovenfor), der udtrykker, at den givne disponible maengde av hver
enkelt faktor er summen av det, som forbruges i den egentlige (»aktive«)
produktionsproces, og det, som »forbruges« i restprocesserne. Man tenker
sig formelt, at disse tre produktionsprocesser — hver defineret ved sit swet
av tekniske koeflicienter — foregir simullant og er additive faktor for faktor,

Dette er blot en anden méide at beskrive det samme pd, si den grafiske
avbildning av del limitationale tilfelde er fremdeles den, som er vist pa fig.
2. Formelt tenker man sig nu ¢n isokvant dannet ved kombination av den
aktive proces og de to restprocesser; geometrisk svarer dette til, at man
adderer vektorerne (ayx, agx) og (ry, 0) resp. (0,ry) i et krefternes parallelo-
gram?!), siledes som vist pa fig. 3. Ved at variere r; og r, kan man tenke
sig ethvert punkt pa isokvanten konstrueret pi denne maide.

Set i relation til den limitationale model er alt dette formelle trivialiteter,
men vi skal se, hvorledes det fir betydning i den mere generelle linewmre
programmeringsmodel.

D. Det er dbenbart, at den marginale analvse (dvs. differentialregning)
ilkke finder anvendelse pa de ekonomiske tilpasningsproblemer indenfor
en model av denne type.

Den optimale faktorkombination for given produktmangde er siledes ikke
karakteriseret ved, at det marginale substitutionsforhold er lig med for-
holdet mellem faktorpriserne; i det hjernepunkt pa isokvanten, hvor iso-
kostlinjen tangerer, er det marginale subslitutionsforhold overhovedet ikke
entydigt defineret?®). Produktionsfunktionen er nok kontinuert, men ikke

1y Om vektoraddition — dvs. addition av tlsvarende koordinaler Gl lo punkler - se [Loeks,
Gale & Dane (1954), pp. @ i1

¥y Man kan sige, at det er nul il den ene side og uendelig til den anden, og ligevieglen kan deefor
formelt karakleriseres ved, al faktorprisforholdet ligger mellem disse o grienser, siledes at situa-
tionen blir beskrevel ved to wligheder i stedet for ved en lighed., Jir. Samuelson {1943), pp. 70 11
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dilferentiabel — der er diskontinuiteter 1 differentialkvotienlerne (griensepro-
duktiviteterne) — og i sa fald er belingelserne for anvendclse av marginal
analyse ikke til stede. Man mi da gribe til andre metoder; i det specielle
tilfzelde av limitationalitet er losningen umiddelbart givet med kendskabet
til de tekniske koefficienter, men i den generelle linear-programming-model,
hvor man netop fir den samme slags »hjorneminima«, men har flere sxt
av tekniske koefficienter, gir losningen ikke sig selv,

Hvordan ser det nu ud, nir problemet er at finde den oplimale produkt-
mangde? Her vil optimum i traditionel analyse viere karakteriseret ved
lighed mellem graenseindtaegt og grienseomkostninger, et resultat, man kom-
mer il ved at differentiere profitten m. h. t. produktm:ngden og switte den
avledede lig med nul, hvorved der fremkommer en nedvendig betingelse for
profitmaximum. Er ogsi denne marginale betragtning udelukket i det
limitationale tilfelde?

I et konkurrencemarked, hvor virksomheden er méaengdetilpasser bide
qua sxlger av produkiet og qua keber av faktorerne, dvs. hvor produkt-
prisen (p) og faktorpriserne (g, og g,) kan betragtes som konstante, vil
profitten — om der er nogen — vokse proportionalt med produktions-
skalaen, eftersom alle inputs jo er forudsat proporlionale med output (con-
stant returns to scale). Omkostningsfunktionen ud langs expansionsvejen blir

¢ = qu1 + ot = (1@ + qattz) "
bruttoindtegten blir ligeledes proportional med wx,

r=p-r,
og profitten blir da

I=r —¢ = (p—qiy—(aflg) .
Grenscindtaegt, grenseomkostninger og grenseprofit er altsi konstante.
Under disse forudsmtninger, hvor virksomheden kan kebe ubegrsensede
mangder av faktorerne og sielge si meget, det skal veere, av produktet til
konstante priser, vil virksomheden sta sig ved at expandere i det uendelige;
der er intet maximum for profitten?). Det eneste, der kan slandse expan-
sionen, er en faldende avsmtningsfunktion for produktet, sligende tilbuds-
funktioner for faktorerne, eller absolutte begrensninger pa tilgangen av
faktorerne.

Lad os opretholde forudsmtningen om faste priser — dvs, fremdeles
antage, at profitten avhanger line@rt av x — men antage, at en av faktorerne

1y Dt samme galder ved tetal tilpasning ved kentinuert substitution, nir produktionsfunk -

tionen er homogen av 1, grad (proportienalitetsloven, constant returns to scale), Jir. Samuelson
(1948), p. 85 n,
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kun er tilgengelig 1 en begrenset mangde, . cks. p;. Delte er sierdeles rele-
vant i det korte lob, nir man har et fast anlweg, hvis ydelser (f. eks. antal
maskintimer) er absolut knappe indenfor en given periode. Profitten vil
da stadig vokse lineert med x, men expansionen vil standse, nir man
stoder pi det loft, som den knappe faktor — eller den mest knappe, hvis
der er flere faste faktorer — har lagl over produktionsomfanget, her x=up,/a,.
Dette punkt, der repraesenterer den storst mulige profit, er ikke karakleriserct
ved, at graenseindtegten (her prisen) er lig med grienscomkostningerne,
jfr. fig. 4 Man ser igen, at den marginale analyse ikke kan anvendes. Det
samme, skal vi se, geelder i den generelle linear-programming-model.

1. Diskonlinuert substitution.

A.  Nar virksomheden er teknisk bundet til ¢ét bestemt sat av tekniske
koefficienter, er expansionsvejen teknologisk entydigt fastlagt; der er ingen
mulighed for at veelge mellem alternative faktorkombinationer. Men antag
nu, at virksomheden kan fremstille den samme vare i 2 forskellige produk-
tionsprocesser, der benytter de samme faktorer, men har hver sit szt av
konstante produktionskoefficienter, og antag videre, at det er muligt at be-
nytte begge processer samtidigt (indenfor de grzenser, som métte veere givet
ved knaphed pa en eller flere faktorer). Dette gir en vis begrenset mulighed
for substitution, idet man kan variere faktorkombinationen ved givet pro-
duktionsomfang ved at gi over fra den ene proces til den anden, og der
blir da et tilpasningsproblem allerede pa dette forste stadium. Det er denne
type produktionsmodeller, hvor der er flere — men kun et endeligt antal —
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st av tekniske koefficienter til radighed, der er karakteristiske for linear
programming1).
De to processer?)

Uy = Ayt iy og (Py) Ugy = gy * Ay

vz = Giady Vay = f3°2a,

(Pr)

hvor 4; og 2, er de fremstillede produktmangder i de to processer, og v
er forbruget av faktor nr. j 1 proces nr. {, kan avbildes ved hver sin rette
halvlinje (faktorstrile) gennem nulpunktet i et faktordiagram, jfr. fig. 3.
I punktet (ay,,q,.) produceres der 1 enhed av produltet i processen Py,
dvs. 4, = 1, og tilsvarende har man 4, = 1 i punktet (ay,as,), nir man
anvender processen Py,

Nu kan den samme produkimaengde imidlertid ogsi fremstilles ved, at
man Kombinerer de to processer, f. eks. ved, at man fremstiller !/, enhed
1P ogtf, enhed i Py (dvs, &; = Y5, A3 = 1/3), eller 1/, enhed i P, oz %f; enhed
i Py (dvs. 4, = 1f;, 4, = 2%f)). At man siledes kombinerer to processer,
svarer geometrisk til, at man sammenszatter (adderer) vektorerne (ay;4;,0,0%4;)
08 (apis, agdy) 1 et krefternes parallelogram?®), siledes som det er vist
pa fig. 5 for 4; = 1f;, 1, = */3; man ser umiddelbart, at resultantens koor-
dinater (det samlede forbrug av hver av faklorerne) blir (a4, +a,ds,
yahy +1g54s), 0g at det samlede produktionsresultat blir x=A4,+4,. Det
geometriske sted for de kombinationer, der gir det samlede produktions-

1y Diskontinuert substitution av denne type er behandlet av Zeafhen, for man fandt p4 linear
programming. Jir. Zeuthen (1928}, p. 38, og (1932), p. 18, samt (1942}, p. 66.

¥y En proces i denne forstand — et st av faste tekniske koefficienter — kaldes hyppigt ozsa
en »aktivilety, og sterrelsen Aj, som vi her vil kalde infensitefen av processen, hedder ofte naktivite-
tens niveau« (activity level).

%) Sef. eks. Gale & Dana {1954), pp. 9 1.
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resullat ¥ = 4;+4,=1, ses at viere den linje, der forbinder punkterne
(117, (11a) 02 {f1g;,0a0); de 1o endepunkler av dette linjesegment svarer til
henholdsvis A,=1,4,=00g 4,=0,2,=1, og midlpunklel svarer til 2;,=2,=1/,.
Forlkengelserne av linjen udover endepunkterne kommer ikke i betragining,
eftersom man ikke kan producere negalive miengder i modellen?).
Linjesegmentet mellem de punkter pa de to straler, der svarer til pro-
duktionen 1 i de respektive processer, er siledes isokpanlen svarende til
=1 i modellen?). For enhver vierdi av @ kan man legne en sidan iso-
kvant; de er alle parallelle, og isokvanten for x=n ligger n gange si langt
ude som =1 malt langs en vilkirlig strile, eflersom vi har konstante
tekniske koefficienter, siledes at der gamlder en proportionalitetslov (con-
stant relurns to scale). Pi denne made far vi, at ethvert punkt i vinkelrum-
mel mellem de to proces-straler kan realiseres ved at la en passende lineser
kombination av de to processer; siddanne »avledede processer« har de
samme egenskaber som de »elementiere processerg, hvorav de er dannet,
Pi samme méide som man i det limitationale tilfzelde kunne definere
isokvanten ikke som ¢t punkl, men som en vinkel med ben parallelle

Fig. 6
1y Bevisel er folgende: Vi har ifllg. forudsiciningerne
Ay =1
iy o+ Oyl = iy

fiphy - fygly = Iy,
der ved elimination av 2, of &, gir

flyg = flay
g — flyg = ————— (I — i),
Qyp = Iy

hvilket netop er ligningen for den relle linje gennem de to punkter.

¥y En formelt lignende betragining, blol anvendt pd el preblem med s»kvalitetsfaktorers, findes
hos Barfod (1936), pp. 47 T,
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med akserne, kan man ogsid her i en isokvant frem, som tillader rester,
hvis man treekker linjer parallelle med akserne ud fra segmentets ende-
punkter, jfr. fig. 6. Ethvert punkt pa disse forlengelser av isokvanten kan
konstrueres 1 et krafternes parallelogram som en linexer kombinalion av
processen Py eller Py og en restproces, som foregar ud langs den pagweldende
akse, og som er udtryk for, at man har for meget av en faktor!) og si at sige
kaster resten bort. Dette vil fremtrede klarere, nir man udtrykker samlet
forbrug av hver enkelt faktor som summen av det, der forbruges i de enkelte
processer:

ayy Ayt gty A |

ayp Ay + Aglly + A4 = vy,

hvor Z; og A, er resterne av de to laktorer; det vil igen ses, at de kan op-
fattes som inputs i to fiktive processer med de tekniske input-koefficienter
(1,0) og (0,1) og med produktionen 0 enheder av x.

Men kun det stykke av isokvanten, der ligger mellem de to »aklive«
processer P, og P,, reprasenterer efficiente faktorkombinationer, som defi-
nerel ovenfor. Og hvis dette stykke havde haft positiv hzeldning, ville kun det
ninderste« endepunkt ha veeret efficient; det reprasenterer jo samme pro-
duktmsmngde med et mindre forbrug av begge faktorer. Dette gmlder ogsi
det specielle tilfelde, at de to processer ligger pd samme strale, dvs. hvis de
forbruger faktorerne i samme forhold, men med forskellig produktivitet;
man vil da altid foretreekke den av de to processer, der har de absolut
laveste produktionskoefficienter.

B. Antag nu, at virksomheden har 3 proeesser P;, P, og P til ridighed,
hver defineret ved et s@et tekniske koeflicienter:

iy = it Dy = dg1iy Dy = dgig
Uy = Qyahy Ugg = (gphs Vza = (gohy .

I dette tilfelde kan man trekke isokvantsegmenter mellem processerne
to og to; hvis punkterne 4, B og € pa fig. 7 repriesenterer produktion av 1
enhed 1 hver enkelt av de tre processer, vil man ved at kombinere P, og P,
med passende intensiteter kunne fremstille 1 enhed i ethvert punkt pa
linjestvkket AB. Tilsvarende reprasenterer BC kombinalioner av Py, og
P, og AC kombinerer processerne Py og P3. Ydermere kan man producere
1 enhed i ethvert punkt i det indre av trekanten ABC; ethvert sadant punkt
kan jo betragtes som liggende pid en isokvant, der forbinder en av vinkel-
spidserne med et punkt pia den modstiende side, dvs. som en kombination

1) De lo processer Py og Py repricsenterer ydergrenserne for den proporlion, hvori o og o,
kan kombineres uden rester. Smilgn, det limitationale tilGelde, hvor grenserne falder sammen.
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Fig. 7

av f. eks. P, med en kombination av P; og P;. It indre punkt i trekanten
repraesenterer saledes en kombination av alle tre processer, og man indser
let?), at summen av intensiteterne i denne kombination ma vare 1.

Men det fremgir umiddelbart, at kun trekantens sydvestlige begriens-
ning — her den brudte linje ABC — repriesenterer cefficiente punkter. Det
vil aldrig lonne sig at bruge en faktorkombination, der ligger nordest for
ABC, eltersom man da altid ville kunne finde en kombination pa ABC,
som gav samme produktmaengde med et mindre forbrug av begge faktorer,
dvs. med lavere omkostninger uanset faktorpriserne. XNir vi taler om iso-
kvanten for x=1, behover vi derfor kun at interessere os for den brudte
linje ABC (evt. forlnget parallelt med akserne, si vi far rester med).
M. a. 0., man vil i dette tilfelde aldrig bruge en kombination av P, og Py
eller en kombination av alle {re processer, men kun kombinationer av P,
og P, eller av P, og Py .

Hvis derimod punktet B havde ligget nordest for linjestykket AC, ville
processen P, overhovedet aldrig blive brugt; den ville veere klart inefficient,
alle kombinationer, hvori den indgik, ligesd, og isokvanten ville kun komme
til at bestd av linjestvkket AC.

Da faktorforbrug er proportionalt med produkimsengde 1 hver enkelt
proces, far man den isokvant, der svarer til x=2, ved at forbinde de punkter
pa de enkelte processer, der ligger dobbelt sa langt fra nulpunktlet som A,
B og C; tilsvarende for ethvert positivt . Tilfojer vi vderligere restprocesser,
far vi hele den positive kvadrant i faktordiagrammet fyldt op med iso-
kvanter, og gennem cthvert punkt i dette omrade gir der en isokvant, som
reprazsenterer den storste produktmmngde, der kan fremstilles med den
pageldende faktorkombination.

1y Nemlig ved forst at kombinere f. eks. P, og P; og derpd kombinere resultanten med Py .
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Generelt har man ved nn aktive processer, at de punkler pa processerne
Py, Py, ..., P,, som repriesenterer samme produkimaengde, danner en
konveks polvgon; den brudte linje, der begrenser polygonen mod sydvest,
og som er konveks set fra begyndelsespunktet, repriesenterer de efficiente
faktorkombinationer pi isokvanten. — Man lkan generalisere videre til m
produktionsfaktorer; for m =3 blir isokvanten sammensat av plane facetter
(som pi en slebet diamant).

C. I stedet for at avbilde produktionsfunktionen grafisk ved en skare
isokvanter kunne man naturligvis gore det ved en skare produktivitets-
kurver, der viser, hvorledes a varierer partielt med en av faktorerne, nar
den anden faktor holdes fast. Dette svarer til, at man bevaeger sig ud igennem
faktordiagrammet parallelt med en av akserne og noterer sig produkt-
mxngden og den tilherende miangde av den variable faktor, hver gang man
krydser en isokvant. I det limitationale tilfzelde vil en produktivitetskurve
dbenbart veere stigende med konstant haldning (konstant graenseproduktivi-
tet), indtil man nar det punkt, hvor den variable faktor ikke lengere er
minimumsfaktor (dvs. nir man i faktordiagrammet krydser processtrilen);
i dette punkt har kurven et knak, og hereller er grienseproduktiviteten nul,
dvs. produktivitetskurven vandret. I det generelle tilfzelde, at man har
mere end 1 st tekniske koefficienter til radighed, ser man ved at betragte
et faktordiagram med indtegnede isokvanter?), at produktivitetskurven méa
ha flere knzk, et for hver gang man krydser en (efficient) proces i faktor-
diagrammet; mellem knazkkene er den lineer. Forst nar man passerer den
»yderste« av de aktive processer, blir greenseproduktiviteten nul og kurven
randret.

IV, Kontinuert substitution.

Jo flere processer der stir til ridighed, des mere nsermer man sig dben-
bart til det grensetilfzelde, at der er en kontinuert raekke av substitutions-
muligheder. Produktionsbetingelserne udtrykkes 1 dette tilfelde ved en
kontinuert og dilferentiabel produktionsfunktion

x = f(vy,05...,0,),

der er defineret som givende den storste produktmiengde, der under den

givine icknologiske viden kan [fremstilles ved enhver given kombination

av faktorerne?®). Under forudsztning av, at funktionen er homogen av 1.

grad, kan enhver relativ faktorkombination, der tilfredsstiller den, betragtes

som e¢n proces i linear-programming-forstand; de tekniske koefficienter,
Yy Jir. fig, 9 nedenfor,

¥y Dette krav svarer som tidligers nevat Ll det »svages efficienskriterium i linear-programming
modellen, og til Gloerfelt-Tarp’s rokonomiske definition« av produktionsfunktionen.
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Fig. 8

der definerer processen, blir koordinaterne til skeringspunktet mellem den
tilsvarende faktorstrile og isokvanten x=1, som vist pd fig. §. Det, som i
traditionel terminologi kaldes substitution av faklorer, blir nu substitution
mellem processer; men realiteten er naturligvis den samme, nemlig at de
teknisle koelflicienter kan varicres, Al der er konlinuert substitution, dvs.
en kontinuert rackke av uendelig mange clementiere processer, der tilfreds-
sliller produktionsfunktionen, viser sig i, at isolkvanterne krummer jevnt
uden knek ), Ogsa ved diskontiniuert substitution kunne man variere den
relative faktorkombination kontinuerligt — isokvanterne var jo sanmimen-
hiengende kurver — men der var kun et endeligt antal elementere processer,
som de mellemliggende processer var kombinationer av?®), Ved kontinuert
substitulion mi en sidan kombination av to cller flere processer viere klart
inefficient, nir isokvanten — som man normalt antar — er konveks®), Men

1y Konlinuert etr. diskontinuerl substitution er ikke ol sporgsmdl om, hvorvidl selve prodif-
tionsfuntfionen e konlinuerl eller ¢f - linear-programming-produitionsfunklionen, som vi har
beskrevel den ovenfor, er ogsd en kontinuert funktion -—— men ef sporgsmdl om kontinuitel § groense-
produlliviteterne, dvs, oy, hvorvidt produlGoesfonk onen er differentiabel oler ¢f, Er der dis-
kontinuiteter § groenseprodultivitelerne, e omaen kneel 0 ;}ﬂ_r:iukEh‘Elt-ts!;urr:-r ol isokvanter (o,
somn vi skal se, 1 omkosiningskurven),

%) Denne betragining lndes allerede hos Zeathen (10032), pp. 18 1L

3y Skulle man alligevel Komme ud for, al en isokvant horende il en kontinuert produktions-
funktion er konkav pa et ¢ller Heve stvkker, md man pelop gribe (il kombination av lere processer
{en »helerogen fremstillingsproces«) Tor al f4 en konveks, officient isolvent frem. Delle er visl av
feloerfell-Tarp (og gencraliserel av Frile Schunidly, der saledes har Toregrebet linear programming
pd et vigligt punkl, selv om der opereres med en produktionsfunktion med konlinuert substitu-
lion, og terminologion naturligvis er en anden, Ogsd den grafiske fremstilling er den samme (knef-
lernes parallelogram), Se Gloerfelt-Toarp (1937, op Schmidt (193497,



LINEAR PROGRAMMING I PRODUKTIONSTEORIEN 111

man kan opni si god en tilniermelse, som man ensker, ved at oge antallet
av eclementwere processer, der udspander isokvanten?!).

Pa tilsvarende méide kan man vise, at den jevnt krummende produktivi-
tetskurve — den kurve for totalproduktet, man fir ved at varierc partielt
pa en av faktorerne og holde de andre fast — som fis under kontinuitets-
forudssetninger, kan betragtes som et graenselilfzelde til den knakkede produk-
tivitetskurve, der fremkommer i linear-programming-produktionsmaodellen.

Man bemszrker pi fig. 8, at isokvanterne ikke begynder at krumme den
gale vej, nir de kommer udenfor substitutionsomridet, men fortszetter ud
parallelt med akserne, ganske som linear-programming-isokvanterne uden-
for det »substitutionsomride«, der avgranses av de yderste aktive pro-
cesser () og Py i fig. 7). Noget sidant ville nemlig stride mod definitionen
av produktionsfunktionen som givende det maximale 2 ved given faktor-
indsats; det ville indebzre, at en av faklorerne havde negativ griensepro-
duktivitet, og det ville da idbenbart lonne sig at lade en del av faktormmeng-
den ubenyttet?). Av samme grund er det udelukket, at produktivitetskurver
kan ha en faldende gren; nir grienseproduktivitelen er ndet ned pa nul,
fortsietter kurven vandret ud.

V. Den okonomiske tilpasning under diskonfinuert substitution.

A. Vi skal nu betragte virksomhedens okonomiske tilpasning 1 det til-
felde, hvor der kun er et endeligt antal processer til ridighed.

Som vi har set, kan en del av tilpasningsproblemet loses pd rent »feknisk«
grundlag, uden hensyn til prisforholdene, idet man ved hj=lp av efliciens-
kriteriet pi forhind udskiller processer og kombinationer av processer,
der er dbenbart uskonomiske i den forstand, at samme x kunne ha veeret
fremstiliet ved mindre forbrug av den ene faktor og mindre eller samme
forbrug av den anden. I det specielle tilfrelde, at vi kun har 1 proces til
radighed (limitationalitet), var dette kriterium tilstreekkelig steerkt til at gi
en entydig lesning av minimalomkostningsproblemet ved given produktion,
og dermed til at fastlegge en entydig expansionsvej, der er uvavhiengig av
faktorpriserne; men i alle andre tilfielde gir efficienskriteriet kun en ind-
snevring av det omrade, indenfor hvillket losningen skal seges, siledes at
man for given a fir en isokvant og for varierende x far et substitutions-
omride. Nir man siledes kan fremstille samme produktmangde ved {lere
faktorkombinationer, hvor den ene lar mere av den ene faktor og mindre
av den anden, blir det nodvendigt at veje faktorerne med deres priser for
al kunne sammenligne kombinationerne og finde den av dem, som er

By Se¢ L oeks. Keopmans: Introduction, p. 6, § Koopmans (ed) (1931 a).
2y Jir, Gloerfelt-Tarp (1937), pp. 258 [ Det er (il defle formdl, at G.-T. som lidligere nevnt
indfover restprocssser off hombineror dam med alitive nrocesser, e, on, eit, p, 254,
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oplimal, dvs. at anstille egenilige okonomiske overvejelser i snmevrere for-
stand 1).

BB, Minimalomkostningskombinationen for givet x, niar vi har 2 variable
faktorer, findes geometrisk som koordinaterne til det punkt, hvor den pi-
geldende isokvant tangeres av en isokost-linje. Dette er antyvdet ovenfor pa
fig. 6—8 for et givet sl av faktorpriser, hvis forhold bestemmer haeldningen
av isokostlinjen. Ved at dreje denne ser man umiddelbart, at nar der er
konlinuert substitution (fig. 8), vil sclv en nok sa lille forandring 1 laktor-
prisforholdet medfore, at en anden faktorkombination blir den optimale;
i minimalomkostningspunktet er forholdet mellem faktorpriserne lig med
det marginale substitutionsforhold (= forholdet mellem graenseproduktivi-
teterne). I linear-programming-tilfaeldet derimod (fig. 6 og 7) vil den opti-
male faktorkombination variere diskontinuer! med faktorpriserne. Man vil
i almindelighed fi tangering i et av hjornepunkterne pi isokvanten, dvs.
i et punkt, hvor der er diskontinuitet i det marginale substitutionsforhold;
et sdadant hjorneminimum er karakteriseret ved, at faktorprisforholdet
(hxeldningen av isokostlinjen) ligger imellem de marginale substitutions-
forhold til hojre og til venstre for punktet (haeldningerne av de to lilstedende
segmenter av isokvanten), og si lenge forholdet mellem faktorpriserne
ikke kommer udenfor dette interval, vil man blive 1 den samme faktor-
kombination %). (I det specielle tilfxlde, at man kun har 1 proces, dvs.
limilationalitet, vil man overhovedet aldrig forandre faktorkombinationen,
eftersom alle positive faktorpriser ligger indenfor det s»tilladte« interval).
Hvis man kommer ud for, at prisforholdet netop svarer til haeldningen av
et av isokvantsegmenterne, betyder det, at ethvert punkt pi segmentet er
en minimalomkostningskombination; m.a.o., der er mere end 1 lesning,
som er optimal, men man kan altid finde en optimal losning, som ikke tar
mere end 1 proces i brug.

C. ixpansionsvejen ved total tilpasning i de to variable faktorer frem-
kommer nu ved, at man finder minimalomkostningskombinationen for
alle mulige verdier av @, ved et givet seet av faktorpriser. Den er en ret linje —
det fremgir av, at alle isokvanter er indbyrdes ligedannede og alle isokost-
linjer ligesi — og grienseomkostningerne, der jo er defineret ud langs ex-
pansionsvejen, vil veere konstante. Da graenseindtegten ogsa er konstant
( = produktprisen), si lenge vi forudsmetter, at virksomheden er mzngde-

1y Om disse to stadier i tilpasningen, og siledes om den prineipielle arbejdsdeling mellem
ingeniorer og prakliserende okonomer, se Samuelson (1948), p. 230 T

*) Et minimum av en beslwegtet type kan man komme ud for ved kontinuert substitulion, nir
isokvanten nir ud il aksen, siledes at det marginale substitutionsforhold ikke kan komme ned
pa nul. Ved et tilslraekkeligt lavt faktorprisforhold kan man da 4 en ligeviegt 1 det punkt, hver

isokvanten ndr aksen, og hvor der ikke er lighed mellem prisforhold og substitutionsforhold. Jir.
Samuelson (1948), pp. 69 L.



LINEAR PROGIRAMMING I PRODUKTIONSTEORIEN 113

tilpasser, er der intet maximum for profitten og dermed ingen graense for
virksomhedens expansion, nir faktorerne er tilgengelige i ubegraensede
mengder, dvs. ved total tilpasning. Hvadenten vi har diskontinuert substitu-
tion mellem et endeligt antal linesre processer, eller vi har en kontinuert
produktionsfunktion, der er homogen av 1. grad, vil vi fi en ubegrenset
expansion ud langs en enkelt proces; hvilken proces det blir, avhanger av
faktorpriserne.

D. Antag nu, at en av faktorerne, f. eks. v;, kun forefindes i den begrzn-
sede mengde p; og altsi er en knap eller fast faktor. Det kan f. eks. vare
udtryk for en kapacitetsgriense. Vi far da en partiel tilpasning ud langs
linjen v, =p, i faktordiagrammet, jfr. fig. 9, hvor der er indtegnet en skare
ekvidistante isokvanter. Den storste produktmamngde, x™*, opnis dér,
hvor man treder ud av substitutionsomridet, men hvor langt man vil gi,
avhaenger 1 evrigt av prisforholdene. Man indser let ud fra fig. 9, at total-
omkostningerne blir en kontinuert, men ikke-differentiabel funktion av mx,
sammensat av linjesegmenter, langs hvilke graenseomkostningerne er kon-
stante. Knekpunkterne — dvs. diskontinuiteterne i grienseomkostningerne —
svarer til de punkter, hvor linjen v,=p, i fig. 9 krydser en processtrile;
alle andre punkter reprasenterer kombination av 2 processer. Profitten blir
maximal, hvor avstanden mellem totalindtegtskurven r=px og omkost-
ningsfunktionen er storst mulig, hvilket i almindelighed vil blive 1 et kn=k-
punkt. — Dette vil i ovrigt sige, at man aldrig behover at ta mere end 1
proces i brug, nar der kun er 1 fast faktor. Fig. 10 viser denne type omkost-
ningsfunktion. Totalomkostningskurven — der, niar man ser bort fra de

8



114 LINEAR PROGRAMMING I PRODUKTIONSTEORIEN
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Fig. 10

faste omkostninger, kan opfattes som den omvendte funktion av en pro-
duktivitetskurve — og den tilsvarende trappeformede grznseomkostnings-
kurve kan betragtes som approximationer til de sedvanlige kontinuerte
og differentiable omkostningskurver; disse reprmsenterer det graensetil-
faelde, hvor antallet av trappetrin (knzk) er uendelig stort!). Det modsatte
graensetilfelde er limitationalitet, hvor der kun er ét st av tekniske koeffi-
cienter til rddighed, og trappen kun har ét trin (se fig. 4). Som det fremgar
av fig. 10, er det optimale tilpasningspunkt ikke karakteriseret ved, at greense-
indtegt = grenseomkostninger; dette illustrerer igen, at den marginale
betragtningsmide ikke er til megen nytte ved diskontinuert substitution,
eftersom der er diskontinuitet i grzenseproduktiviteter og grznseomkost-
ninger.

Den reelle gkonomiske tolkning av den diskontinuert stigende griense-
omkostningskurve er, at nar produktionen skal udvides indenfor et givet
fast anleg, vil man forst gi si langt, som det er muligt med den proces,
som bruger relativt mindst av den variable faktor og altsd har de laveste
graenseomkostninger (P 1 fig. 9); vil man producere mere (overskride P; i
figuren), mi man ta den »nmstbedste« proces 1 brug, men for at det skal
kunne lade sig gore, ma man avgi noget av den faste faktor fra den bedste
til den nmstbedste, dvs. kombinere de to processer?); og si fremdeles.

1} Den faldende gren av grenseombkostningskurven fir man ikke med. Men under forudsset-
ning av constant returns to scale m. v. kan man vise, at stigende grienseproduktivitet, og dermed
faldende greenseomkostninger, heller ikke kan forekomme i det kontinuerte tilfelde, nir produk-
tionsfunktionen defineres som givende den slorsle produktmengde, der kan fremstilles ved enhver
faktorkombination, Stigende greenseproduktivitet vil nemlig vaere inefficient, idet man kan opnd
en storre produkimesengde ved at lade en del av den Faste faktor ubenyttet. Se Gloerfelt-Tarp (1937).

¥y Man indser dette, hvis man tenker sig ethvert punkt pd linjen p,=p, konstruerct ved et
krafternes parallelogram som en lineser kombination av de to processer, som punktet ligger imellem.
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Fig. 11

E. Er begge faktormangder givne, v,=b, 0g v;=0,, vil produktmasngden
veere given, idet der kun gir én efficient isokvant gennem punktet (v, v,);
i dette tilfielde er der intet skonomisk optimeringsproblem i egentlig forstand,
idet efficienskriteriet her gir en entydig bestemmelse av det optimale punkt, —
Hvis ikke punktet tilfzeldigvis ligger p4 en av processtrilerne, dvs. hvis
ikke faktorerne forefindes i en proportion, som netop svarer til de tekniske
koefficienter i en enkelt av processerne, vil kravet om efficient udnyltelse
av begge faktorer kun kunne opfyldes ved, at man tar 2 processer i brug
og kombinerer dem?), jfr. fig. 11. Til gengeld er 2 processer altid tilstreekke-
ligt. Hvis punktet ligger udenfor »substitutionsomradet«, blir den ene av de
to processer en restproces; ingen kombination av 2 aktive processer vil
kunne udnytte begge faktorer, uden at der fremkommer en rest av den
ene av dem.

Er der 3 faktorer, hvorav de 2 er faste, blir der igen et tilpasningsproblem,
Dette og endnu mere generelle tilfeelde kan ikke leengere illustreres geome-
trisk i et faktordiagram; men man indser intuitivt, at det vil gi anledning til
omkostningsfunktioner av lignende type som den, der er vist pi fig.102).

1y Dette resultat er foregrebet av Zeuthen lenge for linear programming; jfr. Zeuthen (1932),
pp. 18 i1, og (1942), p. 66. Se ogsd (1928), p. 34.

¥ Dorfman nevner som eksempel en vicksomhed, der rdder over et eller flere ringere reserve-
anleg, som forst tages i brug, nir hovedanlzggets kapacitet er fuldt udnyttet. De forskellige proces-
ser, der stir til ridighed, bestdr i udnyltelse av disse forskellige anleg, og hvis der i hver av pro-
cesserne er konstante variable omkostninger (il arbejdslon ete.), fir man netop en omkostnings-
funklion av denne type; jir. Dorfman (1931), pp. 16 1,

Dette eksempel er specielt derved, at hver av de faste fakiorer kun opireeder i en enkelt av pro-
cesserne (dvs, alle faste faktorer undtagen én har koefficienten nul i hver enkelt proces), siledes
at resultatet er umiddelbart indlysende. Men det er i haj grad ekonomisk relevant.

Laser man »jordkvaliteler« i stedet for »anlige, ser man, hvordan eksemplet minder om

Ricardo’s jordrentemodel, Den ekstensive dyrkningsgriense er det ringeste av de anleg, som det
lonner sig at udnytle ved de herskende priser.
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Si lwnge der kun er et endeligt antal processer til ridighed, mi der nodven-
digvis komme diskontinuiteter frem.

Generelt vil den optimale losning ikke behove at kombinere flere proces-
ser, end der er faste faktorer; vi skal senere komme tilbage til denne vigtige
sietning, som er fundamental ved den analytiske og numeriske losning av
linear-programming-problemer,
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