OM ANTAL FRIHEDSGRADER 1
YKONOMISKE MODELLER?)

Av SVEN DANG

ED en skonomisk model vil man i almindelighed forsta et system av
V relationer mellem skonomiske variable; nogle av relationerne er blot
bogholderimsmssige identiteter (definitionsligninger), medens de svrige ud-
trykker tekniske sammenh:zenge eller skonomiske subjekters adfeerd (struk-
turligninger). For at man kan tale om en model, er det naturligvis ikke
nedvendigt, at man har et formelt matematisk system for sig; hvadenten
man opererer med »ligninger« eller blot taler om ssammenhange«, er det
samme sagforhold, man har for eje.

Har man lige mange ligninger og variable — ligningerne forudsattes
at vacre indbyrdes uafhaengige og ikke indbyrdes modstridende — wvil syste-
met i almindelighet vaere determineret, d.v.s. der er kun et bestemt s®t
(eller i hvert fald kun et endeligt antal s@t) vaerdier av de variable, som
tilfredsstiller systemet, og disse bestemte vaerdier kan beregnes udtrykt ved
systemets koefficienter. Er der flere ligninger end variable, vil modellen
i almindelighed vaere overdetermineret, d. v. s. alle relationer kan ikke vere
opfyldt samtidigt, og systemet blir »umuligt«. Er der omvendt for fi
ligninger, har ligningssystemet uendelig mange lesninger, det blir ubestemt;
determineret blir modellen da ferst, nir man pélsegger den det manglende
antal bind. Er der f. eks. 2 flere variable, end der er ligninger, kan man frit
veelge vilkarlige veerdier for 2 av modellens variable; modellen siges i dette
tilfzelde at ha 2 frihedsgrader, og nir man har sat 2 wvariable lig med
bestemte vierdier, er der blevet lige mange ligninger og ubekendte i systemet.

Hvis man har et defermineret (og statisk) system, har det felgelig ingen
mening at sparge, hvilken virkning det har pi de evrige starrelser indenfor
modellen, at man sndrer pa en av de variable. Samtlige variable er jo last
fast p4 bestemte vaerdier; systemet har ingen frie (uavhangige) variable til
disposition, ingen frihedsgrader®). Har man f. eks. en partiel statisk model
bestidende av en almindelig efterspergsels- og en udbudsrelation for en

1y Artiklen pratenderer ikke at bringe noget egentligt nyt, men er blot et forseg pi at give en
kort, populzr fremstilling av tanker, som er alt for lidt kendt udenfor de matematisk indstillede
skonomers kreds,

¥y Derimod har det mening at sperge om virkningerne av, at selve formen pd en av relationerne
@ndres (et »shift¢), men dette kan ofte tolkes derhen, at man i virkeligheden har indfert en ny
parameter og dermed en frihedsgrad, som tillader variation i systemet. Et shift i en efterspargszels-
kurve vil I. eks. ofte skyldes, at indkomsten har @ndret sig.
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enkelt vare, d.v.s. 2 ligninger i 2 variable (pris og mengde), kan man
ikke indenfor dette system stille spergsmil som: Hvor stor ville den oin-
satte mmngde blive, hvis prisen f. eks. blev 1 kr. lavere? Der er jo i al-
mindelighed kun én bestemt pris og én bestemt mzngde, der tilfredsstiller
begge relationer, og hvis man varierer pi prisen p& en bestemt mdide, ind-
forer man dermed en tredie relation, som ger systemet overbestemt.
(Noget andet er, at man ofte forestiller sig, at lesningen er kommet i stand
ved en gradvis tilpasningsproces, som ender i skmringspunktet mellem
efterspergsels- og udbudskurven, men dette er — som pipeget av Haa-
velmo!) — Kun at forsth som en »mental proces¢ hos efterspergere og
udbydere (silznge man razsonnerer indenfor et statisk system; i en dyna-
misk model kan forholdet blive et andet, jfr. spindelvevstilfzldet).

Den gkonomiske teori m4 imidlertid ogsi kunne svare pa spergsméil om,
hvad der sker med visse variable, nir man wvarierer pi visse andre, der
da betragies som uavhmngige variable. Dette er faktisk teoriens fornemste
opgave. Sidanne spergsméil kan kun besvares indenfor modeller, der har
lige s& mange frihedsgrader, som der er uavhmngige (frie) variable. Hvis
man f. eks. vil undersoge, hvad der sker med den omsatte mzngde, hvis
prisen pi en vare av en eller anden grund nedsaties fra udbydernes side,
indebarer selve problemstillingen, at man md ha en model med én friheds-
grad. Denne fremkommer da ved, at udbudskurven bryder sammen, idet
udbudskurven ikke kan bestd, hvis udbudsprisen frit kan warieres av
producenterne; det typiske eksempel er prisdannelsen under monopol,
hvor udbyderen er herre over prisen, og hvor der ikke galder nogen udbuds-
kurve?}. I denne model kan den omsatte mingde ved hjxlp av efter-
sporgselskurven udtrykkes som funktion av den uavhangige variabel, pri-
sen, og nir man disponerer over denne frie parameter (ved at fiksere den pa
en bestemt veerdi eller foreskrive en bestemt wvariation av den), er den
disponible frihedsgrad brugt op og systemet er determineret. Kun i en
sadan model har elasticitetsbegrebet, der jo implicerer, at man iagttager
virkningen pi én sterrelse av en wvariation i en anden, nogen mening.
Denneene frihedsgrad kan man ha indenfor en enkelt relation (f. eks. nir
man ser pa en efterspergselskurve alene), men man kan ogsd ha en
frihedsgrad indenfor ef helt system; det generelle tilfzelde er et system
av flere simultane relationer med flere disponible (uavhangige) parametre.
For anskuelighedens skyld kan man tmnke sig, at man tar sit udgangs-
punkt i1 en determineret model i mange variable (svarende til en skonomisk
virkelighed, hvor alle sterrelser tilpasser sig automatisk uden »indgreb«
av nogen art). Man kan da gradvis indfere flere frihedsgrader; for hver

Ty Jfr, »Bkonomisk likevekt og okonomisk velferd«, Statsekonomisk Tidsskrift 1949, s, 220,
®) En anden sag er, at hvis man antar, at monopolistens udbud er styret av profitmaksimerings-
hensynet, kan monopolprisen ikke lengere betragtes som en [ri variabel.
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ny frihedsgrad mi en av de oprindelige ligninger bryde sammen (hvis
man ikke vil indfere nye variable). Jo mere generel modellen skal vare,
d.v.s. jo storre en klasse av institutionelle forudsseininger den skal kunne
daekke, des flere frihedsgrader mid man ha'); det mest generelle — i
praksis naturligvis utzenkelige?) — tilfmlde har man, nir de er lige s
mange frihedsgrader, som der er variable, d. v.s. nir samtlige variable —
priser og mangder — kan fikseres (f.eks. av staten) pa vilkarlige og
indbyrdes uavhasengige vaerdier; specielle, mere realistiske tilfzlde fir man
da av deite generelle system ved at palagge de variable et antal bénd, som
svarer til de sammenhange, der galder 1 den virkelige verden, modellen
skal vaere et forenklet hillede av, Vil man f.eks. ha en model, der kan
anvendes pi en virkelighed, hvor der er fri markedstilpasning pa efter-
spergselssiden, indferer man efterspoergselsrelationer mellem pris og
maengde, 0. s. fr.

Hvor mange frihedsgrader man skal operere med, avhanger selvsagt av,
hvilket problem man har stillet sig®). En model blir ikke i sig selv mere
eller mindre »realistiske wved, at man sendrer antallet av frihedgrader.
Det avgoerende er, hvor mange frie variable man har brug for; vil man f. eks.
undersege, hvordan det gir med sysselsziningen, hvis man autonomt eger
pengemangden og samtidig forandrer pi omsztningsskatteprocenten, méa
man ha en model med 2 frihedsgrader; enhver av modellens variable kan
da ved lesning av ligningssystemet udirykkes som funktion av disse to
uavhengige variable. Nér professor Frisch’'s decisionsmodel*) har 14
frihedsgrader, er det bl. a. udtryk for, at man har villet beregne virknin-
gerne av 14 simultane skonomisk-politiske indgreb.

Indenfor en model med flere frihedsgrader kan man naturligvis godt
undersege virkningerne av en isoleret (partiel 1 matematisk forstand)
variation i en enkelt av de variable. De pvrige frie variable holdes da kon-
stante (ceteris paribus)®), og enhver av de avhmsengige variable kan wved
elimination av de andre udirykkes som funktion av den frie variabel.

Yy Jfr. Bagnar Frisch: Om desisjonsmodeller, slensil-memo fra Universitetels Socialokonomiske
Institutt, Oslo, 28, sept. 1949,

%y Tillweldet er utenkeligt alene av den grund, at der i regelen mé eksistere et antal definitions-
maessige relalioner mellem de variable.

¥ Ifr. Frisch, op. cil.

¥y Jir. »Price-Wage-Tax-Subsidy Policies as Instrumenis in Maintaining Optimal Employment«
(UN Document E|CN. 1|Sub. 2|13, 18. April 1049), og »Mathematical Appendix« hertil (stensil-
memo fra Universitelels Socialokonomiske Institutt, Oslo, 23. seplember 1949).

%) Er der n frihedsgrader i systemet, holder man altsd (n—1) parametre konstante, d.v.s. man
leegger {n—1) yderligere bind pd de variable. Disse biind m# — p4 samme mdde som selve lignin-
gerne i systemet — vazre indbyrdes vavh®ngige og konsistente. Som folge herav kan man ikke
walge et hvilket som helst st av n variable til at vere »irie variable«; man kan f, eks. ikke samtidig
hetragte pengemzngden og renten som frie variable,
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Av disse funktioner kan man da, om det enskes, beregne elasticiteterne
av de avha&ngige variable m. h. t. den uavhaengige.

Det kan undertiden veere hensigtsmessigt saledes at operere med en
model med to eller flere frihedsgrader, selv om det, man ensker at under-
soge, kun er virkningerne av en bestemt @ndring i en enkelt uvavhaengig
variabel. Seet at man f. eks. har opstillet en makromodel med det formaél
at beregne virkningerne pa nationalindi=gten av, at de bhestiende indirekte
skatter ophfseves, Hvis en sidan model skal veere realistisk, mi man ta
hensyn til, at en ophavelse av forbrugsbeskatningen via eget konsumtion
vil medfere et eget pres pd betalingshalancen, og at myndighederne da
nedvendigvis ma gribe ind for at hindre dette, f. eks. ved nye direkte
skatter pa de lavere indkomster. Dette svarer i modellen til, at der laegges et
yderligere bind pd de variable (nemlig betingelsen: underskudet pa be-
talingsbalancen = konstant), og for at systemet ikke skal blive overbestemt,
indferer man da en ny variabel, som skal reprasentere det indgreb, der
kan sikre, at betingelsen om betalingsbalancen blir opfyldt!}, f. eks. direkte
skatter pid de smi indkomster. Systemet har da de 2 frihedsgrader, man
behever: en til at variere pi de indirekte skatter og en, som bruges til at
holde underskudet pi betalingsbalancen fast. Den sidstnsevnte gir siledes
mulighed for i modellen at ta hensyn til en skonomisk-politisk méalszining,
som man véd vil bli segt realiseret av myndighederne, og som man derfor
m:?l ta med i sin model, hvis den skal vsere realistisk. Uendret underskud
pA betalingsbalancen er naturligvis ikke det eneste bind, den skonomiske
politik kan tankes at lmgge pA de sterrelser, som indgar i systemet; i
makrookonomiske modeller kan man f. eks. ofte bli nedt til at regne med
fuld sysselsmtning som mal, der enskes realiseret, og man ma da indfere
endnu en aktionsparameter og dermed en yderligere frihedsgrad. PA den
mide blir det muligt i modellen at ta hensyn til det skonomisk-politiske
»milje«, indenfor hvilket man manipulerer med en av modellens variable.

Hidtil er der kun talt om sfafiske systemer. De samme rzsonnementer
kan imidlertid stort set anvendes pi dynamiske modeller, blot at man her
mi tale om »tidsreekker« eller tidsfunktioner« i stedet for »variable. Hvis
der i et dynamisk system er lige s& mange ligninger, som der er ubekendte
tidsfunktioner, og tillige initialbetingelserne er givet, er systemet determine-
ret i den forstand, at udviklingen fremover i tiden da kan beregnes for hver
enkelt sterrelse.

Hvad der ovenfor er sagt, vil formodentlig forekomme mange at vare
rene selvislgeligheder, og forsividt med rette, som der jo ikke er noget

1y 1 Professor Frisch's terminologi blir underskudet pA betalingsbalancen da en »mils®tnings-
parameters, og de nye skatter blir en »aktionsparameter«, som mé indferes, for at man ikke skal
miste en frihedagrad.
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opsigisvaekkende 1, at der i almindelighed skal vezere lige mange ligninger
og ubekendte, hvis et system av simultane ligninger skal kunne leses.
Alligevel syndes der ofte mod disse ganske simple regler, f. eks. ved at man
beregner elasticiteter i et determineret system, hvor alle sterrelser er last
fast og wvariation derfor er udelukket; det gzlder i sarlig grad om ikke-
matematiske modeller, hvor man ikke si klart har rede pi antallet av
ligninger og variable.



