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Fra redaktionen

Nyt fra MONA

MONA kom til verden i september 2005 hvor uddannelsessektoren stod over for en
reekke udfordringer. I folkeskolen baksede mange med implikationerne af to skuf-
fende PISA-underspgelser. P4 ungdomsuddannelserne stillede en ny gymnasiereform
store krav til leerere. Og pa leereruddannelsen sd man ind i en loveendring der skar
ned i antallet af linjefag. Disse generelle problemer slog hardt igennem i matematik
og naturfagene.

Til neeste ar fylder MONA 20 &r. Uddannelsessystemet star stadig over for store
udfordringer. Og MONAs formal har ikke sendret sig. MONA blev skabt med malet om
at styrke matematik- og naturfagsundervisningen, og det er fortsat vores opgave. Vi
arbejder for at udbrede den nyeste didaktiske viden og skabe et forum for den kon-
struktive dialog i feltet. Og det er langt hen ad vejen lykkedes — MONA har etableret
sig som en vigtig partner i formidlingen af en forskningsbaseret, dansk matematik- og
naturfagsdidaktik!

Men meget andet har sendret sig over de sidste to artier. Og derfor ma MONA nu
@ndre udtryk. De seneste ars stigende priser pa tryk og distribution har gjort det gko-
nomisk uholdbart at fortseette med at producere det fysiske MONA. Som sa mange
andre tidsskrifter for laengst har gjort, vil MONA fra 2025 derfor overga til at veere
100 procent digitalt.

Dette er ikke kun en sparegvelse. De penge som i dag gar til papir, bleek og porto, vil
blive investeret i indholdet, og vi glaeder os derfor til at kunne tilbyde den viden der
deles i MONA, til flere og pa flere mader. Vi ved at mange —ogsa her pé redaktionen -
vil savne den taktile fornemmelse af et nyt tidsskrift. Men vi er ogsa overbeviste om
at det vigtige ved MONA ikke er formatet, som tidsskriftet udkommer i. Det vigtige
er at MONA har et relevant indhold som bliver leest, diskuteret og brugt. Som altid
findes MONA pa tidsskrift.dk/mona.

2024 blev ogsa aret hvor MONA matte sige farvel til Sebastian Horst, der efter et
jobskifte er tradt ud af MONAs redaktion. Sebastian har veeret en vigtig drivkraft i
MONA siden allerfgrste nummer. Derfor lyder her en stor tak til Sebastian for den
store indsats for tidsskriftet.

MONA i matematikkens tegn

I denne udgave af MONA er der fokus pd matematikken. Du far fire artikler samt en
kommentar og en boganmeldelse.
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Det er et centralt element i matematikundervisning at give elever kendskab til flere
regnestrategier sa de kan veaelge den mest hensigtsmeessige til opgaven. Men i praksis
har elever tendens til at holde fast i de samme strategier, viser Loa Bjork Joelsdottir og
Pernille Bgdtker Sunde i artiklen “Adaptivitet og fleksibilitet —addition og subtraktion
med flercifrede tal”. Selvom leerere og skoler i disse ar har et stprre fokus pa adaptiv
fleksibilitet, er der stadig et stykke vej igen, vurderer forfatterne.

Strategiske breetspil som Othello kan bruges til at udvikle og styrke elevers mate-
matiske reesonnementskompetence. Det skriver Emilie Madeline Hersaa Nehammer,
Anna Louise Eriksen og Erik Ottar Jensen i artiklen “Udvikling af matematisk reeson-
nementskompetence gennem braetspillet Othello”. Aktiviteter omkring spillet kan
skabe en platform der giver elever mulighed for at gve sigiat fremseette argumenter,
som er karakteriseret ved en logisk progression, indeholder matematiske aspekter og
er baseret pa geometriske mgnstre.

Hvordan bruger gymnasiets matematikleerere deres uddannelse? Det underspger
Carl Winslpw og Katrine Fredensborg Dedenroth i artiklen af samme navn. Ca. 1/4 af
lererne angiver at bruge viden fra universitetet i forbindelse med undervisningen i
hgj eller meget h¢j grad, mens godt halvdelen angiver nogen grad af brug. Resultaterne
viser at bade international forskning og danske leereres erfaringer bgr inddrages sy-
stematisk i overvejelser af hvordan universitetsuddannelsen kan bidrage til at styrke
matematikundervisningen i gymnasiet, skriver forfatterne.

I artiklen “Matematisk argumentation, geometri, gamle tekster og GeoGebra” argu-
menterer Marianne Thomsen for at arbejde med samspillet mellem matematikhisto-
riske originalkilder og digitale teknologier. Artiklen leegger op til at arbejde aktivt med
logbpger hvis og ndr man vil skabe situationer der understgtter elevernes muligheder
for at udvikle deres reesonnementskompetence.

Andelen af leererstuderende der vaelger Geografi som fag er katastrofalt lave. Det
skriver Keld Conradsen, Poul Kristensen og Jette Reuss Schmidt i en kommentar til
Brian Krog Christensens “Hvad far eleverne til at veelge de naturvidenskabelige stu-
dieretninger i gymnasiet?”, fra MONA 2024(2). Udfordringen skyldes blandt andet
forzeldede og fejlagtige idéer om at geografi handler om at kende lande, byer, hoved-
steeder, floder og bjerge, skriver forfatterne der vil bryde fagets negative arv.

STEM er pa den uddannelsespolitiske dagsorden i hele verden. Men det er stadig
uklart hvordan STEM-undervisning skal operationaliseres i en dansk kontekst. Det
kommer der nu et bud pa i bogen STEM-didaktik af Connie Svabo, Dorte Moeskaer
Larsen, Katrine Bergkvist Borch, Maiken Westen Holm Svendsen og Mette Als Kri-
stensen. Sidst i dette nummer giver Maria Mgller sit bud pa fem seerligt relevante
nedslag fra bogen.

God laesning.
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Artikler

| denne sektion bringes artikler der er vurderet i henhold il MONA's
reviewprocedure og derefter blevet accepteret til publikation.



ARTIKLER

Adaptivitet og fleksibilitet -
addition og subtraktion med
flercifrede tal

b~ W Perille Bedtker Sunde, VIA
‘ University College & KU

Leuven

Léa Bjork Joelsdéttir,
VIA University College
& TrygFondens
Barneforskningscenter,
Aarhus Universitet

Abstract: Internationalt er der enighed om at fleksibilitet og adaptivitet, dvs. at kende til flere strategier
og at kunne vaelge den mest hensigtsmeessige, er centrale elementer i matematikundervisning. Vi har
undersggt 2.298 danske 3.-, 6.- og 8.-klasseelevers brug af regnestrategier til trecifrede additions- og
subtraktionsopgaver designet til at fremme brug af talbaserede metoder, fx 199 + 323. Pd tveers af
klassetrin viste eleverne lav grad af adaptivitet. Eleverne anvendte sjeeldent de talbaserede metoder
selvom disse havde hgjere rigtighedsprocent end standardalgoritmen. Brug af standardalgoritmen var

stgrst i 8. klasse hvor eleverne samtidig gjorde mindst brug af talbaserede metoder.

Indledning

Siden 1990’ernes reformorienterede matematikundervisning har der veaeret bred enig-
hed blandt eksperter om at adaptivitet og fleksibilitet er et centralt mal for matema-
tikundervisningen (Baroody, 2003; Hickendorff et al,, 2018; Xu et al., 2017). I lande som
USA, Australien, Singapore (Rittle-Johnson et al,, 2012), Holland (Hickendorff, 2018),
Belgien (Torbeyns et al., 2018) og ogséd Danmark (Bgrne- og Undervisningsministeriet,
2019a) er fleksibilitet saledes skrevet ind i leeseplanerne for matematik.

Forskning i fleksibilitet og adaptivitet i relation til regning med bade etcifrede og
flercifrede tal har vist at der er god grund til at have fokus pa bgrns udvikling og brug
afregnestrategier da dette ser ud til at heenge sammen med matematikvanskeligheder
(fx Ostad, 1997; Vanbinst et al,, 2014) og udvikling af matematiske feerdigheder mere
generelt (Dowker, 2014; Jéelsdéttir, 2023; Sunde et al., 2023).

I dette studie vil vi undersgge danske elevers brug af forskellige strategier i arbej-
det med flercifrede tal og om der er forskel pa strategibrug pa forskellige klassetrin.

MONA 2024-3
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Regnestrategier og cifferbaserede metoder

En metode til flercifrede beregninger vedrgrer den made hvorpad man handterer
de tal der indgdr i beregningen, med henblik pa at finde frem til resultatet. Det
kalder Hickendorff et al. (2019) en (lgsnings)strategi. Vi har dog valgt at anvende
begrebet metode som det overordnede generelle begreb da strategi i en dansk kon-
tekst primeert knytter sig til de talbaserede regnestrategier (se ogsd Sunde, 2022).
Regnemetoder kan dermed vaere bade talbaserede regnestrategier og cifferbaserede
metoder eller algoritmer, bl.a. standardalgoritmer. I det fgplgende uddyber vi hvor-
dan vi anvender begreberne strategi og algoritme, hvilket ogsa er beskrevet i Sunde
(2022). Med en strategi eller regnestrategi forstar vi en metode som bestdr af en
reekke mulige handlinger som kan aendres og tilpasses den enkelte regnesituation
(fx Ostad, 1997; Siegler & Jenkins, 1989; Verschaffel et al., 2007). En algoritme bestar
derimod af fastlaste og ufravigelige trin for trin-handlinger (Siegler & Jenkins, 1989).
Heri ligger at den er fastlagt pa forhdnd og kan bruges til alle typer opgaver, altsd
generelt, inden for en regningsart.

De talbaserede strategier har det tilfeelles at de bygger pa talforstaelse samt for-
stdelse af regneoperationernes egenskaber. De kraever forstdelse for hvordan tallene
kan deles op, ofte i enere, tiere, hundreder osv., fx at 384 = 300 + 80 + 4, og tallenes
storrelse, fx at 199 er en mindre end 200, dvs. 199 = 200 - 1. De cifferbaserede metoder
inkluderer bl.a. standardalgoritmen. Metoderne kan gennemfgres som en udenadleert
regneproces hvor forstaelse ikke er npdvendig for at gennemfgre de enkelte trin, men
metoderne er nemme at generalisere for alle tal. Eksempler pa tal- og cifferbaserede
metoder kan ses i tabel 1.

At kunne anvende de talbaserede strategier forudseetter sdledes at eleven har en
god talforstaelse og kan kombinere det med forstaelse af de fire regningsarter (Yang
etal, 2009). Dette er helt parallelt med udvikling af regnestrategier til etcifret regning,
som beskrevet i Sunde (2022).

MONA 2024-3
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Adaptivitet og fleksibilitet — addition og subtraktion med flercifrede tal

Tabel 1. Eksempler pd regnestrategier til flercifret addition og subtraktion.

Talbaserede strategier

Y- -3
?oo+(«l<?*"(‘-9= 5]

Indirekte addition/fylde op
504 —476

4-76 +24 —“—500

5oo+4 =50
vee 29D

Dekomposition (split) Sekventielle strategier (leegge Kompensation
til —trin for trin)

384 + 216 199 +323 199 +323
gl 100 +144.= U4 food 323° 313
Sce +loc =90 0O b[qq,'_@‘a:g% SZ:S\ I= ZZ
80 +\C =0
G+ ¢ =\o0
o0 A0 +\Q = Goo

704 -17 704 -17 673 —199

Too- 0o Joi= 3 2£93 073+|
®—-10=-10 £97- 107 457 /99 +1

LA
629-200=474

Cifferbaserede metoder

Standardalgoritme Regning med cifre
482 + 218 504 -476 384 + 216
lo HY+6 =)0
by 5 1—-{ _ 8+179 sat Obag pz= 90

ZI 82 3+2=5 sef OO bo\g pad=500
2 ’8 LI 7 éz 10+ 90=

70O 07z¢ 0=100 x500=600

—
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Adaptivitet og fleksibilitet

Ilitteraturen anvendes forskellige definitioner af begreberne adaptivitet og fleksibi-
litet, og i flere tilfeelde bruges fleksibilitet som synonym for begge (Verschaffel et al,
2009). Verschaffel et al. (2009) konkluderer at begrebet fleksibilitet oftest defineres
som viden om forskellige strategier til lpsning af et givent problem samt evnen til at
anvende og skifte imellem disse strategier, og at begrebet adaptivitet oftest defineres
som evnen til at veelge hensigtsmaessige strategier til lpsning af et givent problem. I
denne artikel fplger vi disse definitioner.

Hvis vi ser lidt neermere pa adaptivitet, altsa valg af hensigtsmaessige strategier,
kan dette anskues fra tre forskellige perspektiver (Verschaffel et al., 2009). Det fgrste
perspektiv, som er hovedfokus i denne artikel, er opgaverelateret adaptivitet. Her er
de mest hensigtsmaessige strategier de strategier hvor udregningsprocessen er gjort
mere simpel i form af feerre trin og simple beregninger, dvs. ved brug af en sdkaldt
shortcut-strategi (Torbeyns et al., 2009; Xu et al,, 2017). Et eksempel er brugen af kom-
pensation i opgaver som har 9 enere, £x199 + 323 = 200 + 323 —1=522, eller indirekte
addition (fylde op) til subtraktion med to tal med lille forskel, fx 103 =98 =2 +3 =5.
De pvrige to perspektiver pa adaptivitet er det individuelt kognitive, dvs. nér strate-
givalg er relateret til hvad der er hurtigst og mest sikkert for den enkelte person, og
til sidst det kulturelle perspektiv, dvs. hvad der er anerkendt i det (klasse)miljp eleven
er i (Verschaffel et al., 2007). Se ogsa Sunde (2022) for eksempler.

Regnestrategier i en dansk kontekst

Diskussionen om fleksibilitet er ikke ny i dansk sammenhzng. Udvikling af regne-
strategier og talbaserede regnemetoder har veeret en del af de officielle méal siden
Klare madl fra 2001 (Undervisningsministeriet, 2001). I den danske laeseplan fra 2019
star der bla.:

“Det er centralt, at leereren udfordrer og stgtter de enkelte elever pa en made, sa eleverne
udvikler deres regnestrategier pa baggrund af deres talforstdelse frem for at leere pro-
cedurer for opstilling og udregning. Der sigtes ikke mod opgvelsen af standardiserede

algoritmer” (Bgrne- og Undervisningsministeriet, 20194, s. 37).

I Undervisningsvejledningen fremhaeves det desuden at arbejdet med regnestrategier
skal bygge pa udvikling af tal- og regneforstielse:

“ambitionen er noget andet og mere, end at eleverne far preesenteret beregningsmetoder,
som de efterfplgende gver sig pa. Formuleringen heenger sammen med, at eleverne skal

leere med forstaelse. Det er med andre ord ikke hensigten, at eleverne reproducerer bereg-
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ARTIKLER Adaptivitet og fleksibilitet — addition og subtraktion med flercifrede tal

ningsmetoder, men at de udvikler metoder, fordi en sddan udvikling kun kan forega, nar
den er forbundet med forstaelse af tallenes og regningsarternes egenskaber” (Bgrne- og

Undervisningsministeriet, 20194, s. 93).

Der er sdledes ingen tvivl om at anbefalingen de sidste artier har veeret at arbejde med
talbaserede regnestrategier frem for algoritmer i selve matematikundervisningen.
Selvom begrebet fleksibilitet ikke anvendes direkte i beskrivelsen ileeseplanen, svarer
beskrivelsen af udviklingen af regnestrategier pa baggrund af elevernes talforstaelse
netop til definitionen af fleksibilitet, og dermed kan anbefalingerne i Feelles Mal siges
at sigte mod opndelse af fleksibilitet.

Men hvordan ser det sd ud med elevernes valg af lgsningsstrategier i regneopgaver?
Ser vi pa de fire klassiske opgaver i regning med positive heltal i de fire regningsarter
i folkeskolens prgve i matematik efter 9. klasse, feerdighedsdelen fra maj 2019, kan
vi se at 30 % af eleverne svarer forkert pa subtraktionsopgaven 701 — 149 og 31%
svarer forkert pd divisionsopgaven 7021: 7 (Undervisningsministeriet, 2019b). Begge
opgaver har den egenskab at de understgtter anvendelse af talbaserede metoder (se
tabel 1), her med szerligt fokus pa shortcut-strategier der har det tilfeelles at veere
talbaserede metoder hvor antallet af step i udregningen reduceres (se tabel 2). Ser vi
neaermere pa de typiske fejlsvar, viser der sig et menster. For opgaven 701 —149 udger
fire af de fem mest hyppige fejlsvar, 462, 562, 648 og 652, tilsammen knap halvdelen
af alle fejlsvar (8.750 elevsvar) og 13,6 % af alle elevsvar (Undervisningsministeriet,
2019Db). Disse fejlsvar har det tilfeelles at de kan veere resultat af typiske fejl ved brug
af standardalgoritmen (tabel 2). Resultater som disse understgtter en hypotese om at
danske elever, trods anbefalingerne i Feelles Mal, prioriterer cifferbaserede metoder
som fx algoritmer og i mindre grad arbejder med talbaserede metoder. Ud over de
viste eksempler i figur 1 kan noget lignende ses ved analyse af fejlsvar af divisions-
opgaver. I tabel 3 vises tre eksempler fra hhv. 2011, 2016 og 2019, hvor en algoritme
sammenlignes med en talbaseret metode. Eksemplerne i tabel 3 viser hvordan en
simpel fejl kan opstd nar eleverne ikke husker processen i algoritmen nar O er en af
cifrene. Opgavens egenskaber understgtter samtidig muligheden for at Ipsningspro-
cessen kan simplificeres med en talbaseret metode, her ved opdeling af tallet pa en
hensigtsmeessig made, fx 700 —150 = 550, 550 + 2 = 552.

MONA 2024-3
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Tabel 2. Mulige fejlmetoder til de hyppigste fejlsvar fra folkeskolens prgve uden hjelpemidler i
maj 2019. N = 64.331, fejlsvar: 30 % af alle svar (Undervisningsministeriet, 2019b).

462 2.656 5
YA Ll

Ao\
- 149

462

550 2.245

ol =149

=] + |
Joo - 1S0 =SS0

4
Fol
=149

P

62

Tol

~ 149

64¢¥

648 2.101

652 1772 g u

ol
— 149

L
652
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Tabel 3. Eksempler pd division fra preven uden hjaelpemidler i 2011, 2016 og 2019, fejlprocent,
hyppige fejlsvar (Hansen, 2011; Undervisningsministeriet, 2019b), og eksempler pd lgsningsme-

Adaptivitet og fleksibilitet — addition og subtraktion med flercifrede tal

toder med hhv. standardalgoritme og shortcut-strategi.

2011 2016 2019
Opgave 4509: 9 8032: 8 7021: 7
Fejlprocent 30% 45% 31%
Hyppige fejlsvar 51 104 103
S'tandardalgo- 501 1 00 4 | 00
ritme C‘\“Ib_o‘ﬂ _{ﬂgogl "L\_‘L??;\}
4$ 8 N e LA
oY 003 0o\
g 32 2
N o [4)
o) = -
Shortcut-stra- 4500: 9 =500 8000: 8 =1000 7000: 7 =1000
tegi 9:9=1 32:8=4 21:7=3
500 +1 =501 1000 + 4 = 1004 1000 + 3 = 1003

Dette indikerer at standardalgoritmen fortsat spiller en veesentlig rolle i den danske
matematikundervisning pa trods af anbefalingerne i leeseplanen. Men analyser af
fejlsvar i folkeskolens prpve giver os ikke svar pa hvordan eleverne rent faktisk regner,
hverken nar de regner forkert eller rigtigt. Malet med denne undersggelse er derfor at
fa pget indblik i de danske elevers brug af talbaserede strategier og standardalgoritmer
i addition og subtraktion med flercifrede tal.

Regnestrategier, adaptivitet og generel udvikling i matematik

Bade international og dansk forskning har vist en tydelig sammenheeng imellem
elevers brug af talbaserede regnestrategier tidligt i skoleforlpbet og deres senere ud-
vikling i matematik (Dowker, 2014; Ostad, 1997; Sunde et al,, 2023; Vanbinst et al,,
2014). I en dansk kontekst har Sunde et al. (2023) fx vist at elever der i starten af 1.
klasse foretrak usofistikerede teellestrategier, klarede sig darligere i 4. klasse i bade
tekstopgaver, brpker og ligninger.

Selvom eksperter inden for omradet er enige om vigtigheden af udvikling af va-
riation af strategier, strategi-fleksibilitet og evnen til at veelge optimale strategier
til forskellige situationer i form af adaptivitet, er der begraenset forskning inden for
omradet. Derudover papeger Verschaffel (2023) at resultater vedrgrende sammenheaeng
mellem elevers fleksibilitet og preestation i matematik ikke er entydige. For over 30
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ar siden praesenterede Hatano & Inagaki (1984) begreberne adaptiv ekspertise og
rutineekspertise. De papegede at malet for matematikundervisningen ma veere ud-
vikling af adaptiv ekspertise som indebzerer at elever pa baggrund af deres forstaelse
kan tilpasse deres strategivalg til forskellige og vekslende situationer. Selvom rutine-
eksperter pa baggrund af god treening har feerdigheder til at lgse bestemte opgaver
bade hurtigt og sikkert, mangler de kompetencer til fleksibelt at kunne tilpasse sig
til nye situationer (Hatano & Inagaki, 1984). I dansk sammenhzeng viser resultater
fra Joelsdottir (2023) at adaptive eksperter, defineret som elever som viser effektivi-
tet (regner korrekt) med shortcut-strategier, klarer sig signifikant bedre i nationale
tests i matematik end rutineeksperter, defineret som de elever som regner de samme
opgaver med tilsvarende effektivitet, men som ikke anvender shortcut-strategier til
nogen af opgaverne.

I dansk savel som international sammenhzeng mangler der forskning i elevers
brug og udvikling af regnestrategier med flercifrede tal, bade i forhold til forskellige
aldersgrupper, k¢n og andre individuelle karakteristika, og sammenhaenge mellem
adaptiv fleksibilitet og elevernes generelle udvikling i matematik, og i forhold til
hvordan undervisning bedst understgtter udvikling af elevers adaptivitet og fleksi-
bilitet (Verschaffel, 2023).

Dette studie

Viindledte artiklen med en kort analyse af afgangselevernes fejlsvar i de fire regnings-
arter. Analyser af fejlsvar ved folkeskolens prgver kan ikke give os indsigt i hvordan
eleverne egentlig regner, eller om de faktisk godt kan bruge talbaserede strategier.
Det kan kun give os en indikation af at der méaske er noget der bgr underspges naer-
mere. Vivil her undersgge nogle af de resultater Léa Bjork Jéelsdéttir har indsamlet i
forbindelse med sit ph.d.-studie (Joelsdéttir, 2023) hvor hun netop undersgger elevers
brug af og kendskab til forskellige regnemetoder og -strategier.

Vores forskningsspgrgsmal er derfor: 1) I hvilket omfang veelger elever standard-
algoritmen frem for shortcut-strategier som fgrstevalg ved lgsning af additions- og
subtraktionsopgaver med flercifrede tal hvor shortcut-strategier er oplagte at an-
vende? Og 2) er der forskel pa dette pa 3., 6. og 8. klassetrin?

Elever fra 20 skoler fordelt pa fem kommuner, bade stgrre og smé, deltog i undersg-
gelsen. Skolerne blev valgt med henblik pd at sikre deltagelse af bade stgrre og mindre
skoler fra forskellige skoleomrader. I alt har 2.298 elever fordelt pa 121 klasser fra 3., 6.
og 8. klasse lpst — Tri Phase Flexibility Assessment (TriFA), med addition, subtraktion
og multiplikation med flercifrede tal. Denne test er udviklet med baggrund i Xu et al.
(2017) med det formal at kunne undersgge elevers strategivalg og strategirepertoire.
Testen beskrives kort herunder, og en mere uddybende beskrivelse kan findes i Joels-
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déttir & Andrews (2023). I testen lpser eleverne i 3. klasse 8 opgaver med flercifrede tal,
i6.klasse 9 opgaver ogi8.klasse 12 regneopgaver med selvvalgt metode, og de bliver
bedt om at vise hvordan de har lgst opgaven. Eleverne viser deres lpsningsstrategi med
matematiske symboler, tekst eller tegninger. De elever som velger at lpse opgaven
med hovedregning, skriver/tegner noter til hvordan de har teenkt. Efterfglgende ko-
des elevernes metoder efter kategorier som eksemplificeret i tabel 1. Samtlige tests er
dobbeltkodet af fprsteforfatteren og en forskningsassistent treenet i kodning af TriFA,
og efterfplgende er alle uenigheder identificeret og afklaret. I tilfeelde af usikkerhed
er afklaring spgt ved hjeelp af andenforfatteren.

Testen forlpber i tre faser med en feelles introduktion hvor eleverne bliver opfordret
til at se pa bade de tal og de regneoperationer der indgar i hver opgave, for de lgser
opgaven. Fase 1 er elevernes fgrste valg af metode. Elevernes valg af metode i denne
fase giver et mal for opgavespecifik adaptivitet. I fase 2 starter eleverne forfra med
de samme opgaver som nu lpses igen, men med andre metoder. Det er et udtryk for
elevernes strategirepertoire og dermed fleksibilitet. I sidste fase skal eleverne angive
hvilken af alle de metoder de har angivet til hver opgave i bade fase 1 og 2, som de
selv mener er den bedste metode i det pageeldende tilfeelde. Hvis eleverne kun har
fundet frem til én metode, er den markeret som den bedste. Dette giver yderligere
informationer om elevernes adaptivitet, om eleverne anvender shortcut-strategier,
og om de identificerer disse som de mest hensigtsmaessige.

I denne undersggelse fokuserer vi pé fase 1, elevernes adaptive strategivalg, og de
to additionsopgaver og de to subtraktionsopgaver der er udviklet til at fremhaeve fx
kompensation som hensigtsmeessig shortcut-strategi baseret pa opgavens tal og reg-
ningsart. De udvalgte opgaver og antallet af elever der har Ipst hver opgave, fremgar
af tabel 4.

Tabel 4. Overblik over opgaver. Antal elevbesvarelser og rigtige svar for hver opgave fordelt pd

klassetrin. Standard deviation (SD) er tilfgjet i parentes.

298 + 483 199 + 323 693 —499 673 —199
N | Antal | Rigtig| N | Antal |Rigtig| N | Antal | Rigtig| N | Antal | Rigtig
Ipst | (SD) Ipst | (SD) lpst | (SD) lpst | (SD)
3. 380 312 65 % 368 307 72 % 174 87 20% 174 84 25%
klasse (50) (45) (40) (44)
6. 365 362 | 90% 366 365 91% 365 340 64 % 366 324 68 %
klasse (30) (28) (48) (47)
8. 408 405 93 % 410 408 | 93% | 408 393 82% 410 400 73 %
klasse (26) (26) (39) (45)
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Da fokus er pa talbaserede strategier og brug af standardalgoritme til hhv. addition
og subtraktion og ikke pa forskelle i de enkelte opgavers egenskaber, vil vi i den ef-
terfgplgende analyse samle hhv. de to additionsopgaver og de to subtraktionsopgaver
som en variabel pr. regningsart. Vi bruger en t-test for uaftheengige stikprgver for de
to additionsopgaver i 6. og 8. klasse for at underspge om der er forskel pa elevernes
strategibrug mellem de to opgaver der har samme design mht. tal og regningsart.
T-testen viser ingen signifikant forskel pa brugen af standardalgoritme for addition,
t(1547) = 0,51, p = 0,612, og for subtraktion, t(1547) = -0,16, p = 0,872, og det betyder at vi
efterfgplgende kan behandle resultaterne for de to additionsopgaver som én variabel
for addition og de to subtraktionsopgaver som én variabel for subtraktion.

Danske elevers strategier til flercifret addition

Tabel 5 viser fordelingen af de forskellige metoder til flercifret addition fordelt pa de
tre klassetrin. Brugen af standardalgoritmen er lavest i 3. klasse med 48 % og stiger
til 86 % af alle lpste opgaver for elever i 8. klasse. Rigtigheden, dvs. andelen af rigtigt
besvarede opgaver, stiger ogsa fra 3. (75 %) til 6. (92 %) og 8. klasse (93 %). At rigtig-
heden ikke pges veesentligt fra 6. til 8. klasse, kan skyldes en loftseffekt, dvs. at nar
rigtigheden i 6. klasse allerede er over 90 %, er der ikke meget plads til forbedringer.

Aftalbaserede strategier er dekomposition (split) den mest hyppige pa alle tre klas-
setrin, mens kompensation, som umiddelbart er den mest hensigtsmeessige strategi
fra et opgavemaessigt perspektiv, udggr hhv. 7%, 8 % og 5% pa de tre klassetrin og
altsd mindst i 8. klasse. Samtidig er rigtighedsprocenten for kompensation hejest eller
hhv. 88 %, 96 % og 95 %.

Yderligere ses at mens der er 12 % af eleverne i 3. klasse som ikke viser hvordan de
har Ipst opgaven, dvs. at de nar frem til et svar uden at vise deres metode, er der kun
4 % af eleverne i 6. klasse og 2 % i 8. klasse som ikke viser en metode bag deres svar.
Dette heenger formodentlig sammen med ggede kommunikative kompetencer. Elever
6. og 8.klasse har mere erfaring med at kommunikere i og om matematik. P4 alle tre
argange er procentandelen af rigtige svar lav i forhold til andre metoder nar eleverne
ikke kommunikerer en metode.
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Tabel 5. Strategier anvendt til addition (298 + 483 eller 199 + 323) fordelt pd klassetrin.

3. klasse 6. klasse 8. klasse
% af lpste % rigtige % af lpste % rigtige % af lpste % rigtige
opgaver opgaver opgaver
Standardalgoritme 48% 75% 69 % 92% 86 % 93 %
Dekomposition 17% 74 % 15% 87 % 6% 96 %
(split)
Sekventielle stra- 6% 1% 2% 92% 1% 100 %
tegier (leegge til)
Kompensation 7% 88 % 8% 96 % 5% 95%
Ingen beskrevet 12% 52% 4% 72% 2% 83%
metode
Fejlforstaelse 1% 0% 0%
Teeller 1% 60 % 0% 0%
Cifferbaserede me- 3% 31% 1% 63 % <1% 50 %
toder (ikke stan-
dardalgoritme)
Andet 4% 38% <1% 100 % <1% 100 %

Danske elevers strategier til flercifret subtraktion

Tabel 6 viser fordelingen af strategier og rigtighed i procent for ni forskellige strate-
gier eller metoder til flercifret subtraktion samt kategorien “andet” som daekker over
metoder som ikke umiddelbart kan kategoriseres ud fra elevernes skriftlige svar, eller
som er en kombination af flere strategier og dermed ikke kan kategoriseres entydigt.
Standardalgoritmen er, som for addition, den hyppigst brugte metode. I 3. klasse er
33 % af de lpste opgaver lpst med standardalgoritmen sammenlignet med 81% i 8.
klasse. Kompensation er den mest sikre strategi, dvs. den med hgjest rigtighed. Her
skal der dog tages det forbehold at der er ret f4 elever som bruger strategien (hhv.
1%, 6 % og 3 %), men minimum 95 % af opgaver lpst med kompensation er korrekte.
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Tabel 6. Strategier anvendt til subtraktion (693 —499 eller 673 —199) fordelt pd klassetrin.

3. klasse 6. klasse 8. klasse

% af lpste % % af lpste | %rigtige | % aflgste %

opgaver rigtige opgaver opgaver rigtige
Standardalgoritme 33% 37% 61% 72% 81% 80%
Dekomposition 5% 25% 2% 59 % 1% 91%
(split)
Sekventielle strate- 8% 46 % 4% 68 % 2% 67 %
gier (traek fra)
Sekventielle strate- 2% 33% 8% 60 % 4% 65 %
gier (tzel op)
Kompensation 1% 100 % 6% 95% 3% 96 %
Ingen beskrevet 22% 1% 8% 45% 4% 28%
metode
Fejlforstéelse 19% 7% 3%
Teeller 1% 0% 0% 0%
Andet 10% 18 % 5% 61% 2% 72 %

Diskussion

Resultaterne viser entydigt at danske eleveri3., 6. og 8. klasse anvender og foretraekker
standardalgoritmen til lpsning af flercifret addition og subtraktion, selv nar opgaven
vil veere nemmere at lIgse med en talbaseret metode set ud fra opgavens karakteristika,
idette studie shortcut-strategien kompensation, og eleverne direkte bliver opfordret
til at se pa tallene inden de regner. Det geelder alle tre &rgange der indgér i denne
undersggelse. Resultaterne er interessante, dels fordi shortcut-strategier, som kompen-
sation, generelt er mere effektive (malt pa rigtighed) (Jéelsdéttir et al., 2023), og dels
set ilyset af at leeseplanen i matematik har lagt op til brug af talbaserede strategier
i over 20 ar, som beskrevet i det indledende afsnit. Derudover har dansk forskning
vist at elever der foretraeekker regnemetoder der bygger pa talforstaelse, ser ud til at
klare sig bedre i matematik end de elever der foretraekker standardalgoritmen eller
simple teellestrategier (Joelsdottir, 2023; Sunde et al,, 2023).

Talforstaelse er en forudseetning for anvendelse af talbaserede strategier (se fx
Sunde, 2022), og man ma forvente at elever pa zldre klassetrin har udviklet bedre
talforstelse sammenlignet med de yngre elever. Derfor skulle de zeldre elever have
bedre forudseetninger for at anvende de talbaserede strategier og dermed et mere
adaptivt strategivalg. Resultaterne her viser at det ikke er tilfeeldet. Danske elever ser
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altsd i vid udstraekning ud til at udvikle sig mod rutineekspertise frem for adaptiv
ekspertise, til trods for at Feelles Mal fremhaever adaptiv fleksibilitet som malet med
undervisningen i regning.

En mulig forklaring pa den udbredte brug af cifferbaserede metoder og i seerde-
leshed standardalgoritmen kan veere de sociomatematiske normer i klasserummet
(Cobb & Yackel, 1996), dvs. hvad eleverne oplever som veerdsat, fx gennem typen af
feedback. Dette kan ogsé inkludere forventninger til skolematematik i hjemmet. Fra
Hatano (1988) ved vi at det som hindrer udvikling af adaptiv ekspertise, er 1) mange
gentagelser af samme slags opgaver, 2) at effektivitet veerdszettes mere end forstéelse,
3) at rigtigt svar er det som kraeves, og 4) at lgsningsprocessen sjeeldent er indholdet i
den matematiske dialog. I hvor hgj grad disse fire punkter kan genkendes fra danske
matematikklasser, ved vi ikke, men disse punkter samt evt. manglende fokus pa den
basale talforstdelse (Threlfall, 2002) er mulige forklaringer. Resultaterne fra dette
studie giver anledning til at matematikleereren forholder sig til de fire punkterilyset
af egen praksis. Den matematiske dialog om lgsningsprocessen bgr iseer have fokus
pa sammenligning af forskellige strategier. Dette vil bidrage til ikke alene elevernes
fleksibilitet, men ogsé adaptivitet hvor eleverne kan udvikle og tilpasse valg af de
optimale strategier til de aktuelle situationer der indgar i en opgave.

International forskning viser at nar eleverne fgrst bliver introduceret til standard-
algoritmen, s er det den de foretraekker efterfplgende (Selter, 2001). Forskningen viser
ikke hvorfor, men der kan veere flere faktorer i spil, fx de neevnte sociomatematiske
normer i undervisningen, herunder indflydelsen af steerke traditioner og forstaelse
af hvad der er vigtigt i matematik, fx at malet er ndet nar “formlen” er pa plads. En
anden mulig forklaring er at der kan veere tryghed i at have en formel hvor der kun
arbejdes med cifre og dermed regning med etcifrede tal. Det kraever dog yderligere
undersggelser at finde de mulige arsager til at danske elever foretraekker standardal-
goritmer i s hgj grad som vi ser i dette studie.

Resultaterne her giver desuden anledning til yderligere underspgelser af hvad der
skal til for at elever fortsaetter brugen af talbaserede strategier i de seldre klasser for
at opnd malet om udvikling af adaptiv ekspertise frem for rutineekspertise. Selvom
der er enighed om vigtigheden af udvikling af fleksible regnestrategier og adaptivitet,
mangler der stadig forskning, bade internationalt og i Danmark, som viser hvordan
undervisning i hgjere grad kan stgtte denne udvikling. Der er brug for stgrre indsigt i
hvorfor der er relativt fa elever som udvikler adaptivitet, men holder fast i standard-
algoritmen som deres foretrukne metode. Her vil forskning med fokus pa den kultur
og de sociomatematiske normer i de danske matematikklasser som relaterer sig til
regnestrategier, veere seerlig relevant.

I tolkningen af disse resultater bgr der tages det forbehold at elevernes regnestra-
tegier er vurderet ud fra deres skriftlige kommunikation. Selvom der i instruktionen
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blev lagt veegt pa at eleverne kunne veelge at beskrive deres lpsningsmetoder med
tekst, tegninger eller symboler, ogsa hvis de fgrst lgste opgaven i hovedet, sa kan
manglende skriftlig kommunikationskompetence have pavirket nogle elevers valg
af strategier. Resultaterne vil dog stadig vise hvilke valg eleverne har truffet i denne
situation. Det er desuden en ganske lille del af besvarelserne hvor eleverne ikke har
kommunikeret en lgsningsmetode (fx addition: 12 % opgaver i 3. klasse og 2% i 8.
klasse), hvilket indikerer at manglende kommunikationskompetencer ikke har haft
storre indflydelse pd de overordnede resultater.

Perspektivering

Sammenholder vi resultaterne af denne undersggelse med vores indledende blik pa
folkeskolens prove efter 9. klasse og resultaterne af de fire opgaver i heltalsregning,
tyder det pd at det formodentlig vil veere til gavn for flere elever hvis adaptiv flek-
sibilitet bliver reglen snarere end undtagelsen, og at eleverne (og undervisningen) i
hgjere grad fokuserer pa anvendelse af talbaserede metoder. Det er seerlig interes-
sant at de zldste elever, efter flere ar i skolens matematikundervisning, i sa hgj grad
stoler pd brugen af standardalgoritmen. Dette p4 trods af anbefalinger i Feelles Ml
om undervisning der bygger pé elevernes talforstaelse. Det er vores oplevelse at flere
leerere og skoler i disse ar har et stgrre fokus pa adaptiv fleksibilitet, men resultaterne
her viser at der stadig er et stykke vej, iseer i de aeldre klassetrin.

For at skabe en kultur i undervisningen der er rettet mod udvikling af fleksibel
matematisk tankegang og adaptiv ekspertise, kan de enkelte matematikleerere og
fagteams med fordel se neermere pa hvordan skolens undervisnings- og testmateriale
anvendes, og ikke mindst hvordan undervisningsmaterialet er med til at understptte
udvikling af talbaserede regnestrategier, hvilke spgrgsmal der stilles i undervisningen,
og hvilken feedback der gives. Ofte er det sma justeringer der skal til for at tilgangen
til arbejdet med tal og regning aendres i retning mod adaptiv fleksibilitet.
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English abstract

Internationally, there is a consensus that flexibility and adaptivity, i.e. knowing multiple strategies and
being able to choose the most appropriate, are key elements in mathematics education. We investigated
2298 Danish 3rd, 6th and 8th grade students’ use of arithmetic strategies for 3-digit addition and subtrac-
tion designed to promote use of number-based strategies such as 199 + 323. Across grade levels, students
showed low levels of adaptivity. Students rarely used number-based strategies even though they had
higher accuracy than the standard algorithm. Use of the standard algorithm was highest in 8th grade,

where students also used number-based strategies the least.

MONA 2024-3



24

ARTIKLER

Udvikling af matematisk
reesonnementskompetence
gennem braetspillet Othello

Anna Louise Eriksen,
Lindevangskolen

Emilie Madeline Hersaa
Nehammer, Virum Skole

Erik Ofttar Jensen,
Aalborg Universitet

Abstract: Denne artikel undersgger integrationen af strategiske og kombinatoriske breetspil, sasom
Othello, i matematikundervisningen ved anvendelse af fire designprincipper som sigter mod at styrke
mellemtrinselevers matematiske reesonnementskompetence. Artiklen fokuserer pd en intervention i en
5. klasse. Det beskrives hvordan elevernes engagement i “undersggende dialog” under Othello-relaterede
aktiviteter kan skabe en platform der giver dem mulighed for at gve sig i at fremsaette matematiske
reesonnementer af bdde processuel og strukturel karakter. Artiklen konkluderer at sddanne aktiviteter

kan bidrage positivt til udviklingen af elevers reesonnementskompetence.

Indledning

Matematiklzerere i grundskolen finder det bdde udfordrende og tidskreevende at til-
retteleegge matematikundervisning som er kompetenceorienteret (Hpjgaard & Arnt,
2021). I forleengelse heraf peger forskningsresultater pa at arbejdet med matematisk
reesonnementskompetence kan veere vanskeligt for bade leerere og elever (Stylianides
& Stylianides, 2008; Hansen et al., 2020). Larsen (2019) forklarer at vanskelighederne
med at udvikle reesonnementskompetence i skolen hovedsageligt skyldes en for sen
introduktion til reesonnementsfremmende undervisning for eleverne. Dette problem
forsteerkes af leerernes begraensede viden om matematisk reesonnering, hvilket resul-
terer i at elevernes reesonnementsfeerdigheder ofte reduceres til udenadsleere.
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Gennem et designeksperiment med braetspillet Othello preesenterer artiklen et
praksisorienteret perspektiv pa hvordan leerere i grundskolen kan tilretteleegge kom-
petencemalsstyret matematikundervisning der har til hensigt at udvikle mellemtrin-
selevers matematiske reesonnementskompetence. Artiklen har sdledes til hensigt at
give et bud pa hvordan elever i folkeskolen kan arbejde med reesonnementskompe-
tence i matematikundervisningen.

Feelles Mal for matematik (Bgrne- og Undervisningsministeriet, 2019) placerer ree-
sonnementskompetencen og de resterende syv matematiske kompetencer centralt i
nutidens matematikundervisning. Efter 6. klasse skal eleverne “[..] kunne anvende
reesonnementer i underspgende arbejde”, og de skal “[...] kunne anvende raesonne-
menter til at udvikle og efterprgve hypoteser” (Bgrne- og Undervisningsministeriet,
2019, s.7). Bade Mosimege (1998), McFeetors & Palfy (2018) og Jensen & Skott (2022)
beskriver hvordan spil ofte forbindes med forskellige former for matematiske og lo-
giske tankeprocesser samt reesonnementer. I overensstemmelse hermed fremhaever
Berkman (2004), Schoenfeld (2016), Mechner (2010), Day (2014) og Houssart & Sams
(2008) at seerligt kombinatoriske strategispil har potentiale til at styrke matematisk
reesonnementskompetence hos elever pad mellemtrinnet. Det skyldes at disse spil
motiverer eleverne til at reflektere pd en made der ggr dem i stand til at forudse kom-
mende traek og spilsituationer. T underspgende arbejde med reesonnementer beskriver
Berthold et al. (2020) hvordan strategiske braetspil som fx Othello er et fordelagtigt
redskab til netop dette, da eleverne her har mulighed for at udvikle, underspge og
afprgve strategier for at vinde.

Der er dermed indikationer pa at anvendelse af strategiske braetspil kan bidrage til
at eleverne bade arbejder med reesonnementskompetencen i undersggende arbejde
og anvender reesonnementer i udvikling og efterprgvning af hypoteser som Feelles
Mal beskriver (Bgrne- og Undervisningsministeriet, 2019). Dog erkender vi at mate-
matisk reesonnering ikke kan simplificeres til en generel gvelse der er uafhaengig af
det konkrete matematiske indhold (Dawkins & Karunakaran, 2016). Elevers made
at reesonnere pa pavirkes i hgj grad af det matematiske indhold der er genstand for
reesonnementet.

Gennem ovenstiaende positive resultater preesenterer denne artikel et konkret bud
pa hvordan grundskolelaereres udfordringer med organisering og implementering af
kompetencebaseret undervisning kan adresseres. Artiklen introducerer et undervis-
ningsforlpb designet til at fremme mellemtrinselevers matematiske reesonnements-
kompetence ved brug af det strategiske braetspil Othello.
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Matematiske raesonnementer og raesonnementskompetence
hos elever p& mellemtrinnet

Ifplge Jeannotte & Kieran (2017) betoner forskellige typer af definitioner af et matema-
tisk reesonnement hhv. det strukturelle og det processuelle aspekt af et reesonnement.
Definitioner der vaegter strukturelle aspekter, indbefatter beskrivelser som fx “et godt
argument” eller “et logisk gyldigt argument” (Lindhart et al,, 2010), “en keaede af bade
formelle og informelle argumenter” (Niss & Jensen, 2002) samt “et reesonnement
der involverer megnstre” (delMas, 2004). Definitioner der veegter den processuelle
struktur, inkluderer beskrivelser som fx “at forklare”, “at begrunde”, “at modificere”
og “at vurdere” (Whitenack & Yackel, 2002; McFeetors & Palfy, 2018; Lindhart et al,
2010). Selvom forskellige typer af definitioner laegger vaegt pa de to aspekter, bgr de
ikke opfattes som veerende uafhaengige af hinanden. Tveertimod er de i nogen grad
afheengige af hinanden idet det strukturelle aspekt af matematisk raeesonnement
kan betragtes som resultatet af den proces der beskrives af det processuelle aspekt.
Et konsekvent karaktertraek ved de definitioner af et matematisk reesonnement der
veegter de processuelle aspekter, er et udpraeget fokus pa kommunikation. Desuden
involverer matematisk reesonnering kommunikation med sig selv eller med andre. Fx
beskriver Whitenack & Yackel (2002) at matematisk reesonnering szerligt handler om at
argumentere for en pastand ved at forklare og begrunde sine idéer og derved at tyde-
ligggre dem over for andre. I trdd hermed udtrykker McFeetors & Palfy (2018) hvordan
et matematisk reesonnement refererer til et systematisk og logisk adfeerdsmenster
som er karakteriseret ved sdkaldte “verber for matematisk reesonnering” (McFeetors
& Palfy, 2018, 5.106). Disse verber udger bl.a. generalisere, underspge, forklare, be-
grunde, modificere og overbevise. KOM-rapporten (Niss & Jensen, 2002) har ligeledes
fokus pa kommunikation. Her defineres et matematisk reesonnement som veerende
“en kaede af argumenter fremsat pa skrift eller i tale til stptte for en pastand” (Niss
& Jensen, 2002, s.209). I overensstemmelse med disse beskrivelser omtaler Mercer &
Wegerif (1999) og Houssart & Sams (2008) denne type kommunikation som “explo-
ratory talk”, hvilket vi fremadrettet i denne artikel betegner “underspgende dialog”.
Denne kommunikationsform er kendetegnet ved at eleverne i en feelles diskussion
forklarer og begrunder deres reesonnementer, lytter til hinanden samt positivt img-
dekommer udfordringer fra bade leerere og elever (Mercer & Wegerif, 1999; Houssart
& Sams, 2008). “Underspgende dialog” i klasseveerelset kan have til formal at skabe
en platform hvor eleverne kan gve sig i at fremsaette matematiske reesonnementer.

Matematisk raesonnementskompetence
Ligesom “underspgende dialog” beskrives matematisk reesonnementskompetence som

at kunne fglge og bedgmme holdbarheden af et matematisk reesonnement samt at
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kunne stille opklarende spprgsmal der eventuelt forbedrer det fremsatte reesonnement
(Niss & Jensen, 2002; NGA Center & CCSSO, 2010). Derudover handler kompetencen
om at kunne fremszette informelle reesonnementer der, pa trods af deres karakter, er
meningsfulde og korrekte, samt at kunne formulere formelle reesonnementer pa basis
af intuition. Lindhart et al. (2010) understreger at nar mellemtrinselever arbejder pa
at udvikle deres raeesonnementskompetencer, bpr matematiske reesonnementer ses
irelation til den enkelte elevs matematiske formaen, hvilket vil sige at et reesonne-
ments validitet og kompleksitet skal vurderes i forhold til elevens udviklingsmaes-
sige kontekst. I samme spor bruger Stylianides (2007) begrebet “intellectual-honesty
principle” til at argumentere for at elevers reesonnementer ikke bgr sammenlignes
med raesonnementer der er udfgrt af personer med et hpjere matematisk niveau.
For mellemtrinselever kan reesonnementskompetence komme til udtryk ved at
eleverne kan fremszette pdstande om matematiske sammenheenge i relation til det
faglige indhold som de beskeeftiger sig med. Desuden kan de undersgge pastande og
preesentere modeksempler (Ferrini-Mundy, 2000). I en undervisningssituation der fx
fokuserer pa multiplikationsstrategier og talforstaelse, vil en elev pa mellemtrinnet
forventeligt kunne reesonnere sig frem til at ved at udelade et-tabellen vil resultatet
itabellerne for de lige tal altid veere lige, idet et lige tal ganget med et andet lige tal
giver et lige resultat, og et lige tal ganget med et ulige tal ligeledes giver et lige tal.

Udvikling of matematisk raesonnementskompetence
gennem Othello

Othello er et topersoners kombinatorisk strategispil (Fraenkel, 2012) der spilles pa
et breet med 8 x 8 felter. Spillebrikkerne er identiske og kan vendes sa en hvid eller
en sort side vender opad. P4 skift placerer spillerne en brik pa breettet og vender de
af modstanderens brikker der placerer sig mellem denne og andre af denne spillers
brikker. Spillet vindes ved at have flest brikker af sin egen farve til slut (Berthold et
al,, 2020; Bjarning et al., 2020). Reglerne i Othello er lige s& enkle som i dam, mens
strategierne er lige sd komplekse som i skak (Dansk Othello Forbund, 2018). Der er
ingen tilfeeldigheder, som fx med terninger eller spillekort, ligesom der ingen skjulte
informationer er undervejs. Begge spillere har derfor viden om alle forudgdende treek.
Det betyder at der er mulighed for at spillerne vil f4 erfaringer med og kunne genkende
geometriske mgnstre i spillets gang i form af en forstdelse for sammenhaengen mel-
lem de to variable sort og hvid. Othello fordrer, ligesom det er tilfeeldet for fx skak,
at spillerne teenker strategisk og raesonnerer med udgangspunkt i de geometriske
mgnstre som spillerne bliver bekendte med efterhdnden som de ggr sig erfaringer
med spillet (Mechner, 2010; Schoenfeld, 2016). Pa den made kan Othello, ligesom skak,
forstds gennem forskellige matematiske emner fra grundskolen, herunder numeriske
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og rumlige sammenheenge, samt strategier til problemlgsning som fx fokusering og
fortolkning af spil-/problemsituationer og udveelgelse af relevant information (Sala
& Gobet, 2015).

Othellos potentiale til at udvikle mellemtrinselevers
raesonnementskompetence

Da Othello er et kombinatorisk strategispil, kan det potentielt bidrage til at styrke
bade de strukturelle og de processuelle aspekter af et matematisk reesonnement.
Mere ngjagtigt far mellemtrinselever ved at spille breaetspillet mulighed for at gve
sig i at fremsaeette matematiske reesonnementer i form af “et godt argument”, “et
logisk gyldigt argument” eller “en kaede af informelle argumenter” for en pastand
ved at “forklare” og “begrunde” deres idéer. Desuden kan Othello leegge op til at ele-
verne fglger og bedpmmer hinandens reesonnementer, ligesom raesonnementerne
kan forventes at opna en vis grad af progression efterhdnden som eleverne far flere
erfaringer med spillet. At Othello i en undervisningssituation har potentiale til at
motivere eleverne til at udteenke, fremseette, forklare, begrunde og bedgmme deres
raesonnementer, betyder samtidig at en undervisning der har Othello som omdrej-
ningspunkt, kan opmuntre eleverne til at kommunikere med “underspgende dialog”.
(Mercer & Wegerif, 1999). Dette betyder endvidere at eleverne potentielt kan udvikle
matematisk reesonnementskompetence ved at spille braetspillet.

Studiets kontekst

Studiet preesenteret i artiklen her er udarbejdet i forbindelse med et kandidatspeciale
pa DPU der i samarbejde med Greve Othello Forening underspger analoge spil i mate-
matikundervisningen. Som led i en stprre kommunal satsning pa ungdomsomradet
har foreningen skabt et tilbud hvor den bespger skoleklasser og gennemfgrer et ma-
tematikundervisningsforlpb med udgangspunkt i braetspillet Othello. Forlpbet har til
hensigt at udvikle elevernes matematiske og logiske taenkning gennem anvendelse
af Othellos strategiske muligheder. Efter aftale med Jens Aagaard-Hansen (formand
for Greve Othello Forening), der tilretteleegger undervisningen, fik vi mulighed for
at modificere forlpbet sa det fik et eksplicit fokus pa udvikling af mellemtrinselevers
matematiske reesonnementskompetence.

I et hermeneutisk litteraturstudie (Boell & Cecez-Kecmanovic, 2014) undersggte
vi: 1) hvordan et matematisk reesonnement defineres i litteraturen; 2) hvilke typer af
reesonnementer det kan forventes at mellemtrinselever kan formulere; 3) hvordan
matematisk reesonnementskompetence kan komme til udtryk i en undervisnings-
situation; 4) hvordan reesonnementsfremmende undervisning med fordel kan tilret-
teleegges. Med udgangspunkt i litteraturstudiets indledende resultater underspgte vi
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hvilke potentialer Othello har i forhold til udvikling af matematisk raeesonnements-
kompetence. Disse potentialer omformede vi til fire “designprincipper” (Hanghgj et
al,, 2022) som 14 til grund for det modificerede Othello-forlgb. Forlgbet blev afprpvet
i en intervention hvor vi i et minietnografisk casestudie kunne analysere de fire de-
signprincipper.

Interventionen

Interventionen blev indledt med at eleverne i en 5. klasse spillede Othello pa tradi-
tionel vis séledes at vi havde et sammenligningsgrundlag. Mere preecist spillede de
her én mod én og med udgangspunkt i spillets traditionelle opstilling. Herefter gen-
nemfgrte to af forfatterne det modificerede Othello-forlgb over tre dobbeltlektioner.
En af forfatterne underviser i matematik pa mellemtrinnet og stod derfor for at gen-
nemfgre undervisningen. En anden forfatter udfprte deltagende observationer og
nedskrev iagttagelser i form af en detaljeret logbog. Herudover blev al undervisning i
plenum og to af gruppernes samtaler under spillerunderne optaget. Der blev desuden
foretaget to semistrukturerede interviews med to udvalgte grupper samt indhentet
elevproduceret skriftligt materiale i form af udfyldte arbejdsark. Interventionen re-
sulterede i at vi kunne analysere hvordan vores designprincipper fungerede i praksis,
og efterfplgende anlegge et kritisk perspektiv pa selvsamme.

Vi er opmeerksomme pd at undervisningen kunne veere forlgbet anderledes hvis
den var udfert af klassens seedvanlige matematikleerer. Alligevel bidrager casestudiet
til at vi opnar forstdelse for elevernes ageren og oplevelse af en indsats der foregik i
deres egen praksis.

Udvikling af en taksonomi for at kategorisere og

forsté progression i raesonnementer

For at vurdere om eleverne kunne fremszette, fplge og bedpmme reesonnementer af
strukturel og processuel karakter, samt for at kunne kategorisere progressionen i de
forskellige interaktionstyper udarbejdede vi en taksonomi (tabel 1). Taksonomien er
inspireret af Diez-Palomar & Olivés (2015) interaktionsteori og illustrerer progressio-
nen i forskellige typer af reesonnementer som vi forventede at eleverne ville kunne
fremsaette under spilprocessen. Til taksonomien har vi tilfpjet “hverdags-argumenter”
som en underkategori til “interaktionstype 2: ikke-dialogisk interaktion”. Valget af
Diez-Palomar & Olivés (2015) teori skyldes at vi mener at “underspgende dialog” falder
under kategorien “interaktionstype 3: dialogisk interaktion” der er kendetegnet ved
at elever udveksler og verificerer argumenter baseret pa gyldighedskrav.
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Tabel 1. Tabellen illustrerer progression i de typer af matematiske reesonnementer eller mangel

pd samme som vi forventer at eleverne vil kunne fremsaette i en spilsituation.

en pastand ved at for-
klare og begrunde.

Interaktionstype Kendetegn Raesonne- Eksempel
ment
Interaktionstype 1: Eleverne fremsaetter Intet “Det er en ulempe at veere den der
udveksling af infor- | péastande uden at resonnement | starter”
mation argumentere ved at “Det er en fordel at placere en brik i
forklare og begrunde. et hjgrnefelt”
Interaktionstype 2: | Eleverne anvender Hverdags- “Jeg vinder Othello fordi jeg ofte
ikke-dialogisk inter- | ugyldige argumenter | reesonnement | spiller breaetspil”
aktion baseret pa hver- “Hvis jeg starter, sa vinder jeg”
dagserfaringer til at
forklare og begrunde
en pastand.
Eleverne anvender Magt- “Jeg vinder fordi jeg er klogere end
ugyldige argumenter | reesonnement | dig”
for en pastand ba- “Hvis jeg placerer min farve i hjgr-
seret pa magt til at nerne af spillebreettet, sa vinder
forklare og begrunde jeg, fordi min leerer siger det”
en pastand.
Interaktionstype 3: | Eleverne fremszetter Korrekt og Et godt eller logisk gyldigt argu-
dialogisk interaktion | korrekte og menings- | meningsfuldt | ment
fulde argumenter for | reesonnement | “Hvis jeg placerer min brik i dette

felt, sa kan jeg, som fglge af spillets
regler, vende fem brikker”

“Hvis jeg placerer min brik i dette
felt, sd kan jeg vende tre brikker
fordi jeg lukker modstanderens
brikker inde horisontalt”

En keede af informelle argumenter
“Hvis jeg placerer brikker i hjprnet,
kan min modstander ikke vende
dem, og sé far jeg mulighed for at
vende modstanderens brikker bade
diagonalt og langs kanterne”

Tabel 1 illustrerer vores forventning om at en mellemtrinselev som endnu ikke har

opnaet tilstreekkelig erfaring med Othello, i en spilsituation vil kunne fremszette en

simpel pastand. Denne pastand vil handle om elevens kommende traek og vil derfor

vere et udtryk for en kortsigtet strategi. Eleven kan fx heevde at hun kan vende flest

af modspillerens brikker hvis hun placerer sin brik i et givent felt. Et eksempel pa

denne spilsituation fremgar af figur 2.
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Figur 2. Et eksempel pd en spilsituation hvor hvid har mulighed
for at vende tre sorte brikker ved neeste traek.

En forklaring pa en sddan pastand kunne veere at eleven har talt antallet af brikker
som treekket giver mulighed for at vende. Selvom denne forklaring kun involverer
overvejelser angdende ét treek, vil det veere meningsfuldt og korrekt i den pageeldende
situation, sd leenge reesonnementet tager afsaet i Othellos regelszet.

[ litteraturen finder vi at et matematisk reesonnement kan komme til udtryk nar
eleven anvender formuleringen “hvis... s3”, og at denne formulering kan veere en
hjeelp for eleven nar hun skal fremszette et reesonnement (Mason, 2002). Herudover
kan formuleringen veere et udtryk for at eleven er pa vej til at udvikle en strategi
der giver hende fordele i spillet (Houssart & Sams, 2008). Efterhdnden som eleven
gor sig flere erfaringer med spillet, vil progressionen i de fremsatte reesonnementer
blive tydelig idet hun vil kunne fremsaette et raeesonnement der indeholder “hvis...
sd”-formuleringen, og som bestar af “en kaede af informelle argumenter” i form af en
langsigtet strategi. Reesonnementet kan lyde noget i retningen af: “Hvis jeg placerer
min farve i alle fire hjgrner af spillebreettet, sd kan min modspiller ikke vende disse
hjprnebrikker, og sd vil jeg kunne vende min modstanders brikker langs kanten og
diagonalt.” Figur 3 viser en spilsituation hvor sort har placeret tre af sine brikker i et
hjprne.
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Figur 3. Et eksempel pd en spilsituation hvor sort har sat sin farve

i tre af spillebreettets hjprner.

De fire designprincipper anvendt i en tredelt struktur

For at motivere eleverne til at reesonnere gennem “underspgende dialog” havde vi i
interventionen struktureret undervisningen i en tredelt struktur som med fordel kan
anvendes i en underspgende matematikundervisning. Denne tredelte struktur udger
hhv. en isceneszettelse, en aktivitet og en feellesgprelse (Blomhgj, 2017). I et Othello-
og reesonnementsperspektiv kan strukturen indledes med en didaktisk del i form af
et forberedende opleeg. Her szetter leereren rammerne og kleder eleverne pa til den
efterfgplgende adidaktiske del (Brousseau, 1997), Othello-aktiviteten, hvor eleverne
skal spille og gve sig i at reesonnere pa egen hand, og hvor de har frihedsgrader til
at handle underspgende (Blomhgj, 2017). Den sidste del er en fzelles opsamling hvor
leereren gennem opklarende spgrgsmal forspger at forfine samt styrke forstaelsen
af de matematiske reesonnementer som er kommet til udtryk i Othello-aktiviteten.
Nedenfor fremgar de fire designprincipper som vi anvendte i interventionen, og
som tilbyder eleverne en arena hvor de kan gve sig i at fremsaette matematiske ree-
sonnementer ved at motivere til “underspgende dialog” (Mercer & Wegerif, 1999).
Designprincipperne blev udviklet pa baggrund af resultaterne fra litteraturstudiet,
der beskriver hvordan reesonnementsfremmende undervisning med fordel kan tilret-
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teleegges. Derudover integrerede vi viden fra litteraturstudiet om tilretteleeggelse af
undervisning der fokuserer pa strategispil som Othello, med det formal at fremme
raesonnementer.

Designprincipper til anvendelse af Othello
i matematikundervisningen

Praesentér og repetér labende “hvis ... s§"-formuleringen.

Lad ét par spille mod et andet par.

Lad eleverne spille ud fra bestemte variationer af spillet.

Stil labende opfelgende spargsmdl til elevernes begyndende raesonnementer.

Praesentér og repetér lobende “hvis ... s&”-formuleringen

En konkret made hvorpé leereren kan leegge eksplicit op til at eleverne anvender “un-
derspgende dialog” i Othello-aktiviteten, er at praesentere “hvis ... s”-formuleringen
(Mason, 2002; Larsen & Lindhardt, 2019) under isceneszttelsen og herefter lgpbende
huske eleverne pa at anvende denne formulering. Formuleringen skaber i sin natur
gunstige forudsaetninger for at reesonnementer af forskellige grader kan komme til
udtryk nar eleverne er i dialog med hinanden. Mere preecist kan et matematisk ree-
sonnement komme til udtryk nér en elev anvender formuleringen “hvis ... s&”. Denne
formulering kan tilmed veere en hjeelp for eleven nar hun skal fremszette “et godt
argument” eller “et logisk gyldigt argument” eller “en keede af informelle argumenter”
for en pastand ved at “forklare” og “begrunde” sine idéer (Mason, 2002).

Lad ét par spille mod et andet par

Ligesom med en raekke andre abstrakte breetspil spilles Othello i en én mod én-kon-
stellation. Denne opstilling opfordrer ikke direkte til at spillerne kommunikerer om
de treek de ggr under spillet. Med henblik pa at fremme “underspgende dialog” kan
leereren organisere eleverne i par sé de spiller Othello ét par mod et andet. Arsagen
er at eleverne naturligt vil diskutere de traek de gnsker at udfpre. Mere preecist far
eleverne bedre mulighed for at raesonnere ndr de har bade med- og modspillere, frem
for nér de spiller alene og mod en enkelt person (McFeetors & Palfy, 2018).

Lad eleverne spille ud fra bestemte variationer af spillet

Spil har stgrre potentiale for at udvikle elevernes matematiske reesonnementskompe-
tence nar spillereglerne er automatiserede (Bright et al., 1983; McFeetors & Palfy, 2018;
Bjarning et al,, 2020). I et spil som Othello, hvor reglerne er enkle, vil automatiseringen
ske forholdsvis hurtigt, hvilket &bner op for at eleverne begynder at reesonnere over
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strategier der giver dem fordele i spillet (Berthold et al., 2020). Som en integreret del
af Othello-aktiviteten kan leereren, og derefter eleverne, lpbende sendre spillets prae-
misser. Dette kan fx ggres ved at zendre pa det strategiske udgangspunkt. I Othello
kan leereren fx opstille specifikke spilsituationer som eleverne skal starte deres spil
ud fra. Ved at introducere forskellige spilsituationer motiveres eleverne til at under-
spge og reesonnere pa nye mader. Dette kan bidrage til at de ikke kun er i stand til at
anvende specifikke strategier i bestemte situationer, men at de ogsa opnar forstdelse
for hvorfor strategierne virker (Houssart & Sams, 2008). Pa denne méade undgér man
det imiterende aspekt hvor eleverne blot gentager og efterligner allerede fremsatte
reesonnementer (Lithner, 2008). Nar Othellos preemisser sendres, kraever det samtidig
at eleverne anvender “hvis... s3”-formuleringen (Mason, 2002; Larsen & Lindhardt,
2019) i nye kontekster, hvilket yderligere fremmer deres “underspgende dialog”, for-
udsat at udfordringerne modtages positivt (Mercer & Wegerif, 1999).

Stil lebende opfelgende spergsmdl til elevernes
begyndende raesonnementer
I den sidste del af den tredelte struktur bgr leereren igangsaette en feelles opsamling
og diskussion som fokuserer pa elevernes begyndende matematiske reesonnementer
(Blomhgj, 2017). Her kan lzereren undersgge hvordan elevernes strategier ligner hinan-
den, og hvordan de adskiller sig. Under denne diskussion er det vigtigt at leereren hjzel-
per eleverne med at forstd deres ansvar for at bidrage til et klassemiljp der fremmer
reesonnement og leering. For at opmuntre til et sddant klassemiljg kan leereren ifplge
Whitenack & Yackel (2002) motivere eleverne til at dele deres strategier ved at spgrge
ind til deres tankeprocesser. Derefter kan leereren inddrage andre elever i diskussionen
ved at spprge om de praesenterede forklaringer og begrundelser giver mening for dem.
Som vi har beskrevet, kan leereren tage udgangspunkt i de fire designprincipper
nér hun skal tilrettelzegge en Othello-baseret matematikundervisning som har til
formal at fremme raesonnementskompetence ved at motivere eleverne til at indgd i
“underspgende dialog”. Samtidig kan hun organisere undervisningen efter den tre-
delte struktur med henblik pa at saette en ramme for hvordan de fire designprincipper
kan integreres i undervisningen.

Resultaterne fra analysen af interventionen

Elevernes overvejelser vedrerende et enkelt traek i form af

“et logisk gyldigt argument”

Under interventionen fandt vi at eleverne var i stand til at fremszette et korrekt og
meningsfuldt matematisk reesonnement bestdende af “et logisk gyldigt argument”
for en pastand, hvilket er karakteristisk for interaktionstype 3 (Diez-Palomar & Olivé,
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2015). Vi observerede at de fremsatte pastande blev forklaret og begrundet med et
simpelt, men logisk gyldigt argument der tog hejde for de preemisser der udgpres af
Othellos simple regelszet, og som indeholdt den fgrnaevnte “hvis ... s&”-formulering.
Seerligt i begyndelsen af interventionen fremsatte eleverne pastande som gik pa at
placeringen af en brik ville resultere i muligheden for at vende et vist antal af mod-
spillernes brikker. Som oftest maksimalt tre brikker. De simple argumenter for denne
péastand gik ofte pa at eleverne kunne tzelle de brikker som de efter spillets regler havde
mulighed for at vende, ved at pege med fingeren pa breettet i én eller flere retninger.
Denne gestikulering foregik samtidig med at eleverne fremsatte reesonnementer der
var enslydende med fglgende pastand:

“Hvis vi leegger en brik dér, s& kan vi vende de her tre.”

Ligeledes fremgik det af elevernes besvarelser af arbejdsarkene at de kunne fremszaette
reesonnementer i form at “et logisk gyldigt argument”. Fx svarede et spillepar fplgende
pa spgrgsmalet “Hvilken farve mener I star bedst placeret fra spillets start? Hvorfor?”:

“Hvid star bedst fordi de kan fa et hjgrne.”

Langt de fleste fremsatte reesonnementer handlede om kommende traek, og de var
derfor et udtryk for en kortsigtet strategi. At en stor del af eleverne kun var i stand
til at teenke ét traek frem, kan skyldes at de grundet den relativt korte spilleperiode
ikke havde nok erfaringer med spillet til selv at reesonnere sig frem til en langsigtet
og vindende strategi.

Elevernes overvejelser vedrarende en langsigtet strategi i form af

“en kaede af informelle argumenter”

I begyndelsen af interventionen fremsatte eleverne hovedsageligt enkle, men logisk
gyldige argumenter, mens de senere i forlgbet blev i stand til at formulere keaeder af
informelle reesonnementer som ligeledes tilhgrte interaktionstype 3 (Diez-Palomar &
Olivé, 2015). Seerligt i den anden og tredje dobbeltlektion observerede vi en fremgang
i elevernes raesonneringsproces hvor de nu formulerede en mere langsigtet strategi
ved at tage udgangspunkt i de logisk gyldige argumenter som de havde anvendt i
interventionens begyndelse. Som resultat heraf lykkedes eleverne med at forudsige
op til tre pd hinanden fplgende traek. De langsigtede strategier kom til udtryk ved at
eleverne fremsatte korrekte og meningsfulde matematiske reesonnementer i form af
en “kaede af informelle argumenter”, hvor ét argument byggede pa det foregdende.
Eleverne fremsatte bla. fplgende raesonnementer:
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“[...] hvis vi havde lagt den der, s& forsvandt vores hvide. Sa kunne I have taget vores

hvide, og sa kunne vi ikke leegge der.”

I det pageeldende udsagn konkluderede eleven indledningsvis at modspillerne, der
spillede sort, ville have haft mulighed for at vende en hvid brik hvis hvid havde pla-
ceret en brik i et givent felt. Mere preecist konkluderede hun at modspillerne havde
mulighed for at udfgre et fordelagtigt traek, hvilket fplger af den preemis der udggres
af spillets regler og den placering brikkerne havde pa breettet i forvejen. Som fplge af
konklusionen, der lpd pd at modspillerne kunne have haft mulighed for at vende en
hvid, fortsatte hun sin argumentation, idet denne konklusion blev et tredje udsagn
der ledte til at eleven endeligt kunne konkludere at hvids fordelagtige treek kunne
havde veeret forhindret.

Elevernes tilbgjelighed il at felge og bedemme hinandens raesonnementer
Under interventionen oplevede vi ligeledes at eleverne var i stand til at fplge og be-
d¢gmme hinandens reesonnementer. Et spillepar havde fx en korrespondance hvor de
diskuterede deres kommende traek. Udgangspunktet for korrespondancen var den ene
spillers reesonnement som gik pa at de kunne vende to brikker hvis de placerede en
brik i et givent felt. Spillemakkeren fulgte dette reesonnement og papegede at dette
treek ville give modstanderen en fordel i spillet:

E;: “Jo, vi kan leegge den der for at fa de to.”

E,: “Hvor? Den der?”

E;: “Ta, for at fa de der to.”

E,: “Nej, det skal vi ikke, for s& far vi den der, og sa kan de tage allesammen der, og sa
far de ogsa dem der. Vi kan leegge den der, sa far vi de der to tilbage. Skal vi gpre det?”
E;: “Ja.”

Ligeledes viser korrespondancen at eleverne var i stand til at stille “opklarende spprgs-
mal” (Olson, 2007) og forholde sig konstruktivt til disse, hvilket ifplge Mercer & Wegerif
(1999) er karakteristisk for “underspgende dialog”. Mere preecist stillede den ene elev
et opklarende spprgsmal om hvor spillemakkeren mente et fordelagtigt traek kunne
foretages. Herefter forholdt eleven sig kritisk idet hun argumenterede for hvorfor
dette traek ikke gav spilleparret en fordel.

Med udgangspunkt i de iagttagelser som vi har beskrevet i de tre foregdende af-
snit, kan det siges at vi gennem anvendelse af designprincipperne i vores undervis-
ning havde held med at fremme begge aspekter af et matematisk raeesonnement.
Det strukturelle aspekt optradte i form af logisk gyldige argumenter eller en kaede
af informelle argumenter, og det processuelle aspekt optradte i form af forklaringer
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og begrundelser for de fremsatte pastande. Dette kom til udtryk ved at eleverne var i
stand til at indgd i “underspgende dialog”, som falder under kategorien interaktions-
type 3 (Diez-Palomar & Olivé, 2015). Det underspgende aspekt kom til udtryk ved at
eleverne fremsatte pdstande og argumenterede for disse ved at forklare og begrunde
med udgangspunkt i spillets preemisser og samtidig verificerede hinandens raesonne-
menter gennem en indbyrdes interaktionsproces. Herudover kom det underspgende
aspekt til udtryk ved at eleverne stillede opklarende spprgsmal, lyttede til og satte
sig ind i hinandens reesonnementer og som resultat af et mere fordelagtigt fremfort
argument omformulerede deres reesonnementer.

Elevernes anvendelse af interaktionstype 1 og 2

Selvom vi mener at eleverne under interventionen indgik i “undersggende dialog”,
er vi ogsa opmeerksomme pé at de i en spilsituation vil fremszette pdstande uden at
argumentere. Fx fremgar det af vores data at meengden af pastande som eleverne
fremsatte uden argumentation, og som herer under interaktionstype 1 (Diez-Palomar
& Olivé, 2015), ikke sendrede sig neevnevaerdigt over de seks spillerunder. Mere konkret
finder vi bl.a. folgende uafhaengige pastande i vores data:

“Sort har en masse fordele.”

“Vitror at hvid vinder.”

Ligeledes sendrede maengden af “magt-raesonnementer”, hvilket hgrer under inter-
aktionstype 2 (Diez-Palomar & Olivé, 2015), sig ikke szerligt over de seks spillerunder.
Fx finder vi fplgende samtale i vores data:

E;: “Ta, vi er sa kloge, folkens.”

E,: “Det er derfor vi fgrer.”

Diskussion

Elevernes brug aof ubegrundede péstande og magt-raesonnementer

En central udfordring ved vores undervisningsdesign er elevernes anvendelse af inter-
aktionstype 1 og 2 under Othello-aktiviteten. Nar eleverne fortsat benyttede disse
interaktionstyper, kan det ifplge Jensen (2022) skyldes at deres engagement ikke kun
var rettet mod at udtenke og fremsaette reesonnementer i form af strategier, men
ogsa mod at deltage i spillet som en form for social interaktion (Goffman, 1961). De
ubegrundede pastande og “magt-reesonnementer” kan séledes vzere et udtryk for at
eleverne ogsé var optaget af spillets sociale og underholdningsmaeessige aspekter og
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ikke kun optaget af at fplge leererens instruktioner for at forbedre deres vinderchancer.
Da elever opfatter spil som bade en form for socialt samvaer og i undervisningssituatio-
nen ogsa et matematisk veerktgj, kan leereren ikke forvente at elevernes interaktioner
alene vil kunne kategoriseres som type 3. Derimod vil det veere et dbent spprgsmal
hvordan balancen mellem de tre interaktionstyper vil veere. Her bgr laereren iszer veere
opmarksom pad hvorndr eleverne pa den ene side sigter mod at indga i “undersggende
dialog” og forbedre deres vinderstrategier og pa den anden side sigter mod at indgé
i sociale praksisser omkring spillet.

En udfordring der vedrgrer dette, blev tydelig i undervisningens tredje fase. Her
stillede leereren et opklarende spgrgsmal som gik pa hvorvidt eleverne havde veeret i
stand til at ggre sig overvejelser om mere end blot deres eget kommende traek, hvortil
en elev svarede:

“Vi brugte kodeord sa de andre ikke hgrte hvad vi teenkte. Salat, remoulade og sddan.”

Denne pastand illustrerer hvordan eleverne ikke altid ville dele deres reesonnementer
iform af strategier. Ifgplge Jensen (2022) kan dette forklares ved at leereren og eleverne
oplevede spilsituationen fra forskellige perspektiver. Mens leereren sigtede mod at
fremme matematiske diskussioner hvor reesonnementer blev udvekslet, udviklet og
overvejet i hele klassen, prioriterede eleverne at hemmeligholde fordelagtige strate-
gier for deres modstandere

En kompleks sammensaetning af designprincipper

En anden central udfordring ved vores design er den komplekse sammenfletning af
designprincipperne (Hanghgj et al.,, 2022) som betyder at det er sveert for os at fastsla
preecis hvordan kombinationen af principperne fungerede i forhold til at opmuntre
eleverne til at producere reesonnementer. Fx preesenterede arbejdsarkene eleverne for
en sendring af spillets preemis i form af forskellige spilopstillinger samtidig med at
arket blev anvendt i en spillerunde hvor eleverne spillede ét par mod et andet. Herud-
over inkluderede flere af arbejdsarkene “hvis ... s3”-formuleringen. Ud fra vores data
kan vi se at eleverne kommunikerede mere nar de spillede ét par mod et andet par,
sammenlignet med nar de spillede én mod én. Samtidig kan vi se at arbejdsarkene
opmuntrede eleverne til at diskutere forskellige strategier ved at anvende “hvis ... s&”
i deres argumentation. Hvilke af de tre designprincipper der virkede mest i forhold
til at opmuntre eleverne til “undersggende dialog”, er dog sveert at vurdere. I den
afsluttende fase af hver dobbeltlektion gennemgik leereren arbejdsarkene i plenum
med fokus pa at stille opfplgende spprgsmal til elevernes begyndende reesonnemen-
ter. Af vores data fremgar det at leererens opfplgende spgrgsmal til arbejdsarkene
ofte resulterede i at eleverne forsteerkede deres argumenter. Dog er det vanskeligt at
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pege pa om det var arbejdsarkene der ansporede eleverne til at reesonnere om nyttige
Othello-strategier, eller om det var de opfplgende spgrgsmal der virkede mest i forhold
til at opmuntre til “underspgende dialog”. Som beskrevet er det sveert at bedgmme
hvert designprincip for sig selv nar de vikles ind i hinanden. Vi foreslar derfor at det
er den samlede effekt af principperne der bidrager positivt til udviklingen af elevernes
matematiske reesonnementskompetence.

Matematiske reesonnementer eller ej2

Nar leereren veelger at lade kombinatoriske strategispil treede i forgrunden for en
reesonnementsfremmende undervisning, er det nzerliggende at spgrge om de raeson-
nementer eleverne fremseetter, er matematiske eller ej. Vores perspektiv pa dette
spergsmal handler om hvilken definition af et matematisk reesonnement man veelger
at tage udgangspunkt i. Inspireret af McFeetors & Palfy (2018) og med udgangspunkt i
bade Jeannotte & Kierans (2017) definition af et matematisk reesonnement —som lyder
“as a process of communication with others or with oneself that allows for inferring
mathematical utterances from other mathematical utterances” — og delMas’ (2004)
beskrivelse af et matematisk reesonnement, som indebzerer “[...] reasoning about pat-
terns”, vil vi i det fglgende afsnit diskutere hvorvidt der forekommer matematiske
reesonnementer nar eleverne kommunikerer under interventionen.

For det fgrste brugte eleverne i interventionen matematiske aspekter i deres argu-
menter, hvilket kom til udtryk ved deres overvejelser over de strategier de undervejs
blev introduceret for. Vi opdagede at eleverne anvendte matematiske aspekterideres
argumenter pa to forskellige mader: dels ved at anvende matematisk viden de allerede
havde tilegnet sig tidligere i deres skoleforlpb, og dels ved at stifte bekendtskab med
matematiske aspekter de kun lejlighedsvis var stedt pa i undervisningen. Fx brugte
eleverne deres allerede tilegnede viden om simpel aritmetik ved at teelle antallet af
brikker de kunne vende, samt antallet af brikker de forestillede sig at modstanderen
kunne vende. Et eksempel herpd er denne dialog mellem elev og leerer:

E: “Hvis du far alle fire hjgrner, sa er du sikret 28 gratis brikker.”
L: “Hvorfor?”
E: “Fordi de ikke kan tage dine sidebrikker ud. Sa lige meget hvad sa bliver de (red. brik-

kerne) derude, og s& kan du ogsa begynde at tage dem i midten.”

Eleverne anvendte ogsa deres viden om symmetriakser da de arbejdede med arbejds-
arkene, idet en af spillets strategier gar pa at det giver en fordel i spillet at placere
brikker symmetrisk omkring midten med to brikker pa hver side. Dernzest indgik ele-
verne i en kommunikationsproces i en engagerende kontekst hvor de tilbpd hinanden
argumenter der bl.a. indeholdt de neevnte matematiske aspekter. At der er tale om en
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kommunikationsproces, kan begrundes med at eleverne under interventionen opné-
ede en fplelse af kontinuerlig progression og sammenhaeng mellem deres fremsatte
raesonnementer i form af strategier, hvilket netop kom til udtryk ved at eleverne lod
¢t argument udspringe fra et andet. I forleengelse heraf kan det siges at de strategier
eleverne efterhdnden blev bekendte med, udgjorde en form for abstraktion over de
geometriske mgnstre de gradvist leerte at genkende gennem spilprocessen, og som
kom til udtryk ved brikkernes skiftende placeringer pa breettet. I overensstemmelse
med Jeannotte & Kieran (2017) samt delMas’ (2004) definitioner og med Stylianides’
(2007) “intellectual-honesty principle” in mente mener vi saledes at vi er lykkedes
med at motivere mellemtrinselever til at deltage i en kommunikationsproces hvor
de praesenterer informelle argumenter for hinanden pé et niveau der er svarende til
deres faglige kunnen. De fremfgrte argumenter, som er karakteriseret ved en logisk
progression, indeholder matematiske aspekter og er baseret pa geometriske megnstre.
Rosholm et al. (2017) antyder at reesonnementsfeerdigheder der er tilegnet gennem spil,
kan overfgres til andre matematiske omrader. Dette kunne veere oplagt at undersgge
i en ny intervention for at forstd hvordan forlpbet kan integreres i undervisningens
progression.

Konklusion

Denne artikel er udarbejdet med henblik pa at give matematikdidaktikere og -un-
dervisere et praksisorienteret perspektiv pa hvordan kompetencemalsstyret mate-
matikundervisning kan organiseres. Vi finder at tilretteleeggelse og implementering
af undervisning der sigter mod at styrke elevers matematiske reesonnementskom-
petence, ofte er forbundet med udfordringer for underviseren. Det viser sig dog at
inddragelsen af strategiske og kombinatoriske braetspil som Othello, kombineret med
et velovervejet undervisningsdesign som det vi har preesenteret her, kan leegge nogle
betydningsfulde traedesten for elevernes arbejde med reesonnementskompetencen.
Specifikt har vores underspgelse vist at anvendelsen af fire designprincipper i en
undervisningskontekst som ved brug af Othello fokuserer pd at fremme elevernes
matematiske reesonnementskompetence, opmuntrer elever til at indgd i “undersg-
gende dialog”. Dertil viser vores underspgelse at elevers deltagelse i “underspgende
dialog” under Othello-baserede aktiviteter potentielt kan skabe en platform der giver
dem mulighed for at pve sig i og fremszette matematiske raeesonnementer af bade
processuel og strukturel karakter, hvilket igen kan bidrage til udviklingen af deres
matematiske reesonnementskompetence.
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Perspektivering og begraensninger

Viforestiller os at de preesenterede designprincipper har potentialet til at blive anvendt
mere generelt i en undervisning der har til hensigt at udvikle mellemtrinselevers
matematiske raeesonnementskompetence gennem braetspil - saerligt hvis de anvendte
spil besidder samme karakteristiske egenskaber som Othello. Vores undersggelse
raeekker dog ikke til at vise en bred generaliserbarhed. Hvis vi skal kunne generalisere
bredere, vil det veere neerliggende at underspge designprincippernes virkning i en
undervisning der centreres omkring et andet kombinatorisk strategispil.
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English abstract

This article investigates the integration of strategic and combinatorial board games, such as Othello,
into mathematics education at the intermediate level, utilizing four design principles with the aim of
strengthening students’ mathematical reasoning skills. The article focuses on an intervention in a 5th-
grade class and describes how students’ engagement in ‘exploratory talk’ during Othello-related activi-
ties can create a platform that enables them to practice formulating mathematical reasoning of both
procedural and structural nature. The article concludes that such activities can positively contribute to

the development of students’ reasoning competencies.
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Abstract: I denne artikel undersgger vi hvordan danske gymnasielaerere i matematik ser pd deres uni-
versitetsuddannelse, seerligt brugbarheden af dennes matematiske indhold i forhold til undervisning
i et konkret emne, nemlig differentialregning. Studiet er baseret pd en spgrgeskemaundersggelse om
dette emne blandt leerere som har taget paedagogikum i perioden 2018-2022. Det overordnede resultat
er at ca. 1/4 af leererne angiver at bruge viden fra universitetet i forbindelse med undervisningen i hgj
eller meget hgj grad, mens godt halvdelen angiver nogen grad af brug. Adspurgt om konkrete eksempler
pd brug af universitetsmatematik i forbindelse med deres undervisning i differentialregning giver ca.
1/3 mere generiske svar, mens godt og vel 1/3 peger pd konkrete eksempler; ca. 1/4 angiver at de slet

ikke oplever en sddan brug.

Introduktion

Fastanseettelse som matematikleerer i gymnasiet kraever en kandidatuddannelse som
opfylder de faglige mindstekrav i matematik (Uddannelses- og Forskningsministeriet,
2018). Det sidste betyder i praksis at uddannelsen indeholder studieaktiviteteriet om-
fang af mindst 90 ECTS-point inden for emneomraderne differential- og integralreg-
ning, analyse, geometri, linezer og abstrakt algebra, sandsynlighedsteori og statistik,
diskret matematik og “breddeemner” som matematikhistorie, videnskabsteori og
didaktik. De matematikfaglige kurser er generiske, dvs. de er ikke specielt indrettet til
kommende gymnasieleerere og tages af mange studerende som ikke sigter pa denne
profession. Den praktiske indfgring i leerergerningen kommer efter endt universitets-
studie, i peedagogikum, hvor den nye leerer vejledes af en eller flere erfarne leerere;
der indgdr ogsa gymnasial paedagogik og fagdidaktik.

Imange lande - fx Tyskland, Frankrig, Sverige og Norge — er denne model inden
for de seneste artier aflpst af mere integrerede uddannelser hvor de generiske mate-
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matikkurser er suppleret med eller helt erstattet af professionsrettede kurser i mate-
matik - og altsé designet specifikt til kommende lzerere. I Danmark findes sadanne
kurser stort set ikke.

Vi har bl.a. derfor valgt at underspge hvordan danske gymnasielaerere oplever at
deres matematiske studie bruges i faktisk undervisning. Den internationale baggrund
og forskningslitteratur omtales i neeste afsnit. Underspgelsens spprgsmal og metode
beskrives nermere i det efterfplgende afsnit; resultaterne praesenteres og diskuteres
i artiklens to sidste afsnit.

Baggrund

Spergsmalet om hvordan man bedst indretter den matematikfaglige forberedelse
af matematikleerere, er langtfra nyt. Der findes saledes en meget omfattende forsk-
ningslitteratur som angriber spgrgsmalet fra forskellige vinkler. Man kan faktisk anse
dette spprgsmal som et af de mest grundleeggende for udviklingen af matematikkens
didaktik, der historisk og institutionelt opstod med henblik pa at etablere en viden-
skabelig basis for matematikleereruddannelse, seerligt pa gymnasialt niveau.

Den tyske matematiker Felix Klein (1849-1925) arbejdede gennem hele sin karriere
med at udvikle bade den matematiske universitetsuddannelse i almindelighed og
den specifikke forberedelse af kommende matematiklzerere i seerdeleshed (Weigand
et al,, 2019). Et grundleeggende tema, som han allerede formulerede i sin tiltreedel-
sesforeleesning (Rowe, 1985), er at leereren skal anskue den elementsere matematik
“fra et hgjere standpunkt” — altsa ikke blot have videregdende matematisk viden,
men ogsd bruge den til at udvikle sin undervisning. Men Klein indsd ogs4 at det ikke
sker af sig selv. I et ofte citeret forord til trebindsveerket Elementarmathematik vom
héheren Standpunkte aus (Elementeer matematik fra det hgjere standpunkt) fra 1908
skriver han:

“Nar [leererkandidaten], efter endt studie, bliver leerer, forventes han pludselig at undervise
i den traditionelle elementaere matematik som man ggr det i skolen; og da han naeppe,
uden hjzelp, ser nogen forbindelse mellem denne opgave og hans universitetsmatematik,
falder han snart tilbage pa den veletablerede made at undervise pa, og hans universitets-
studier forbliver et mere eller mindre behageligt minde som ingen indflydelse har pa hans

undervisning.” (Klein, 2016, s.1, oversat af forfatteren)

Hovedindholdet i Kleins trebindsveerk er dog ikke den slags generelle udsagn, men
derimod en universitetsmatematisk perspektivering af emner fra skolematematik-
ken - fra aritmetik over differential- og integralregning og geometri til hvad vii dag
kalder anvendt matematik. Klein fremhaever hovedtreek af emnernes historie, struktur,
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intuitive betydning, anvendelser og indbyrdes forbindelser som det ogsa teenkes at
de fremtidige leerere kan formidle til eleverne fra det “hgjere standpunkt”.

Kleins bpger udger en historisk, men fortsat indflydelsesrig model for hvad vi kalder
den stofdidaktiske tyske metode: med henblik pa undervisning at analysere og struk-
turere den elementaere matematiks centrale idéer, herunder hvad man i dag betegner
som matematiske Grundvorstellungen (“grundforestillinger”). Stofdidaktiske kurser
udggr ogsa aktuelt et centralt element i tysk matematikleereruddannelse —med titler
som Didaktik der Analysis. Sddanne kurser er professionsrettede matematikkurser
som behandler skolematematiske emnekredse pa basis af et videregdende studie af
den videregdende matematik (se fx Buchbinder, 2017).

Ligesom Kleins gvrige reformforslag —fx indfgrelsen af differential- og integralreg-
ning som centralt stof i den gymnasiale matematik —har ogsa hans idéer om leererud-
dannelse pa forskellig méde faet indflydelse i andre lande (se fx Weigand et al., 2019,
del IV). Helt frem til 1960 indeholdt danske universiteters “skoleembedseksamen” i
matematik saledes elementer af stofdidaktik i bred forstand (Madsen, 2008, s.792).
Denne professionsrettede matematik forsvandt med reformerne omkring 1960, som
bl.a. sigtede pa i hpjere grad at basere undervisningen i matematik og naturfag pa
videnskabsfagenes seneste udvikling — ikke blot pd universitetet, men ogsd i gym-
nasieskolen.

En anden tendens trak i modsat retning. I hele den industrialiserede verden har
den “videregdende skole” (gymnasiet) i det 20. arhundrede udviklet sig fra en eliteer
forberedelse af eksklusive universitetsstudier til en uddannelse som tiltreekker en
bred (ofte den stgrste) del af en ungdomsargang. Det fprte i 1970’erne til en fornyet
opmearksomhed pa afstanden mellem de moderne videnskabsfag og hvad det er mu-
ligt og gnskeligt at formidle i skolen og gymnasiet (fx Freudenthal, 1973). Nye reformer
fulgte mange steder ogsd af gymnasielaerernes faglige uddannelse.

Reformer og udfordringer i leereruddannelserne har ogsé vist behovet for viden
pa omrddet. Allerede mod slutningen af 60’erne kom de fgrste af en lang raekke af
amerikanske effektstudier. Her forspgte man fx at underspge korrelationen mellem
omfanget af en laerers studier i abstrakt algebra og hvor godt leererens elever klarer sig
i elementeer algebra. Med sddanne primitive mal (fx antallet af videregdende kurser
og elevernes resultater i en test) viste det sig, til manges overraskelse, at der ikke var
nogen signifikant korrelation (for en senere oversigt over bade de fgrste og senere
opfglgende studier, se Eisenberg, 1977). Blandt de nuancer som tidligt blev bragt op,
var at alle leererne i de tidlige studier faktisk havde flere &rs videregdende matema-
tikstudier bag sig; man kunne altsd taenke sig at et vist minimum af sddanne studier
faktisk ggr en positiv forskel. Et ofte citeret studie af Monk (1994) viste da ogsa at nar
vi sammenligner leerere med ca. et ars videregdende studier af generel matematik med
leerere der ikke har sddanne forudseetninger, sa kan man faktisk finde en signifikant

MONA 2024-3

47



48

Carl Winslew & Katrine Fredensborg Dedenroth ARTIKLER

forskel mellem elevernes preestationer. Men om denne forskel skyldes leerernes ud-
dannelser, er stadig sveert at sige: Imange effektstudier finder man fx en klar tendens
til at elever hvis leerere har mere omfattende uddannelse, ogsd har mere privilegeret
social baggrund, gér pa skoler som pa forskellige mader har bedre forhold, osv. Det
er derfor ogsa verd at notere at adskillige kvalitative studier — méske mest berpmt
Liping Mas (1999) — har demonstreret at videregdende universitetsstudier ikke i sig
selv sikrer et solidt greb om mere elementaere emner sdsom brgkregning.

Senere har mere subtile mal for leererens professionsrettede viden om matematik
(mathematical knowledge for teaching, se fx Ball et al., 2008) gjort det muligt at gen-
nemfgre kvantitative effektstudier med signifikante og kontrollerede korrelationer
mellem sddanne mal — og tilsvarende mal for elevernes resultater. Det geelder ogsa
nyere internationale studier som TEDS-M (se fx Schmidt et al., 2011; Tatto et al,, 2018).
Det vil her fgre for vidt at give en neermere gennemgang af denne type forskning;
men det er klart at kvantitative effektstudier har tilfgrt omradet nye og tankevaek-
kende metoder og resultater.

Samtidig har der i de senere ar veeret en fornyet interesse for kvalitative studier —
fx af hvordan og i hvilket omfang universitetsstuderende kan ggres i stand til at
mobilisere universitetsmatematisk viden nar de skal lpse udfordrende opgaver om
gymnasial matematik (fx Winslgw & Grenbaek, 2014; Wasserman et al,, 2023), og af
hvordan og i hvilket omfang leererne selv oplever at de bruger deres videregaende
studie af generisk matematik nér de underviser (fx Zazkis & Leikin, 2010; Even, 2011).
Nervaerende artikel tager det sidste synspunkt, idet vi spgrger danske gymnasielaerere
der har taget paedagogikum inden for de seneste fem ar.

Det kan bestemt diskuteres hvad “brug” af uddannelsesforudseetninger i en pro-
fession betyder, og hvordan den kan og bgr undersgges (se fx Tatto, 2021, i forhold
til leereruddannelse). Det er ogsa klart at en professionsuddannelse i princippet skal
veere indrettet med henblik pa fremtidig og ikke kun aktuel brug, og at nyuddannede
matematikleerere ikke kan vide hvad de skal kunne undervise i om 20 ar (og det kan jo
ingen). Trods disse generelle indvendinger mod “brugerundersggelser” af uddannelse
kan man alligevel ikke afskrive relevansen af at undersgge hvordan professionens
udgvere selv oplever brugen af deres uddannelse. Det geelder saerligt i forbindelse med
den profession der her spprges, givet den samfundsmaessige betydning af gymnasiets
matematikundervisning og dens omfattende udfordringer (se fx Jessen et al., 2015).
Man kan derfor snarest undre sig over at der ikke findes flere danske underspgelser
af hvordan universitetsuddannelserne bidrager til den gymnasiale matematikun-
dervisning.
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Spergsmdl og metode
Gymnasielerernes matematikbaggrund omfatter som naevnt overvejende generisk
indhold fra universiteer matematik. Som Zazkis og Leikin (2010, s. 279) skriver:

“While undergraduate content requirements for secondary teachers exist almost eve-
rywhere, it has not been investigated how mathematical knowledge acquired at the
undergraduate level—referred to here as AMK, ‘advanced mathematical knowledge'—is

manifested in teaching practice.”

Vinoterer i parentes at “secondary teachers” refererer til en bredere gruppe af leerere
end gymnasiets og ogsa omfatter hvad vi i Danmark kender som 7.-9. klasse; s& pa
dette punkt falder Danmark altsd uden for “almost everywhere”.

Zazkis og Leikins analyse af “how”-spgrgsmalet er baseret pa interviews og spgr-
geskemasvar fra 52 matematikleerere pa “secondary” niveau som deltog i en raekke
efteruddannelseskurser. Leererne bliver bade spurgt til i hvilket omfang de oplever at
bruge videregdende matematikviden i deres undervisning —det ggr det store flertal —
og de bliver bedt om at give konkrete eksempler pa denne brug. Her er det markant
at det store flertal af deltagerne hovedsageligt beskriver nytteveardien af den videre-
géende matematik i generelle termer, ofte med henvisning til deres eget forhold til
matematik som helhed (fx overblik, overskud og sikkerhed). Forfatterne konkluderer at
det kan skyldes bade at deltagernes konkrete brug ikke er fuldt bevidst, og at afstanden
mellem indholdet i universitetsuddannelsen og den matematik leererne underviser i,
gor det vanskeligt for dem at udpege konkret brug. Det sidste kunne betyde at det er
relativt underordnet preecis hvad forudseetningerne bestar af, og maske ogsa at Kleins
problem (mangel pa reel brug) alligevel forekommer i et vist omfang.

I vores underspgelse har vi villet se, dels om tilsvarende resultater genfindes i et
mere omfattende og tilfeeldigt sample, dels om man ved enkle greb i spprgeteknik
kan komme teettere pa konkrete former for brug. Vi har derfor valgt at spgrge til
konkrete anvendelser i forbindelse med undervisning i et specifikt gymnasialt emne,
nemlig differentialregning, hvor forbindelserne til universiteere kurser i fx calculus
og analyse kunne teenkes at veere lettere at udpege. For at kunne hndtere et sample
pa flere hundrede deltagere fra hele landet valgte vi at stille vores spprgsmal via et
spprgeskema som blev besvaret anonymt. Deltagerne fik dog lejlighed til at melde
sig frivilligt til opfplgende og uddybende interviews som i sagens natur ikke kunne
vaere anonyme; resultaterne herfra behandles ikke direkte i denne artikel, men har
ikke desto mindre bidraget til at validere vores analyse af de anonyme besvarelser.

Spergeskemaet indledtes med generelle spgrgsmal vedr. uddannelsesinstitution,
dimissionsdr, antal ars erfaring som gymnasielaerer og om respondenten har hoved-
eller sidefag i matematik. Derefter spurgte vi mere konkret til brugen af universitets-
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matematik i gymnasieundervisning. De af deltagerne hvis uddannelse fandt sted
pa Kgbenhavns Universitet, fik ogsd mulighed for at pege pa bestemte kurser som
(over en leengere arreekke) har veeret anbefalet dem som gnsker kompetence til at
undervise i gymnasiet. Fprst derefter stillede vi to mere overordnede spgrgsmal: “I
hvilket omfang mener du sammenfattende at du bruger den viden du har opnaet pa
universitetet, ndr du underviser i differentialregning i gymnasiet?” —og “Er der noget
ved uddannelsen som gymnasieleerer i matematik du mener burde veere anderledes?”

Skemaet blev i efterdret 2023 sendt til personer som afsluttede peedagogikum i
perioden 2018-2022 med fagdidaktisk kursus i matematik, som er obligatorisk for alle
der underviser i dette fag. Det skete pa basis af mailadresser fra Syddansk Universitet,
som ogsa stod for udsendelsen af skemaet i SurveyXact, og som efterfplgende tilsendte
os radata uden mailadresser pa andre end dem der frivilligt meldte sig til interviews.
Skemaet blev udsendst til i alt 338 personer hvoraf 103 besvarede alle lukkede spprgs-
mal. Herudover svarede 29 pa nogle af de lukkede spgrgsmal — hovedsageligt de
indledende. Der er flere sandsynlige arsager til at kun ca. 30 % svarede. De anvendte
mailadresser var dem som deltagerne opgav i forbindelse med paedagogikum, for
nogles vedkommende altsa for godt seks ar siden; manglende svar kan séledes heenge
sammen med jobskifte og andre grunde til at mailen ikke ndede modtageren. Det er
ogsa sandsynligt at en del leerere, midt i et travlt skoledr, har fundet det vanskeligt
at finde tid til at besvare de hovedsageligt dbne spprgsmal fyldestggrende. Der er en
oplagt risiko for skeevheder i respondentgruppen: Deltagerne har naeppe skiftet skole
siden paedagogikum, og de kan have seerlig staerk interesse eller seerlig staerkt enga-
gement i underspgelsens emne. Blandt de 103 respondenter var der faktisk mange
der gav ganske detaljerede og undertiden ogsa lange svar pa de dbne spgrgsmal.
Respondenternes engagement udtrykkes ogsa ved at hele 35 meldte sig frivilligt til
de opfplgende interviews.

Vi mener altsd trods alt at data fra underspgelsen udggr en rimelig basis for at
belyse fplgende spgrgsmal:

* Hvordan beskriver gymnasiets matematikleerere deres brug af universiteere mate-
matikkurser i forbindelse med deres undervisning i differentialregning?

» Hvilket omfang angiver leererne at denne brug har?

* Er der noget ved uddannelsen som leererne mener burde veere anderledes - og i
givet fald hvad?

Det sidste spgrgsmal er sveert at stille neutralt. En enkelt leerer henvendte sig i forbin-
delse med underspgelsen direkte til os med det synspunkt at undersggelsens under-
tone skulle veere at understptte sendringsforslag. Det er dog kun det sidste spprgsmal
der angar dette, og hovedparten af underspgelsen drejer sig om at fa mere information
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om de kvaliteter som den eksisterende danske model har, herunder om man ved at
sporge specifikt til et centralt element af gymnasiestoffet kan fa mere konkrete svar
end i tilsvarende tidligere undersggelser. Ved fgrst at lade deltagerne reflektere over
positive elementer af denne brug er der i hvert fald ikke tendentigst lagt op til kritik.
Man kan samtidig sige at nar en del af leererne beskriver brugen som overvejende
generisk (som i den tidligere undersggelse af Zazkis og Leikin (2010)) eller som relativt
ubetydelig, s kunne det i et fremadrettet perspektiv anses som en forspmmelse ikke
at stille brugerne af uddannelserne det neevnte sidste spgrgsmal.

Resultater

Vi praesenterer i det fplgende undersggelsens hovedresultater. For at sammenfatte
besvarelserne af de dbne spgrgsmal har vi foretaget en kategorisering af svarene i
hovedtyper som beskrives i gennemgangen, baseret pa de definitioner som angives —
svarene er altsa kodet pd basis af beskrivelserne af svarkategorierne.

Populationens sammensaetning
Ndr vi ser pa alle respondenter der har besvaret en del af spprgeskemaet, fordeler
de sig som vist i tabel 1 pa dimissionsér (det ar hvor de afsluttede kandidatgraden).

Tabel 1. Respondenternes dimissionsdr.

92-99 00-10 11-15 16-17 18-19 2020 2021 2022

6 9 22 24 30 15 10 8

At 37 respondenter har kandidatuddannelser fra fgr 2015, kan forklares med at de har
fungeret som timeleerere eller haft andre erhverv inden de fik uddannelsesstilling;
16 af disse har kun besvaret indledende spgrgsmal. Blandt de 130 der har besvaret
spgrgsmalet om antal drs undervisningserfaring, angiver ingen mere end 11 ar, og
kun 11 respondenter angiver mere end 8 ars erfaring. Respondenterne er altsd i langt
overvejende grad relativt nyuddannede leerere der har undervist i 1-8 ar.

Fordelingen af respondenter pa tidligere studiested er vist i tabel 2.

Tabel 2. Respondenternes studiesteder (universiteter).

Aarhus

Kgbenhavn

Syddansk

Aalborg

Roskilde

Andet

40

34

24

17

5

10
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Blandt de 10 som angiver “andet”, har 6 deres uddannelse fra Danmarks Tekniske
Universitet, 2 har laest i udlandet, og 2 har suppleret en anden uddannelse ved et af
de fem angivne universiteter.

Der er 51 som angiver at have hovedfag i matematik, 64 har sidefag, mens 15 har
opnaet undervisningskompetence pa andre méder. Det vurderes at denne fordeling
er nogenlunde repraesentativ for nyuddannede leerere i perioden (se fx Jessen et al,
2015, afsnit 5.2.1).

Brug af universitetsmatematik i forbindelse med undervisning

i differentialregning

Et hovedspergsmal i undersggelsen var fplgende: “Forklar med et konkret fagligt
eksempel hvordan du bruger din matematikviden opnaet pa universitetet nar du
underviser i differentialregning.” De fleste besvarer dette spprgsmal med fa sezet-
ninger, men der er ogsd en del leengere redeggrelser. I enkelte besvarelser indgar
flere synspunkter, men alligevel en form for konklusion som kan henfgres til flere af
nedennaevnte hovedkategorier:

1. Formel brug: Universitetsmatematikken bruges til at formidle beviser og formelle be-
greber, fx beviser baseret pa “tretrinsreglen” eller forklaring af greenseveerdibegrebet

2. Eksempler: Der bruges eksempler, anvendelser eller visualiseringer (fra universite-
tet) i forbindelse med fx differentialkvotient eller greensevaerdi

3. Historie: Der naevnes mere eller mindre konkrete historiske perspektiver

4. Generisk: Der gives ikke konkrete eksempler, men henvises til generisk udbytte, fx
overblik eller sikkerhed som er opndet pa universitetet

5. Ingen: Det siges eksplicit at en sddan brug ikke forekommer, uden at der henvises

til mere generisk brug.

En simpel opteelling af besvarelsernes kategorier er vist i tabel 3.

Tabel 3. Respondenternes faglige eksempler pd brug, i brede kategorier.

Formel brug | Eksempler Historie Generisk Ingen Ialt

20 9 9 31 26 93

Hver af kategorierne deekker i sagens natur over interessante variationer i eksempler
og personlige erfaringer. Kategorierne “formel” og “generisk” (brug) kan veere sveere
at adskille, men hvis der henvises til konkrete beviser eller begreber fra differential-
regning og tilhgrende matematisk stof, bruges kategorien “formel”, som fx i fgplgende
besvarelser:
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“Jeg bruger bevisfprelse og breekker det ned i stykker sa det giver mening i forhold til

sekant/tangent-beviset.”

“Nar jeg underviser i keedereglen, bruger jeg tricket at lave en substitution og sa skrive

dy/dx = dy/du * du/dx. Ellers kan jeg ikke komme pa nogle konkrete eksempler.”
“Kontinuitet og differentiabilitet af funktioner.”

“Konkret underviser jeg i partiel differentiering nar jeg underviser i funktioner af to

variable, hvilket jeg leerte pa universitetet.”

“Jeg kan bruge mit generelle kendskab til (...) den generelle definition af differentiabilitet
(for afbildninger mellem normerede vektorrum) til at finde den bedste udledning af tan-
gentplanets ligning. I virkeligheden ligner grafen jo tangentplanet pr. definition af hvad

det vil sige at en funktion af to variable er differentiabel i et punkt.”

Derimod klassificeres mere generelle henvisninger til matematisk metode, herunder
bevisfgrelse, som “generiske”, fx:

“Det bruger jeg nér jeg gennemgar beviser. Her kan jeg uddybe bevisteknikker og skabe

overblik.”

“Bruger jeg som sddan ikke da det jeg underviser i, ogsa var pensum dengang jeg selv gik
i gymnasium. Jeg benytter derimod mit faglige overskud til at kunne drage paralleller og
se begraensninger. Samt i den enkelte klasse at kunne bruge flere forskellige bevisformer,

altsa benytte den mest hensigtsmeessige i den givne sammenheeng.”

I gvrigt er den store kategori “generisk” preeget af mange forskellige, men ikke konkrete
udtryk for at den videregdende matematik faktisk betyder noget i undervisningen, fx:

“Det er ikke s& meget den konkrete viden fra differentialregning jeg bruger i min under-
visning, men det ligger som et fagligt fundament der giver mig mulighed for at fokusere
pa det didaktiske aspekt.”

“Jeg har mere baggrundsviden, flere anvendelseseksempler i baghdnden, og jeg kender

flere typer definitioner og ved mere om matematikkens opbygning som ogsa formidles —1i

hvert fald pa A-niveau.”
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“Anvender det til at haeve niveauet og give udfordringer til de dygtige elever nar de skal

ud over pensum og udfordres. Anvendes ogsa nar elever stiller forskellige spgrgsmal.”

Disse og andre udsagn ligner meget dem som blev fundet af Zazkis og Leikin (2010),
selvom det generiske perspektiv — formentlig pga. spprgsmalets udformning — er
langt mindre dominerende end i deres underspgelse.

De to mindste kategorier, “eksempler” og “historie”, er ogsa interessante, sidst-
nzevnte af den grund at der i de faglige mindstekrav indgar (typisk et enkelt) kursus
i matematikkens historie, hvilket langtfra altid er tilfzeldet i udlandet. Henvisningen
til det historiske perspektiv er dog ikke altid sa konkret:

“Historiske udvikling og oprindelsens historie.”
“Jeg anvender min viden om Newton og Leibniz til at tale om notation.”

“Jeg bruger den historiske matematik til at forklare hvordan differentialregning startede
med infinitesimaler, hvordan man gik fra dette da man fandt at disse ikke passer ind i
de reelle tal og man sidelpbende bruger graenseveerdier til at beskrive det samme. Der-
naest indfgrer jeg de hyperreelle tal og viser sidelpbende med graensevardier hvordan
beviserne og teorien kan fremkomme ved hjeelp af greenseveerdier og infinitesimaler.
De fleste synes den infinitesimale tilgang er nemmere at forsta, da greenseveerdier er en

besveerlig stgrrelse at arbejde med for gymnasieelever.”

Konkrete eksempler og anvendelser naevnes ligeledes af nogle som eksempler pa brug:
“Jeg plejer at starte forlpbet om differentialregning med en praktisk optimeringsopgave
hvor eleverne skal prgve at optimere areal og omkreds af nogle geometriske figurer
(selvfplgelig uden at neevne begrebet optimering). @velsen leerte jeg pa didaktikkurset

pa mat.-studiet pa KU.”

“Eksemplificeringer af hvordan vendetangenter kan benyttes til at bestemme aekviva-

lenspunkter under titrering.”

Endelig er der den ret store kategori af svar som udtrykker at respondenten ikke kan be-
svare spprgsmalet; disse er ofte korte (fx “Pas”), men i nogle tilfaelde mere uddybende:

“Det gor jeg ikke. Eksemplerne fra universitetet er sa esoteriske og abstrakte at de ikke

kan bruges pa gymnasiet.”
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“(...) Universitetsmatematikken bygger pa en masse bevisfgrelse og udenadsleeren iht.
at kunne bevise seetninger, og meget lidt om at bruge matematikken pa konkrete ek-
sempler —hvilket man jo g¢r pa gymnasialt niveau. Jeg gik fra mit matematikstudie og
syntes at jeg havde lzert nul som kunne anvendes konkret i gymnasiet. Hverken fagligt
eller peedagogisk. Den matematik jeg underviser i, er hvad jeg selv kan huske fra gymna-

sietiden (..) og hvad jeg genopfrisker fra leerebpgerne —ikke fra universitetet.”

“(...) Det er ikke s& meget et spprgsmal om leererens tilegnede viden fra uni, men snarere

om paedagogik.”

Det er naturligvis bekymrende at et stort mindretal af respondenterne direkte tager
afstand fra brugbarheden af deres matematiske baggrund, eller i hvert fald synes at
give Klein (2016, s.1) ret i at en sddan brugbarhed ikke kommer af sig selv.
Respondenterne blev ogsa stillet et opfplgende spprgsmal: “Forklar med et konkret ek-
sempel i hvilke situationer (tavleundervisning, interaktion i klasseveerelset, forberedel-
se tilundervisning, feedback pé elevers arbejde, besvarelse af elevers spprgsmal osv.) din
viden bliver brugt.” Svarene pa dette spprgsmal omfatter alle de nzevnte eksempler pa
situationer, og hos et betydeligt mindretal (typisk for dem hvis svar er klassificeret som
“ingen”) ogsd en gentagelse af at sddanne situationer ikke forekommer eller erindres.

Brug af obligatoriske kurser fra KU
Det er ogsd interessant at se pd om respondenterne kan pege pa konkrete kurser som
de bruger i forbindelse med undervisningen i differentialregning. Det er i sagens natur
sveert at ggre for alle uddannelser. Vi valgte at praesentere de 34 respondenter som
angav at have deres kandidatgrad fra Kpbenhavns Universitet, for 12 kurser som i de
seneste mange ar har indgdet i hovedfag, sidefag eller begge (“gymnasiepakkerne”).
Deltagerne blev fgrst bedt om at angive hvilke kurser de havde fulgt; 30 besvarede
dette spprgsmal. Derefter fik de spprgsmalet: “Udveelg op til tre af de valgte kurser fra
sidste spprgsmal som du mener bidrager til dit virke som gymnasieleerer i matematik
nar du underviser i differentialregning i dag.” Der blev i dette spgrgsmal sat i alt 75
krydser, svarende til at de 30 i gennemsnit pegede pé 2,5 kurser. De kurser som mere
end 5 respondenter pegede p4, er: det indledende kursus matintro (14), analyse 0 (10),
matematikkens historie (12) og grundkursus i de naturvidenskabelige fags didaktik (12).
Det er forventeligt at mange peger pa matintro og analyse 0 som formaliserer og
bygger direkte videre pa gymnasiets differentialregning. Mere overraskende er det
maske at matematikkens historie udpeges af lige sd mange, nar kun 9 fra den samlede
respondentgruppe naevner historiske perspektiver som konkrete eksempler pa brug
(tabel 3). Vi noterer ogsa at intet kursus udpeges af mere end halvdelen af dem der
besvarer spgrgsmalet.
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Et sammenfattende svar

Efter pa disse mdder at have givet respondenterne mulighed for konkret at angive
hvordan og i hvilke situationer de bruger deres universitetsmatematik nar de under-
viser i differentialregning i gymnasiet, og (for KU-kandidaterne) at udpege seerlig rele-
vante obligatoriske kurser stillede vi et mere overordnet lukket spgrgsmal: “I hvor hgj
grad mener du sammenfattende at du bruger den viden du har opndet pa universitetet,
nar du underviser i differentialregning i gymnasiet?” —resultatet fremgar af tabel 4.

Tabel 4. Grad af brug af universitaer viden til undervisning i differentialregning.

Ingen Nogen Hgj Meget hgj Ved ikke Lalt

16 58 12 13 4 103

Som det ofte er tilfaeldet, kan lukkede svar deekke over mange nuancer. Vileegger sdle-
des meerke til at “ingen”-svar udger en mindre andel her end den enslydende kategori
itabel 3. Det kan dog relativt let forklares med at man godt kan mene at udgve “no-
gen” brug af viden fra universitetet uden at kunne pege pé et konkret eksempel, eller
formulere brugen i generiske vendinger; desuden er formuleringen af de to spgrgsmal
forskellig ved brugen af de forskellige termer “viden” og “matematikviden”, og det er
muligt at nogle respondenter ikke anser viden fra de historiske, videnskabsteoretiske
og didaktiske kurser som daekket af den sidste term (som tabel 3 afspejler). Det er ogsé
ipjnefaldende at kun 25 — svarende til ca. en fjerdedel af respondenterne - selv med
denne bredere formulering finder at de i “hgj” eller “meget he¢j” grad bruger viden fra
universitetet, givet at den i princippet repraesenterer fem ars studier, og at der peges
pa et af de mere avancerede emner i den gymnasiale matematik. Det dominerende
svar — “nogen” - er selviglgelig sveert at fortolke. Det kan for en del respondenter
have fungeret som en form for helgardering hvis preecise indhold vi dog kan fa en
del mere information om ved at naerstudere de svar som er opsummeret i tabel 3.
“Nogen” inkluderer utvivlsomt bade dele af generiske former for brug, de ofte ret
uklare eksempler pa mere konkret brug og (udtryk for) ingen brug.

Vi har ogsa set pd hvordan forskellige grupper af respondenter svarer pa det naevnte
lukkede spgrgsmal. Opdeles respondenterne efter den institution de har leest ved,
bliver tallene i de fem kategorier fra tabel 4 sa sma at man naeppe kan slutte noget af
forskellene. Mere tydelige er forskellene mellem kandidater med sidefag og hovedfag,
seerligt at ca. dobbelt sa stor en andel af sidefagskandidaterne (nemlig ca. 20 %) sva-
rer “ingen”. Men ogsa her er forskellene i absolutte antal respondenter sa sma at de
hejst befordrer en 1ps hypotese om at sidefaget i mindre grad opleves som brugbart.
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Er der noget som burde vaere anderledes?

Det sidste spgrgsmal pa skemaet (bortset fra lejligheden til at melde sig til interview)
var: “Er der noget ved uddannelsen som gymnasielaerer i matematik du mener burde
veere anderledes?” I alt 81 besvarede spprgsmalet, og de kunne ret let kategoriseres
idet svarene var ret eksplicitte. Kategorierne er fglgende:

1. Tom: Besvarer spprgsmaélet ved at begrunde hvorfor der ikke svares (to af de tre i
denne kategori henviser til at de har suppleret en ingenigruddannelse, mens den
sidste anfgrer at uddannelsen ligger for langt tilbage til at der kan svares)

2. Nej: typisk begrundet i tilfredshed med uddannelsen eller en konstatering af at
uddannelsen ogsa skal forberede til andre erhverv end leerergerningen

3. Ja: uden naermere angivelse af hvordan

4. Praktik: ja, mulighed for at stifte direkte kendskab med gymnasieundervisning i
universitetsuddannelsen

5. Anv.: ja, mere veegt pd anvendelser af matematikken

6. Did.: ja, mere didaktik, ofte med fokus pd praktiske dele som undervisningsplan-
laegning, stofdidaktik m.m.

7. Andet: ja (peger pd andre sendringsforslag: To vil have generel paedagogik i uddan-
nelsen, en enkelt vil have mere statistik, en enkelt mere videnskabsteori og historie,
en enkelt mener sidefaget er forkert struktureret, og en enkelt mener uddannelsen
kunne veere kortere).

I tabel 5 gives en oversigt over hvordan de 81 svar fordeler sig. Der er to som mener
at der skal veere bade praktikmuligheder og mere didaktik; disse er anbragt i praktik-
kategorien. Ellers fordeler svarene sig klart pa kategorierne.

Tabel 5. Er der noget der burde vaere anderledes i universitetsuddannelsen?

Tom Nej Ja Praktik Anv. Did. Andet Talt

3 18 8 13 5 28 6 81

Svarene pd dette spgrgsmal har ikke tydelige sammenhaenge med respondenternes
baggrund, hverken med uddannelsesinstitution eller med hovedfag/sidefag.

Den stgrste kategori er de 28 leerere der eksplicit peger pa behov for mere fokus pa
didaktiske emner, inklusive stofdidaktik hvor man fordyber sig i den gymnasiale ma-
tematik med et undervisningsmeessigt sigte. Nogle typiske udsagn af denne type er:

“Jeg mener der bgr veere mere didaktisk fokus. Dvs. gvelse i at udforme konkret, varieret

og sjov undervisning pa gymnasiet. Méske med en mere induktiv tilgang. Eksempler pa
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tveerfaglighed. Eksempler pa hvordan matematikken konkret kan anvendes —det savner

jeg i min hverdag.”

“Den skal veere mere malrettet undervisning, med fokus pa omarbejdning og formid-
ling af egen viden fra universitetet. Mere fokus pa didaktik og didaktiske udfordringer.
Hvordan handterer man de elever der enten har svaert ved matematik, ikke kan lide det

eller begge dele?”

“Langt mere relevant undervisning i forhold til emnerne i gymnasiet samt de problemstil-
linger og udfordringer man megder som gymnasielaerer. Overfgrselsveerdien fra universi-

tetskurserne til undervisningsfaget i gymnasiet er neesten ingen.”
En anden stor gruppe (18) mener ikke der skal laves noget om. Typiske udsagn er her:

“Nej, det er jo ikke som sddan en uddannelse for gymnasieleerere, men en generel kandi-
dat man har faet, og det synes jeg er fint. Det er ikke uddannelsen der er vigtig nar man

underviser, men interesse for elevernes bedste.”

“Personligt elskede jeg at studere matematik og fandt fagene interessante. Jeg vil derfor
ngdig lave min uddannelse om ... Men jeg kan ogsé se at der ikke er meget sammenheeng
mellem alle fagene pa kandidatuddannelsen og det jeg underviser i nu. Jeg teenker at
nogle af bachelorprojektemnerne kunne veere relevante SRP-opgaver (dog med mindre
fagligt niveau). Desuden giver mine kandidatfag mig en forstaelse for matematikken og
dens uendelige vidensomrade som stadig i dag udforskes. Jeg er tilbgjelig til at mene at

”

dette retfeerdigger kandidatfagene (méske ogsa fordi jeg kan lide dem):)
“Nej, matematik p& KU er en supergod uddannelse.”

Der er i og for sig helt naturligt at en del respondenter udtrykker tilfredshed med
den uddannelse de selv har valgt og gennemfgrt, og ikke mener den skal aendres. Det
kan overraske at denne gruppe kun udger ca. 1/4 af respondenterne, men samtidig
er det at foresla sendringer langtfra altid et udtryk for stor utilfredshed. De fleste af
endringsforslagene er relativt moderate gnsker, omend der ogsa er en del som giver
bastant udtryk for at den generiske matematik opleves som mindre relevant. Endelig
er det klart at spprgsmalet kan opfattes sddan at sendringer er relevante, si der skal
muligvis stprre beslutsomhed til for klart at svare nej til det.

Endelig peger 13 respondenter pa et behov for at mgde gymnasiets virkelighed un-
dervejs i uddannelsen:
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“Selve stoffet er langt fra det som man skal undervise i. Fx skulle jeg tage faget fourierana-
lyse som jeg ikke forventer at bruge i undervisningssammenhaeeng. En anden forbedring
kunne veere at indfpre gymnasiepraktik for sidefag da der er helt saerlige problemstillinger

iundervisningen i matematik.”

“Ja, der er sgu meget. Man kunne jo starte med at tilfgje noget didaktik og praktik pa
universitetet frem for at det blot er det ene teoretiske kursus efter det andet uden nogen
som helst treening i de paedagogiske kompetencer som det kreever at veere gymnasielzerer.
Der gar nok teet pa 5 ar for man er tilpas i jobbet, fordi man de fgrste ar lgber forvirret
rundt i klasseveerelserne fordi man ikke har nogen paedagogiske veerktgjer med fra sin

universitetsuddannelse.”

“Praktikforlgbet skal ligge tidligere s& man kan na at skifte retning hvis man finder ud

af at det ikke var noget for en.”

De adspurgte leerere tilhgrer selviglgelig alle den gruppe der indtil videre har fastholdt
pnsket om at veere gymnasielaerere. Det kan teenkes at tilbud om praktik i uddannel-
sen kunne tiltraekke nye - og frastgde andre — og under alle omsteendigheder give
et bedre grundlag for valg og fravalg af professionen. Allerede i dag er der i gvrigt
ikke sa fa matematikstuderende som selv skaffer sig praksiserfaring som timeleerere
uden at det er integreret i studiet.

Diskussion og konklusion
Underspgelsens udsagn og kvantitative resultater rummer mange interessante ten-
denser, ogsé enkelte som er nye i forhold til eksisterende underspgelser af hvordan
relativt klassiske matematikuddannelser bruges i forbindelse med undervisning.
Metodisk nyt er at der spprges til konkrete eksempler pd brug i forbindelse med un-
dervisningen i et bestemt emne (her differentialregning). Som tabel 3 viser, far vi sa
tre grupper: godt og vel 1/3 som giver sddanne eksempler, lidt under 1/3 der alligevel
kun beskriver generisk brug, og stort set lige sd mange som giver udtryk for at de ikke
bruger deres universitetsmatematik i sammenhangen. Den anden gruppe svarer til
tidligere undersggelser hvor leererne peger pa overordnede udbytter af universitets-
studiet der er sveere at konkretisere. I forhold til litteraturen er det mest interessant at
“konkret brug” faktisk beskrives af det stgrste mindretal. Dette tyder pa at der er bade
forsknings- og udviklingspotentiale i at undersgge disse former for brug naermere.
Man kunne formode at hvis en sddan brug blev udbredt og befordret, ville effekten
af uddannelsen ogsa blive styrket.

At der er et udviklingspotentiale, synes at fremga af tabel 4 og 5: De to grupper pa
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omkring 1/4 af respondenterne som angiver i “hgj” eller “meget hej” grad at bruge
viden fra universitetet i forbindelse med undervisning i differentialregning, og som
ikke synes uddannelsen skal eendres, er stort set sammenfaldende, men de er altsa et
mindretal. At udbrede denne gruppes oplevelse af uddannelsens brugbarhed kunne
teenkes at veere muligt pa flere méder, men for en stor del af de gvrige respondenter
tyder svarene i (og bag) tabel 5 pa at sendringer i selve uddannelsen er relevante.
Disse leerere giver ogsé konkrete forslag til og synspunkter om dette, fra moderate
tilfpjelser til total afstandtagen fra uddannelsens generiske matematikindhold. Da
man i sagens natur har haft tilsvarende diskussioner i andre lande, og er naet frem
til forskellige modeller, er erfaringer med forandringer dér bestemt relevante at se pa.
I nogle lande - fx Sverige, Norge og Tyskland — har man saledes udviklet en stgrre
variation af uddannelsesmuligheder for dem der vil undervise i gymnasial matematik.
Det er ikke kun interessant at man hermed har mulighed for at underspge varianter-
nes effektivitet i forhold til undervisningen (se fx Buchbinder, 2017), men ogsa at de
iet vist omfang er opstaet som forsgg pa at afhjeelpe problemerne med at rekruttere
og fastholde uddannede leerere — et problem som ogsa har veeret aktuelt i Danmark
gennem adskillige artier, og fortsat er det.

Den internationale undersggelse TEDS-M (Tatto et al., 2018; Schmidt et al,, 2013) har
set naermere pa hvordan leereruddannelser (ogsa til gymnasialt niveau) er indrettet,
og i hvilket omfang de udvikler de former for matematikleererviden som vides at kor-
relere med gode resultater hos leererens elever. Nar man ser pa de hejtpreesterende
leereruddannelser, er der faktisk betydelige sammenfald i kerneindhold. Nogle af disse
elementer genfindes i de aktuelle danske uddannelsers kernestof, mens andre typisk
savnes og foreslas af mange respondenter i denne undersggelse.

Sammenfattende haber vi at neerveerende artikels resultater — trods alle de for-
behold som er taget undervejs — kan fremme det synspunkt at bade international
forskning og danske laereres erfaringer bgr inddrages systematisk i overvejelser af
hvordan universitetsuddannelsen kan bidrage til at styrke matematikundervisningen
i gymnasiet.
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English abstract

In this paper, we study how Danish high school teachers of mathematics perceive their university edu-
cation, especially the usefulness of its mathematical contents in the context of teaching a concrete
subject, namely differential calculus. The study is based on a survey on this topic among teachers, who
completed the induction program Pedagogikum during the period 2018-2022. The general result is,
that 1/4 of the teachers consider that they use knowledge from university to a high or very high degree,
while about half of them say they do so to some degree. Asked for concrete examples of how they use
their mathematical knowledge from university when teaching differential calculus, about 1/3 provide
generic answers, while well over 1/3 provide concrete examples; about 1/4 answer more or less directly

that they cannot provide such examples.
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Abstract: Artiklen satter begreberne dynamisk leesning og strukturopfattelse i spil ndr der arbejdes
med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra med henblik pd at understgtte elevers mulig-
heder for at udvikle deres reesonnementskompetence. Indledningsvis gives argumenter for at arbejde
med samspillet mellem matematikhistoriske originalkilder og digitale teknologier. Derefter udfoldes
begreberne dynamisk leesning, strukturopfattelse og reesonnementskompetence. Disse begreber bruges
til at analysere et uddrag af elevsvar fra et studie afprpvet i en 7.-klasse. Afslutningsvis reflekteres der

over hvordan elevsvarene med fordel kunne have vaeret anvendt aktivt i selve undervisningsforlgbet.

Introduktion

I denne artikel er begreberne dynamisk leesning, strukturopfattelse (Mellin-Olsen,
1984) og reesonnementskompetence (Niss & Jensen, 2002) centrale i forhold til at
arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra.! De tre begreber udfoldes
yderligere senere i teksten, men kort fortalt betyder de: 1) Dynamisk laesning betyder
at leeserens egen fortolkning er i centrum i en laeseproces, 2) strukturopfattelse er
knyttet til at eleverne far en forstdelse for hvorfor reglerne i matematik er som de er,
og 3) reesonnementer kan ses som en keede af argumenter. Eksempler pa originalkilder
kan fx veere en eller flere seetninger fra Euklids Elementer. Denne artikel tager afseet
iet studie i en 7.-klasse hvor der blev arbejdet med samspillet mellem GeoGebra og
Euklids “fem forudseetninger” (titlen pa seetning 34, bog I, samt seetning 6, bog IV).2
Jeg vender tilbage til selve undervisningsforlpbet senere i artiklen.

1 Disse begreber er delelementer af de forskellige teoretiske distinktioner og begreber der er i spil i Thomsen (2022).
2 Klassen arbejdede med Eibes (1897a, 1897b) overseettelse af Euklids Elementer.
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Det kan veere relevant at arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra
af flere drsager. Her vil jeg fremheeve at GeoGebra i hgj grad bruges i matematikun-
dervisningen i Danmark (Kristensen, 2017), og méden GeoGebra bliver brugt pa i un-
dervisningen, er essentiel for elevernes leeringsudbytte (Hgjsted, 2020, med reference
til Jones, 2005). Undervisningsforlgb der har fokus pa at eleverne far mulighed for at
arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra, kan veaere en metode til
at arbejde med fx dynamiske geometriprogrammer med henblik pa at stotte elevers
muligheder for at udvikle deres reesonnementskompetence (fx Thomsen, 2020).

Nér elever og studerende arbejder med samspillet mellem originalkilder og digitale
teknologier, far de bl.a. mulighed for at afprgve og validere matematiske pastande
og teorier (fx Chorlay, 2015, 2016; Jankvist & Geraniou, 2021; Kidron, 2004). Der kan
leegges op til at have reflekterende diskussioner om forskellige typer af beviser (fx
Jankvist et al., 2019). I en dansk grundskolekontekst kan det bl.a. vere interessant at
inddrage arbejdet med originalkilder fordi det kan medvirke til at skaerpe blikket for
hhv. tankegangs- og reesonnementskompetencen, som er sldet sammen i Feelles Mal
2014/19 (Thomsen & Jankvist, 2022). Elever og studerende kan bruge GeoGebra som
en “dasedbner” til at kunne leese og forstd originalkilder (Balslgv, 2018; Jankvist &
Geraniou, 2019; Olsen & Thomsen, 2017). Ligesom arbejdet med samspillet kan under-
stptte at nogle af de dele af matematikken der kan veere skjult i digitale teknologier,
kan tydeligggres for elever og studerende (Isoda, 1998; Jankvist & Geraniou, 2021; Olsen
& Thomsen, 2017) og bidrage til at de far mulighed for at udvikle forskellige former for
matematisk literacy og dannelse nar de arbejder i et digitalt miljp (Olsen & Thomsen,
2017, 2018; Thomsen & Olsen, 2019). Arbejdet med samspillet falder bl.a. ogsa i trad
med nedenstaende uddrag af fagformalet for matematik, stk. 3, da det ogsa kan szette
eleverne i situationer hvor der er mulighed for at de “oplever og erkender matema-
tikkens rolle i en historisk, kulturel og samfundsmaessig sammenhzeng” (Bgrne- og
Undervisningsministeriet, 2019, Fagets formal, stk. 3).3

Formadlet med denne artikel er 1) at give et kort indblik i hvorfor det kan veere en
god idé, og hvordan man kan arbejde med samspillet mellem historiske originalkil-
der og GeoGebra, 2) at bruge begreberne dynamisk leesning, strukturopfattelse og
reesonnementskompetence til at analysere elevers svar pa spprgsmalet “Hvad har du
leert?”4 samt 3) at reflektere over hvordan elevsvarene kunne have veeret inddraget
mere aktivt i selve undervisningsforlgbet. Her er det vigtigt at pointere at sidstnaevnte
forst er et omrade jeg har faet blik for efter selve undervisningsforlpbet var afsluttet,

3 Sammenhengen mellem Feelles Mal og at arbejde med samspillet mellem matematikhistoriske originalkilder og
GeoGebra med henblik pa at understptte elevers muligheder for at udvikle deres reesonnementskompetence er
yderligere udfoldet i Thomsen (2022).

4 Det var et studie som var en del af et samlet ph.d.-projekt. Her blev elevsvarene pa logbogsarkene blot ikke inddraget
aktivt i undervisningen.
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hvorfor det desveerre heller ikke var en aktiv del heraf. I artiklen her er der seerligt
fokus pa fglgende spprgsmal:

Hvordan kan elevers egne svar pd hvad de har leert, tolkes i lyset af begreberne dynamisk
leesning og strukturopfattelse? Og hvordan kan en sddan tolkning bruges til at give idéer
til aktivt at inddrage elevsvar i undervisningen sd eleverne fdr mulighed for at udvikle
deres reesonnementskompetence ndr de arbejder med samspillet mellem originalkilder og
GeoGebra?

Fprst vendes blikket mod de teoretiske begreber der saettes i spil i artiklen. Dernaest
beskriver, analyserer og vurderer jeg uddrag af elevers svar pa spgrgsmalet om hvad
de har lert i et undervisningsforlgb hvor der blev arbejdet med samspillet mellem en
originalkilde og GeoGebra. Afslutningsvis diskuterer jeg hvordan elevernes egne svar
kunne have veeret inddraget aktivt i undervisningsforlpbet og formentlig yderligere
have bidraget positivt til elevernes leeringsudbytte.

Centrale begreber

Mellin-Olsens (1984) beskrivelse af dynamisk leesning og strukturopfattelse er valgt
fordi dynamisk laesning kan leegge op til at eleverne skal bruge bade deres under-
spgende og deres produktive side af reesonnementskompetencen i deres leesning af
hhv. originalkilden og GeoGebra. Dertil kommer at der synes at ligge et stort poten-
tiale i at arbejde bevidst ud fra en strukturopfattelse for at understptte at eleverne
kan formulere en keede af matematiske argumenter nar de arbejder med samspillet
mellem originalkilder og GeoGebra (fx Thomsen, 2022). Ifgplge Mellin-Olsen (1984)
udfgrer leeseren en dynamisk leesning nar “Leseren bruker sin egen forstaelse nar han
leser, og han bruker den nar han oppfatter innholdet i teksten” (Mellin-Olsen, 1984,
s.86). Denne leesemade star i modseetning til den statiske leesning der “gjor tegnet til
autoritet. Det er tegnet og forfatterens bruk av det, som alene gir mening til tegnet”
(Mellin-Olsen, 1984, s. 86). Originalkilder er ofte sprogligt sveere at lzese og forsta for
bade elever og laerere hvorfor det giver god mening at leegge op til at arbejde med
at understptte en forstdelse samt tolkninger af ord, seetninger og notationer i tek-
sten. P4 den baggrund kan man sige at der i sig selv ligger et potentiale i at arbejde
med dynamisk leesning nar der arbejdes med originalkilder (fx Thomsen, 2022). I
forleengelse heraf kan der yderligere laegges op til at eleverne kan ga i dialog med
teksten, kan forholde sig spgrgende til indholdet og fx via GeoGebra vaere nysgerrige
pa om det nu kan passe, eller om man kan se pa nogle af de samme matematiske
problemstillinger eller konstruktioner der optraeder i teksten, pd andre mader i Geo-
Gebra (Thomsen, 2021b). Den dynamiske geometridel i GeoGebra er designet ud fra
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den euklidiske geometri hvilket giver bAde muligheder og begraensninger nér elever
konstruerer og pa den baggrund reesonnerer ved at bruge GeoGebras “knapper”. Det
er vigtigt at veere bevidst om hvornar eleverne begrunder og argumenterer ud fra
deres brug af knapperne, fx “reguleer polygon” og “opret to pd hinanden vinkelrette
linjer”, og hvornar de viser en forstielse for matematikken bag knapperne og bruger
den aktivt i deres argumentation (fx Thomsen, 2021a). Ifgplge Mellin-Olsen (1984)
kan tegn forstds bredt. Derfor kan elevernes brug af GeoGebras feedback anses for
at veere en form for leesning der ikke i sig selv kan anses for bare at vare eksplici-
teret meningsskabende. Det kan kraeve at eleverne fortolker herpa. Derfor kan en
skelnen mellem hhv. dynamisk og statisk leesning ogsd veere brugbar nar eleverne
arbejder med GeoGebra (Thomsen, 2022). Det synes vigtigt at leereren giver udtryk
for egne tvivlsspgrgsmal i forbindelse med leesning og forstdelse af originalkilden
samt er bevidst om at stille spprgsmal til teksten og elevernes arbejde hermed
og med GeoGebra. Sa der ikke blot bliver tale om at leereren viser en forstdelse af
teksten og den bagvedliggende matematik i elevernes konstruktioner i GeoGebra,
men leegger op til flere mulige tilgange og forstaelser heraf (Thomsen, 2022). Nar
eleverne arbejder med en dynamisk leesning af hhv. originalkilden og GeoGebra,
kan det medvirke til at understgtte at eleverne far mulighed for at gé i dialog med
begge dele (fx Thomsen, 2021b).

Mellin-Olsen (1984) beskriver matematikfaget som et struktureret fag hvor “Resul-
tatene henger sammen, det ene kan avledes av det andre, og ved hjelp av fagets slut-
ningsregler kan en utlede nye resultater som en har brug for” (Mellin-Olsen, 1984, s. 36).
Han benytter bl.a. begrebet strukturopfattelse som er karakteriseret ved “forstielsen
av hvordan regelen er knyttet til sin struktur, det vil si, hvorfor regelen har blitt slikk
den har blitt” (Mellin-Olsen, 1984, s.32). Ses Mellin-Olsens begreb strukturopfattelse
iforhold til at arbejde med GeoGebra, kan brug af fx dragging eller maling give an-
ledning til at understptte elevernes forstaelse af forskellige strukturer bag forskellige
matematiske sammenheenge. Brug af digitale teknologier kan understgtte at elever
kan gé fra at have en forstaelse af matematiske eksempler til at have en forstaelse af
mere generelle matematiske beviser, da dragging kan visualisere mange eksempler i
et eller flere traek, men det er ikke noget der bare opstar, det kraever et bevidst arbejde
hermed (fx Arzarello et al., 2002; Mariotti, 2002). Hvis dragging eller malefunktionen
i GeoGebra benyttes, kan nogle af pastandene i originalkilden fx afprpves og bruges
til at gd i dialog med teksten og understptte elevernes dynamiske leesning og struk-
turopfattelse (Thomsen, 2022).

I KOM-rapporten definerer Niss og Jensen (2002) en matematisk kompetence pa
fplgende made: “en matematisk kompetence er indsigtsfuld parathed til at handle hen-
sigtsmeessigt i situationer, som rummer en bestemt slags matematiske udfordringer”
(s.43). Reesonnementskompetencen bestar bl.a. i at kunne:

MONA 2024-3



ARTIKLER Matematisk argumentation, geometri, gamle tekster og GeoGebra

* (..) “felge og bedgmme et matematisk reesonnement, dvs. en kaede af argumenter
fremsat af andre pa skrift eller i tale til stotte for en pastand, specielt at vide og
forstd hvad et matematisk bevis er, og hvordan det adskiller sig fra andre former
for matematiske reesonnementer (...)”

» “afdzekke de baerende idéer i et matematisk bevis, herunder skelne mellem hoved-
punkter og detaljer, mellem idéer og teknikaliteter (...)”

* “udtenke og gennemfgre informelle og formelle raesonnementer (pé basis af intui-

tion), herunder omforme heuristiske reesonnementer til egentlige (gyldige) beviser.”

(Denne punktopstilling er et uddrag af beskrivelsen af reesonnementskompetencen
i Niss & Jensen, 2002, s. 54).

Reesonnementer ses ifplge det fprste punkt i ovenstdende beskrivelse som en keede
af pd hinanden fglgende argumenter hvori der implicit synes at ligge en betragtning
af et argument som noget enkeltstdende. Ifplge Niss og Jensen (2002) har de otte
matematiske kompetencer en dual karakter, de har badde en undersggende og en pro-
duktiv side. For reesonnementskompetencen omhandler den underspgende side bl.a.
at kunne fplge og bedgmme et matematisk reesonnement, mens den produktive side
bl.a. handler om at kunne udtenke og gennemfpre reesonnementer. Niss og Jensen
(2002) synes yderligere at graduere mellem argumenter, reesonnementer og beviser
ved at sidstnaevnte er et udtryk for at “levere korrekte og fuldstaendige argumenter
(beviser) for at de foresldede lpsninger virkelig virker (...)” (Niss & Jensen, 2002, s. 64).
Elevers og leereres brug af teksten i originalkilden kan i samspil med deres arbejde
med GeoGebra medvirke til at de far blik for metoder til at opbygge argumenter og
kaeder heraf. De kan bruge teksten til at ga i dialog med og forsta den visuelle feed-
back fra GeoGebra, og pa den made kan arbejdet med samspillet understptte at de
fx gér fra at “male” forskellige matematiske objekter til at forstd og formulere deres
egne argumenter og mere generelle reesonnementer herudfra nar de arbejder med
GeoGebra (Thomsen, 2022).

Praksisafseettet i denne artikel er en 7.-klasses arbejde med seetning 6, bog IV, i
Euklids Elementer: “1 en Given cirkel at indskrive et Kvadrat.” Her handler det altsd om
at se sammenhange mellem et indskrevet kvadrat og den omskrevne cirkel for pa den
baggrund at overbevise om at der er tale om et kvadrat og ikke en anden type firkant.
Euklids seetning 6, bog IV, er opbygget efter en struktur hvor forskellige matematiske
objekter med tilhgprende regler saettes i relation til hinanden s en slutning fra én
regel kan ledes videre til den neeste. Elevernes arbejde med szetningen i samspil med
GeoGebra kan skabe rum for at de arbejder med bade at forstd teksten og med selv
at formulere forskellige former for argumenter, selvom det ogsa synes at veere sveert
for eleverne at formulere keeder af egne argumenter (fx Thomsen, 2022). Her kunne
en aktivinddragelse af elevernes logbogssvar i undervisningen méske i endnu hgjere
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grad have understgttet elevernes strukturopfattelse og dermed deres muligheder for
at opbygge kaeder af argumenter.

Kort beskrivelse af undervisningsforlabet

Undervisningsforlgbet blev afprgvet i en 7.-klasse i en dansk folkeskole.5 Derfor er
forlgbet ogsa knyttet op pa Feelles Mal 2019. I forhold til faget matematik betyder det
bla. at folkeskolens formal skal ses i sammenhzeng med fagets forméal samt i relation
til de seks matematiske kompetencer og de tre matematiske stofomrader (Bgrne- og
Undervisningsministeriet, 2019). De matematiske kompetencer som er beskrevet i
Feelles Mal, leener sig op ad de matematiske kompetencer Niss og Jensen (2002) defi-
nerer i KOM-rapporten. De afviger bl.a. herfra ved at “reesonnement og tankegang” er
sldet sammen. Stofomraderne i Feelles Mal er: 1) tal og algebra, 2) geometri og maling
samt 3) statistik og sandsynlighed. Hensigten med Feelles Mal er bl.a. at matematiske
kompetencer samtaenkes med matematiske stofomrader i undervisningsforlgb (Bgrne-
og Undervisningsministeriet, 2019). I undervisningsforlpbet blev den matematiske
kompetence “reesonnement og tankegang” samteenkt med stofomradet “geometri og
maling”, neermere bestemt feerdigheds- og vidensomraderne “geometriske egenska-
ber og sammenheenge” samt “maling”. Forlpbet strakte sig over 11 lektioner fordelt
over tre uger.

Eleverne arbejdede hovedsageligt i makkerpar eller mindre grupper, og de skulle
ogsa i parvise makkerpar overbevise hinanden om hvorfor deres argumenter og ree-
sonnementer gjaldt. Der var feelles leererstyrede introduktioner, diskussioner og op-
samlinger i klassen undervejs i forlpbet.

Istarten af forlgbet blev eleverne introduceret til Euklids Elementer. Ligesom de ogsé
reflekterede over og diskuterede hvad der kendetegner matematiske argumentationer
og beviser. Fgr klassen arbejdede med Euklids seetning 6, bog IV, arbejdede eleverne
med titlen pa Euklids seetning 34, bog I: “I et parallelogram er de modstaende sider og
vinkler indbyrdes lige store, og diagonalen halverer parallelogrammet.” Her skulle de
mundtligt preve at argumentere for hvorfor det geelder. Parallelogrammer formodedes
at veere mere kendt stof for eleverne end indskrevne kvadrater, og de kunne muligvis
bruge nogle besleegtede argumenter eller mader at konstruere pa nér de skulle arbejde
med og ud fra teksten i Euklids seetning 6, bog IV. Denne opbygning var bl.a. et forspg
pa at understoptte elevernes strukturforstdelse. Klassen arbejdede ogsa med Euklids
fem forudseetninger, bog I. Eleverne afprpvede disse i GeoGebra. Det var taenkt som
grundlag for det videre arbejde med Euklids saetning 6, bog IV: “I en Given cirkel at
indskrive et Kvadrat.” Eleverne arbejdede med seetningen i sma tekstbidder der over-

5 Enmere udfprlig beskrivelse heraf kan bl.a. leeses i Thomsen (2022).

MONA 2024-3



ARTIKLER Matematisk argumentation, geometri, gamle tekster og GeoGebra

ordnet var delt op i en konstruktionsdel og en bevisdel.6 Derudover var der lpbende
sporgsmal til tekstbidderne. For at understgtte at eleverne kunne tage afseet i selve
teksten nar de skulle konstruere figuren i GeoGebra, fik de ikke som udgangspunkt
illustrationen til seetning 6, bog IV.

LN,

Cc

Figur 1. Illlustration af det indskrevne kvadrat i en cirkel fra seetning 6,
bog IV (Eibe, 1897, 5. 73).

Et eksempel pa en tekstbid (Eibe, 1897b, s.73) og de tilhgrende spgrgsmal eleverne
fik, ses i figur 2.

3. Jeg siger

saa, at den ogsaa cr ret-

vinklet. Thi da den rette Linic B er Diameter
i Cirkel ABCD, saa cr BAD en Halveirkel.
Altsna er £ BAD ret.

Undersgg i GeoGebra:
Passer det? Beskriv hvordan | vil undersgge det?
Hvorfor geelder det eller geelder det ikke?

Vil det altid veere sadan i en halvcirkel? Hvorfor/hvorfor ikke? Her skal |
argumentere og prgve at formulere et bevis.

Figur 2. Eksempel pd en delopgave eleverne blev stillet undervejs i forlgbet.

Denne tilgang til elevernes arbejde med teksten havde til hensigt at understgtte at
eleverne kunne bringe deres reesonnementskompetence i spil, udvikle en strukturop-
fattelse og arbejde med en dynamisk laesning af teksten. I selve teksten forklarer
Euklid ikke hvorfor vinkel BAD i halvcirkel BAD er ret. Det er forklaret i en anden
seetning i Euklids Elementer og tages pd sin vis for givet her i teksten i seetning 6, bog
IV. Eleverne skulle arbejde i makkerpar og afpreve det i GeoGebra for pa den baggrund
at formulere deres egne argumenter for hvorfor det geelder, og se om de yderligere

6 Denne made at arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra pa er bla. inspireret af Olsen og Thomsen
(2017).
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kunne generalisere og give argumenter for om det altid vil veere sddan i en halvcirkel
eller ej. P4 den ene side understpttede det elevernes arbejde hermed da de fx kunne
inddrage deres viden om vinkler hhv. trekanter og kvadrater i deres argumentationer
nar de fx gjorde brug af dragging af “punkt” A langs cirkelperiferien. Men det viste
sig ogsd at den umiddelbare visuelle feedback eleverne fik fra GeoGebra, kunne blive
en argumentation i sig selv fordi det jo er tydeligt pd skeermen at det fx forholder sig
sddan at vinkel BAD er ret, uanset hvor du treekker punkt A hen pa cirkelperiferien.
Hvis eleverne ikke forholder sig yderligere til GeoGebras visuelle feedback, kan det
betegnes som det Misfeldt & Jankvist (2018) med inspiration fra bl.a. Harel & Sowders
overbevisningsskemaer (2007) kalder et tekno-autoriteert overbevisningsskema.”

Metode — logbogssider og “Hvad har du lzert?”

Som tidligere naevnt blev forlpbet denne artikel handler om, gennemfgrt i en 7.-klasse
i en dansk folkeskole. Der deltog 22 elever og en leerer i dette undervisningsforlgb.
Leereren havde ikke haft eleverne tidligere, og eleverne kom ogsa fra flere forskellige
klasser og vari7. klasse blevet samlet i én ny klasse.® Leereren og eleverne havde ikke
arbejdet med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra tidligere. Eleverne svarede
i ovenfor beskrevne undervisningsforlpb én gang om ugen pa en logbogsside, som i
dette forlpb var defineret ved et ark med forskellige spgrgsmal til forlpbet. De fik ikke
serlig lang tid til at svare p& hver logbogsside. I undervisningsforlpbet havde logbogs-
siderne til formal at skabe et kort refleksionsrum for eleverne, og de blev i nogen grad
brugt i den videre planlaegning af forlpbet. Logbogssiderne var altsa ikke designet
eller udfyldt med henblik pa at indsamle empiri til at besvare hvordan elevernes svar
aktivt kan bruges i undervisningen med henblik pa at understgtte deres muligheder
for at udvikle deres reesonnementskompetence. Dertil kommer at jeg i denne artikel
kun inddrager elevernes svar pa hvad de har lert, og ikke sammenholder disse svar
med elevernes svar pa de resterende spgrgsmal pa logbogssiderne. Ligesom jeg i det
fplgende ogsa kun bruger udvalgte elevsvar til at illustrere eller diskutere forskellige
pointer i analysen af elevsvarene. Derfor fplger ogsa at der ikke kan siges noget mere
generelt pa baggrund af elevsvarene. Ikke desto mindre vurderer jeg at elevsvarene
kan veere interessante at analysere ud fra Mellin-Olsens (1984) begreber dynamisk
leesning og strukturopfattelse samt Niss og Jensens (2002) definition af reesonnements-
kompetencen, og at en sddan analyse kan give inspiration til hvordan man evt. kan
arbejde med at inddrage elevers logbogssvar aktivt i en undervisning —ogsa selvom
de ikke blev brugt aktivt i det forlpb svarene er skrevet med afseet i.

7 Se evt. mere herom i Thomsen og Jankvist (2020).
8 Idet samlede ph.d.-projekt deltog ydermere én 5.-klasse som arbejdede med Platons Menon (dansk overszettelse af
Rangel-Nielsen, 1906). Derudover deltog én 6.-klasse hvor der var gunstige forhold.
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Tabel 1 viser spgrgsmaélene pa de tre logbogssider. De kan i nogen grad siges at
falde i trdd med det Mellin-Olsen (1984) kalder dynamisk aktivitet. Dynamisk aktivitet
karakteriseres ved at eleverne kan engagere sig i og fa medejerskab over deres leering,
bla. ved at de far mulighed for at forholde sig til kundskabernes? meningsindhold.
Det kan spgrgsmal som disse leegge op til:

* “Hva er kunnskapen god for?
* Hva kan den brukes til?
* Hvordan gnsker vi & bruke den?” (Mellin-Olsen, 1984, s. 87)

Det var kun pa den sidste logbogsside at der var spprgsmal der rettede sig mod hvad
eleverne fandt mest og mindst vigtigt, samt hvordan de troede de i fremtiden kunne
bruge det de havde leert. Set ud fra Mellin-Olsens (1984) beskrivelse af dynamisk ak-
tivitet kunne sddanne spprgsmal ogsa veere inddraget mere aktivt i udformningen af
spgrgsmalene pa logbogssiderne undervejs i forlgbet. Pa den made kunne elevernes
arbejde hermed maske i sig selv have bidraget yderligere til at eleverne bl.a. kunne
arbejde ud fra en dynamisk leesning og strukturopfattelse med henblik pa at under-
stotte deres muligheder for at udvikle deres reesonnementskompetence.

Tabel 1. De spgrgsmdl eleverne blev stillet pd de enkelte logbogssider.

1. logbogsside

2.logbogsside

3. logbogsside

+ Hvad har vi arbejdet med i
denne uge?
+ Hvad har du leert?

de pa denne made? Forklar
hvorfor

+ Hvad synes du om at arbej-

+ Hvad har vi arbejdet med i
denne uge?

+ Hvad har du leert?

+ Hvad synes du om at arbej-
de pa denne made? Forklar
hvorfor

« Var der noget du syntes var
seerlig sveert eller let?

+ Hvad vil du seerligt gerne
blive bedre til?

+ Hvad har vi arbejdet med i
denne uge?

+ Hvad har du leert?

« Var der noget du syntes var
saerlig sveert eller let?

+ Hvad synes du har veeret
det vigtigste ved det her
forlpb?

+ Hvad har veeret det mindst
vigtige?

« Hvordan tror du du frem-
over kan bruge det du har
leert?

9 Mellin-Olsens brug af begrebet “kunnskap” bevares i neerveerende artikel, men heri kobles det til en dansk skolekontekst
anno 2024 og bruges som deekkende for bade feerdigheder, viden og kompetencer. Denne brug og oversattelsen af

ordet “kunskap” diskuteres ikke i teksten.
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Kategorisering og analyse

I det fplgende fokuserer jeg seerligt pa elevernes svar pa spgrgsmalet “Hvad har du
leert?” da det kan give en indikation af hvad eleverne selv mener de har leert i for-
lpbet. Nogle svar som jeg, som tidligere naevnt, efter forlpbets afslutning syntes der
13 nogle muligheder i, og som med fordel aktivt kunne have veeret inddraget i selve
undervisningsforlgbet.

Tabel 2 er min kategorisering af elevernes svar pa spgrgsmaélet “Hvad har du leert?”
Disse kategorier fandt jeg repraesentative ud fra en gennemlaesning af de forskellige
elevsvar pa spprgsmalet “Hvad har du leert?” pa de tre logbogssider. I tabel 2 angiver
antallet af elever der har svaret, det antal af elever der svarede pa logbogssiderne den
dag de arbejdede med dem. Nogle af elevsvarene teeller i flere kategorier, fx hvis de har
svaret at de har leert noget om bade gamle tekster og argumentationer. Ligesom nogle
elevers svar kan teelle flere gange inden for de samme kategorier i “i alt”-kolonnen.
Selvom 15 elevsvar er kategoriseret under “argumentationer og beviser”, svarer det
kun til halvdelen af eleverne. Der er en elev som har svaret noget om argumentation
pa hver uges logbogsside, og to elever har svaret det pa to af logbogssiderne.

Elevsvarene tyder pé at eleverne ud over at argumentere matematisk hovedsageligt

Tabel 2. Kategorisering af elevsvar pd de enkelte logbogssider pd spgrgsmdlet
“Hvad har du leert?”

Hvad har du laert? Logbogsside 1: Logbogsside 2: Logbogsside 3: Talt
Kategorier med udgangs- 20 elever har 22 elever har 20 elever har

punkt i elevernes svar svaret svaret svaret

Euklid 7 2 0 9
Euklids forudseetninger/ 2 1 0 3
pastande

GeoGebra 3 3 5 11
Geometri 4 2 7 13
Gamle tekster 2 6 4 12
Ord 4 0 0 4
Argumentationer og beviser 3 8 4 15
Program til screencast 3 1 0 4
Ikke sa meget/noget 1 2 0 3
Andet 0 2 3 5
Talt 29 27 23 79
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synes de har leert geometri, leert at leese gamle tekster samt er blevet bedre til at bruge
GeoGebra. Her er det vigtigt at pointere at der ogsa i svarene under disse kategorier
kan ligge implicit at eleverne ogsa synes de har leert at argumentere, eftersom det
hele tiden var det overordnede mal med de forskellige undervisningsaktiviteter.

I den fplgende analyse inddrager jeg ogsa udvalgte elevsvar der illustrerer hvad
svarkategorierne kan indeholde, og som kan medvirke til at underbygge analysen.
Svarene er taget fra kategorierne “ord”, “gamle tekster”, “geometri” og “argumenta-
tioner og beviser” da de seerligt knytter sig til Mellin-Olsens (1984) begreber dynamisk
leesning og strukturopfattelse samt Niss og Jensens (2002) definition af reesonne-
mentskompetencen.

Ord og gamle tekster

Ud fra skemaet ses det at der pa den fgrste logbogsside er fire elever der har svaret at
de har leert noget om ord. Svarene lyder sdledes: “En masse ord”, “En masse seje ord”,
“Forskellige ord som betyder noget forskelligt” og “At forstd matematiske ord pa et an-
det niveau”. Seerligt de to sidste udsagn indikerer at eleverne gik i dialog med teksten
i form af at veere opmaerksomme pé ordenes betydning. Nogle af de elever som har
skrevet at de har leert noget om gamle tekster, har svaret at de har leert “At bruge gamle
tekster” eller “Gammelt matematik”. Andre har svaret at de har leert “Naesten at forstd

”» o«

tekster der ikke giver mening”, “At forstd sveere tekster bedre” samt “At forsta sveere
tekster og argumentere for noget vi tror er rigtigt”. Disse udsagn indikerer at eleverne
har oplevet det at arbejde med at forstd og arbejde med teksterne som veerende en
del af deres leering i forlgbet. Seerligt det sidste udsagn kan ses som et udtryk for en
dynamisk tilgang til leesning. Dobbeltheden i den dynamiske laesning hvor eleverne
pa den ene side oplever at forstd tekster bedre, samtidig med at de arbejder med at
skabe deres egen forstdelse og egne argumenter der passer til den kontekst eleverne

arbejder med teksten i, synes at treede frem i dette udsagn.

Geometri

Nar eleverne giver udtryk for at de har leert noget om geometri, er nogle af svarene
meget overordnede. De lyder: “Stprre forstielse for geometri” og “Geometri”. Andre
svar giver indtryk af at eleverne har leert mere enkeltstdende ting. Eksempler herpa
kan veere fplgende elevsvar: “Jeg har laert hvad et parallelogram er”, “Vinkler” og
“Noget om indskrevne kvadrater og ABCD”. Sidstnaevnte synes at veere et udtryk for
at eleven ogsa har leert noget om notationer. Nogle af elevsvarene kan méske indikere
at eleverne begynder at se nogle sammenhange og forskelle. En elev svarer “Linjer
og vinkler”, og en anden svarer “Euklids vinkler”. Der er ogsa en elev som svarer:
“Tror faktisk jeg har leert noget nyt hver dag. Sa det er lidt sveert at naevne specifikke
ting, men nok mest indskrevne kvadrater.” Dette svar er interessant fordi det synes
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at vise at selvom spgrgsmalet pa sin vis er dbent, sd synes eleven at forvente at der
gnskes et mere specifikt svar, som en specifik ting, altsd i dette tilfeelde “indskrevne
kvadrater”. Umiddelbart kan man ikke tolke heraf om eleven hentyder til at have
leert nogle sammenhaenge mellem cirklen og de indskrevne kvadrater, eller om det
blot handler om at have forstaet et nyt ord, altsd hvad et indskrevet kvadrat er, og
ikke hvorfor det er et indskrevet kvadrat. Med andre ord er det sveert at vide om det
er udtryk for en strukturopfattelse af arbejdet med begrebet “et indskrevet kvadrat”.
I det hele taget er disse svar for korte til at sige noget om i hvor hgj grad og mellem
hvilke geometriske objekter eleverne begynder at se og forsta strukturer samt aktivt
selv kan formulere sig heromkring. Derfor kunne det ogsd have veret relevant at have
inddraget elevsvarene mere aktivt si eleverne havde faet mulighed for at udfolde
disse, og de kunne bruges til at understgtte elevernes mulighed for at argumentere
ud fra en strukturopfattelse.

Argumentere matematisk

En elev svarer: “Argumentere matematisk (jeg vidste ikke at det var en ting) — at
skulle forstd sveere tekster bedre.” Det er et eksempel pé et svar der teeller under bade
kategorien “gamle tekster” og kategorien “argumentationer”. Umiddelbart er det inte-
ressant at eleven giver udtryk for ikke at have vidst at det var en ting at argumentere
matematisk. Det taler for at eleven oplever at det er noget nyt. Eleven har formentlig
arbejdet med matematisk argumentation tidligere, men maske ikke p4 en méde hvor
det hele tiden var i fokus, og leereren lgbende eksplicit italesatte det. Andre elever
har ogsa givet udtryk for at de har leert at argumentere matematisk. Eksempler pa

» o«

sadanne svar er: “Jeg har leert at argumentere for matematiske ting”, “Jeg har leert

om Euklids forudsaetninger, bevise ting og forklare ting”, “At argumentere for noget
sd jeg kan overbevise andre”. Disse forskellige svar indikerer at eleverne selv har en
opfattelse af at de har arbejdet med matematiske argumentationer pa forskellig vis,
og pa den baggrund kan det synes som om flere elever oplever at de har faet mulig-
hed for at udvikle deres reesonnementskompetence. Undervejs i forlpbet gav leereren
forskellige forklaringer pa hvad argumentationer og raeesonnementer kunne veere.
Ligesom eleverne ogsa selv gav input hertil. Hvilket maske forklarer at en elev svarer:
“Jeg har leert om matematiske argumenter.” Der er en enkelt elev der bruger ordet
raesonnementer i sit svar og skriver: “Om Euklid og om former og reesonnementer.”
Her skriver eleven noget om bade Euklid, geometri og reesonnementer. Det kan méske
ogsa understptte at eleven som skrev “Argumentere matematisk (jeg vidste ikke at
det var en ting)”, ogsa forbinder det at argumentere matematisk med Euklids tekster,
og derfor bliver det at arbejde med teksterne og deres opbygning ogsa en ny made
at synligggre matematisk argumentation og reesonnementer pa. I forlgbet blev det
ikke som séddan lgbende eksplicit italesat at et reesonnement kan defineres som en
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keede af argumenter, hvilket der synes at have veeret et yderligere potentiale i i hpjere
grad at synligggre over for eleverne. Det kunne formentlig med fordel understgttes
yderligere hvis der ogsé var blevet arbejdet mere bevidst og eksplicit ud fra en struk-
turopfattelse (Thomsen, 2022).

Diskussion

Helt overordnet kan flere af elevsvarene pa spgrgsmalene pa logbogssiderne synes lidt
kortfattede, hvilket kan skyldes selve det at eleverne skulle skrive dem ned og ikke fik
meget tid hertil. Det kan i hvert fald ud fra elevernes svar pa disse logbogssider veere
sveert at drage nogle konklusioner om i hvor hgj grad eleverne fik understgttet deres
muligheder for at udvikle en strukturopfattelse. Som tidligere neevnt synes det som om
eleverne inogen grad arbejdede ud fra en strukturopfattelse, men ogsa at der helt klart
var et yderligere potentiale til i hgjere grad at fokusere pa det og udarbejde forskellige
typer af aktiviteter der kunne understptte det (Thomsen, 2022). Her kunne elevernes
svar pa logbogssiderne fx veere inddraget aktivt i selve undervisningsforlpbet. Hvis
vi sammenholder elevsvarene inden for kategorien geometri, synes de enkeltstdende
svar i den grad at kunne have bidraget til at skabe rum for i klassen at diskutere de
bagvedliggende strukturer. De to elevsvar “Jeg har leert hvad et parallelogram er” og
“Noget om indskrevne kvadrater og ABCD” kunne fx have veeret bragt op i en fzelles
diskussion i klassen hvor elever og leerer sammen fandt forklaringer pa forskelle og
ligheder mellem parallelogrammer og kvadrater - kan det fx veere et kvadrat hvis
diagonalerne ikke er vinkelrette? Denne diskussion kunne yderligere udfoldes og
sammenholdes med udvalgte “saetningsbidder” fra originalkilden. I Euklids seetning
6, bog IV, er det givet i konstruktionsdelen at diagonalerne er vinkelrette, og der star:
“Lad der i Cirkel ABCD veere trukket to paa hinanden vinkelrette Diametre AC og BD”
(Eibe, 1897D, s.73). Senere i seetning 6 star der: “Thi da den rette linje BD er Diameter
i cirkel ABCD, saa er BAD en Halvcirkel. Altsaa er £ BAD ret.” (jf. figur 2, Eibe, 1897D,
s.73). Her kunne der veeret blevet sat spprgsmalstegn ved om denne argumentation
behgvedes i argumentationsraekken i hele seetningen, eller om denne del af saetnin-
gen kunne tages ud og blive et afseet for at eleverne, evt. i samarbejde med leereren,
kunne have formuleret og udfgrt en argumentationsraekke der ville udmente sig i
et reesonnement for at have tegnet et indskrevet rektangel i cirklen, samt hvorfor
det ville veere et rektangel og ikke et kvadrat. Her kunne de i undervisningen have
arbejdet med at sammenholde den del af seetning 6, bog IV, med elevernes forkla-
ringer af hvorfor det var et rektangel, da de arbejdede med titlen pa saetning 34, bog
I. Derudover kunne notationsformerne fra elevkommentaren “Jeg har leert hvad et
parallelogram er” og “Noget om indskrevne kvadrater og ABCD” veere bragt i spil. Her
kunne der i en fzelles diskussion i klassen leegges op til at tale om hvilke notationer
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Euklid bruger, og hvordan forskellige argumentationer ud fra elevernes arbejde med
GeoGebra kunne se ud hvis de hovedsageligt matte bruge bogstaver og symboler.
Det kunne formentlig i hpjere grad have understgttet at eleverne 1) udvidede deres
strukturforstaelse med henblik pd at kunne reesonnere i form af kaeder af argumenter
og 2) kunne gé fra det enkelte eksempel til de mange eksempler (via fx dragging i
GeoGebra) og til en stprre grad af generalisering. Ligesom det kunne understptte en
dynamisk laesning af originalkilden.

Elevsvarene “Vinkler” og “Euklids vinkler” kunne ogsa have veeret bragt i spil i
en feelles diskussion i klassen. Det kunne fx have givet anledning til i hgjere grad at
diskutere forskelle og ligheder mellem, hvordan GeoGebras “vinkelmalerknap” kan
bruges til at understgtte en formulering af kaeder af argumenter for hvilke typer fir-
kanter, der fremkommer, nar der fx treekkes i den indskrevne firkants hjgrner langs
cirkelperiferien og sd argumentationsraekken i Euklids seetning. Det skal tilfpjes at
overvejelser herom i nogen grad var pa banen i den feelles opsamling i klassen, men
det kunne méske have fremstaet tydeligere hvis der var lagt op til at de tog udgangs-
punkt i elevsvarene pd logbogssiderne “Vinkler” og “Euklids vinkler”.

Selve elevernes arbejde med at skrive logbog kunne ogsa have veeret stilladseret
anderledes. Eleverne kunne fx have fet nogle indledende formuleringer til trin i en
argumentation der tog udgangspunkt i de matematiske objekter og sammenhaenge
herimellem de havde arbejdet med. Logbogsarbejdet kunne ogsa have varet udvidet
sé der blev lagt op til at eleverne inddrog skaermbilleder eller screencast. Eleverne
kunne fx have valgt et skeermbillede ud fra GeoGebra som viste noget de havde laert.
Det kunne inddrages som et led i undervisningen hvor eleverne mundtligt, evt. sup-
pleret af egne tegninger, kunne begrunde deres valg af billede samt dbne for at andre
elever kunne spgrge ind til det og give deres besyv med i den forbindelse. Eleverne
kunne ogsa veere blevet bedt om at vealge forskellige skeermbilleder af deres arbejde
i GeoGebra der illustrerede en “kaede af argumenter”. P4 den baggrund kunne de fx
feelles i klassen yderligere arbejde med et begrebskort eller en anden visualisering af
deres forskellige billedvalg og evt. sammenhaenge herimellem. Sddanne aktiviteter
kunne muligvis i hpjere grad have understgttet elevernes strukturforstaelse sa de
aktivt kunne bruge den til selv at formulere kaeder af argumenter der knyttede sig
til deres arbejde med GeoGebra og derfor kunne veere anderledes end de argumenter
og kaeder heraf der stér i originalkilden.

Konklusion

Umiddelbart synes det plausibelt at kunne konkludere at det kan give mening at
tage afsaet i begreberne dynamisk laesning og strukturopfattelse i en fortolkning af
hvordan elevsvar pa “Hvad har du leert” evt. kan bruges aktivt i en undervisning hvor
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der er fokus pa at arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra med
henblik pa at understgtte elevernes mulighed for at udvikle deres raeesonnementskom-
petence.° I denne artikel har jeg forspgt at give nogle bud pé 1) hvordan elevernes
logbogssvar kunne veere inddraget mere aktivt i undervisningen end tilfeeldet var
i det forlgb elevsvarene knytter sig til, og 2) hvordan selve logbogsarbejdet kunne
have veeret stilladseret anderledes. Begge dele med det formal at seette stgrre fokus
pa elevernes muligheder for at udvikle en/udvide deres strukturopfattelse s& deres
grundlag for at fplge og formulere keeder af argumenter yderligere kunne skaerpes.
Derudover haber jeg at artiklen kan leegge op til at bringe et logbogsarbejde aktivt
i spil hvis og nar man som forsker, underviser eller leeremiddelforfatter vil skabe
undervisnings- og leeringssituationer der understgtter elevernes muligheder for at
udvikle deres reesonnementskompetence ndr de arbejder med samspillet mellem
originalkilder og GeoGebra.
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ncepts dynamic reading,

structural understanding, and reasoning competency are unfolded. Excerpt from students’ answers in a
study carried out in 7th grade are analyzed with these concepts. Finally, reflections are made upon how

the students’ answers could have been used more actively in the teaching module.
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Kommentar til Brian Krog Christensens: “Hvad fdr eleverne til at veelge de naturviden-
skabelige studieretninger i gymnasiet?”, MONA, 2024(2).

Tak til Brian Krog Christensen for en interessant artikel om hvad der far eleverne
til at veelge naturvidenskabelige studieretninger i gymnasiet (Christensen, 2024). I
artiklen ggres der rede for hvordan der i disse ar sker en forskydning i elevernes valg.
Flere veelger studieretninger med biologi A og kemi B. Til gengeeld vaelger feerre elever
studieretninger med bioteknologi og niveauvarianter af matematik, fysik og kemi,
mens naesten ingen vaelger geovidenskab A hvor der undervises i hpjaktuelle emner
som klima, energi, miljp og Jordens ressourcer.

Det sidste skyldes ikke mindst at kun fa gymnasier udbyder geovidenskab A, men
det giver ogsa anledning til at reflektere over hvorfor sa fa veelger geovidenskab eller
geografi. I gymnasiet er antallet af elever som vaelger naturgeografi, under en tredjedel
af antallet for de gvrige naturfag (se tabel 1).

Tabel 1. Antal gymnasieelever i naturfag i 2021 (en drgang der md formodes at have betydning
for antal geografistuderende pd leereruddannelsen i 2024). Kilde: Bgrne- og Undervisningsmini-
steriet, 2021.

Fag Antal gymnasieelever
Biologi A +B 13.198

Fysik A+B 13.345

KemiA+B 13.699

Naturgeografi B (findes ikke pa niveau A) 4.085
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Pa leereruddannelsen er valgtallet for geografi aktuelt katastrofalt lave. Som det frem-

Geogrdfi i frit fald

gar af tabel 2, er der store dele af landet hvor der slet ikke udbydes geografi.

Fra 2023 til 2024 faldt antallet af nyuddannede laerere med faget geografi med

30 % fra 149 til 119.

Tabel 2. Antal studerende i geografi pd UC’erne i 2024. Kilder: Censorformandskabet for Laerer-

uddannelsen (2022, 2023) samt data fra professionshgjskolerne.

flere argange?

UC - leereruddan- Antal geografi- Antal geografi- Bemeaerkninger
nelse studerende til studerende i
eksamen i 2024 efteraret 2024
UCL - Odense 17 12 Faget udbydes hvert andet ar
UCL -Jelling 0 0 Faget udbydes hvert andet-tredje
ar
UC SYD - Esbjerg 0 Ikke oplyst Faget udbydes hvert andet ar
UC SYD - Haderslev 10 12 Faget udbydes hvert andet ar
VIA - Aarhus 22 Ca.75 2024/25 er atypisk, og tallet falder
fordelt pa tre ar- | snart drastisk?
gange
VIA - Silkeborg 0 1 Faget udbydes hvert andet ar
VIA - Skive 0 0 Faget har ikke veeret udbudt i
flere ar
VIA - Nr. Nissum 0 0 Faget har ikke vaeret udbudt i
flere ar
UCN - Aalborg 14 0 Faget udbydes hvert andet ar
UCN - Hjgrring 0 0 Faget har ikke veeret udbudt i
mange ar
Professionshgj-skolen | 0 6 Udbydes feb. 2024, feb. 2027 og
Absalon - Roskilde feb. 2028
Professionshgj-skolen | 8 0 Udbydes feb. 2025 og feb. 2026,
Absalon - Vording- feb. 2029 og feb. 2030
borg
KP 43 Ca. 100 fordelt pa

1 Det useedvanlig store antal geografistuderende i 2024/25 skyldes dels, at der dette ar er to profilhold i naturfag, dels

at der er overlappende andet og tredje undervisningsfag pa to forskellige argange.
2 Det forholdsvis hgje antal skyldes muligvis en ekstraordineer rekrutteringsindsats.
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Bla.somresultat af de f4 geografistuderende er kompetencedeekningen i grundskolens
geografi forholdsvis lav (tabel 3). Mere end hver fjerde der underviser i faget, har ikke
en formel kompetence til det. Valgtallene fra de seneste ars leereruddannelse viser
at andelen af undervisere i geografi med kompetence formentlig vil falde betydeligt
i de kommende &r.

Tabel 3. Kompetencedaekning i udskolings-naturfag i grundskolen. Kilde: Bérne- og Undervis-

ningsministeriet.

Biologi Fysik/kemi Geografi
2012/13 78,2 % 93,7% 66,3 %
2022/23 85,3 % 95,7% 74,4 %

Det ser altsa skidt ud over hele linjen. I det fplgende vil vi pege pa nogle af drsagerne
til faldet i antal geografistuderende pé leereruddannelsen. P4 grund af ssmmenhaenge
iuddannelsessystemets fpdekaede er dette et problem som ikke kun vedkommer laerer-
uddannelsen, men hele uddannelsessystemet og i sidste ende samfundet som sadan.

Leereruddannelsen og den generelle nedprioritering af geografi

Generelt har der veeret en politisk nedprioritering af geografifaget. Geografi er et lil-
lebitte fag i Danmark: det mindste folkeskolefag af alle med blot 120 skemalagte timer
fra 7. til 9. klasse. I gymnasiet bliver der i dag kun undervist i naturgeografi og ikke
leengere i kulturgeografi, og mange gymnasier udbyder slet ikke naturgeografi mere.

Nedprioriteringen har betydet at nar de leererstuderende skal veelge undervisnings-
fag, har de ikke kendskab til geografifagets kerne, som er at skabe forstaelse for men-
neskets samspil med naturen - ifglge Stefan Hermann den ofte glemte passage i
folkeskolens formalsparagraf (Hermann, 2023). De studerende ved ikke at geografi
populeert sagt bygger bro mellem natur og kultur, eller at geografi, nar det far lov at
fremstd i sin helhed, bidrager til at mindske den klpft mellem naturvidenskab og hu-
manvidenskab som C.P. Snow skrev om i The Two Cultures 1959 (Snow, 1962). For Snow
var det ngdvendigt at bringe de to kulturer sammen for at lpse verdens problemer.
Desveerre inddrages kulturgeografien alt for sjeeldent i naturfaglige sammenhange.

Det lave antal geografistuderende pé leereruddannelsen kan ses som en umiddel-
bar konsekvens af at sa fa gymnasieelever undervises i naturgeografi pa B-niveau.
Derudover er der et problem med adgangskravene.

For at kunne leese geografi som undervisningsfag kraeeves der minimum A- eller
B-niveau i ét af naturfagene biologi, fysik, kemi eller geografi. Tidligere har en del
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studerende med samfundsfag veeret tiltrukket af geografi fordi faget har god sam-
menhaeng med kulturgeografien. Men desveerre for geografi giver samfundsfag B ikke
adgang til at veelge undervisningsfaget geografi pa leereruddannelsen - en besyn-
derlig politisk beslutning, ikke mindst i lyset af at elever fra HHX kan laese geografi
med international gkonomi pa B-niveau.

HF-elever der pa den toarige uddannelse har bade geografi, biologi og kemi som
obligatoriske fag, far ikke automatisk adgang til at leese disse fag da det kun er pa
C-niveau. Atter et benspaend for de elever der gnsker at studere geografi.

Hertil kan fpjes at kulturgeografien ikke kun er forsvundet i gymnasiet. Da faget
natur/teknik i 1993 blev indfgrt i folkeskolens 1.-6. klasse, var det i stedet for fagene
biologi og geografi. I de fgrste fagbeskrivelser var kulturgeografien stadig en del af
natur/teknik. I senere fagbeskrivelser for natur/teknologi er elementer fra kultur-
geografi stort set forsvundet. I modsaetning til landene omkring os mgder de danske
elever naesten ikke kulturgeografi fgr 7. klasse.

Hvorfor er faldet pé lsereruddannelsen sé stort netop nu?

Der har gennem flere ar veeret en tendens til at feerre studerende veelger geografi pa
leereruddannelsen.

Tallene fra 2024 viser imidlertid en ekstraordineer nedgang, jf. tabel 2.

En vigtig arsag er formentlig at naturfagsprofilen hvor studerende kunne veelge
alle tre naturfag i overbygningen, er ved at veere udfaset rundtom i landet. For inde-
veaerende eksisterer den kun i Aarhus hvor den endda forsvinder med den gradvise
implementering af den nye leereruddannelse og vil veere veek om to ar.

En anden vaesentlig rsag kan veere at der i den nye leereruddannelse ikke leengere
er naturfaglige elementer i det fprste studiedr. Som Brian Krog Christensen (2024) har
gjort rede for pd gymnasieniveau, har forskellige former for introducerende natur-
faglig undervisning stor betydning for elevernes/de studerendes valg. Dette geelder
ikke mindst faget geografi hvor de studerendes forhdndsviden om fagets kerne, som
beskrevet ovenfor, er staerkt begraenset.

Endelig har maden hvorpé fagintroduktionen fungerer, ogsa en stor betydning.
Vores erfaring er at hvis de studerende rent faktisk bliver orientereret om faget, hvis
de mgder dets mangfoldighed og muligheder og centrale placering i en beeredygtig-
hedsdagsorden, veelger veesentlig flere det end tilfeeldet er nu. P4 KP kan man som
det eneste sted spore fremgang i antal geografistuderende. Mulige arsager til det
kan veere en generel bevidsthed om at styrke treengte naturfag, at man har en feelles
beeredygtighedsuge pa fprste drgang, at man har lavet reklamefremstgd for geografi,
og endelig at man har dimensioneret antallet af studerende pa de forskellige under-
visningsfag s der er sat loft pa de mest populzere fag.
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Paradoksal nedprioritering

Den ovenfor beskrevne nedprioritering af geografi er paradoksal. Hvis man bad en
gruppe danskere om at pege pa de stprste udfordringer verden star over for, ville de
temmelig sikkert pege pa problemer som klimaforandringer, den demografiske udvik-
ling, migration, baeredygtighed, ressourcemangel, ulighed, mangel pa interkulturel for-
stdelse og globaliseringens gvrige udfordringer. Altsa netop geografis kerneomrader.

Nar geografi er bedst, forstdr man vores dybe afthaengighed af naturen. Eksemplerne
er utallige og giver sig selv: I geografi findes svaret pd hvad klimaforandringerne
skyldes, og hvad de kan komme til at betyde, hvordan vi hdndterer den demografiske
udvikling, hvordan vi baeredygtigt fanger torsk i Nordsgen og tun i verdenshavene,
hvordan bade naturmzessige og gkonomiske interesser tilgodeses i forhold til vores
sparsomme arealer, hvordan vi bedst udnytter de gronne energiressourcer, hvordan vi
forebygger naturkatastrofer, osv. osv. I den antropoczene tidsalder er koblingen mel-
lem menneske og natur forudsaetningen for at forstd begraensninger og muligheder
for menneskers valg nu og i fremtiden.

Selvfglgelig kan geografi ikke alene lpse verdens problemer, og der er da ogsa over-
lapidet ovenstédende til andre fag, og det er derfor rigtig godt med fortsat tveerfagligt
samarbejde. Men geografi har indhold og metoder som slet ikke udnyttes optimalt
i tveerfaglige sammenhaenge — herunder STEM hvor kulturgeografi i hgj grad kan
bidrage med autentiske problemstillinger i forbindelse med inddragelse af socio-
scientific issues.

Vil geografi i Danmark en dag veere helt veek? Vil fagets afggrende bidrag til om-
verdensforstaelse og almendannelse snart veere en saga blot? Forhdbentlig ikke, men
afvaergeforanstaltninger er npdvendige.

Hvad kan der geres?

Vi argumenterer for at fagets grundlaeggende problem er den manglende viden om
det —som desvaerre ikke kun ser ud til at gd i arv, men pa grund af den stadigt svagere
fpdekaede endda ser ud til at vokse. Politikere og beslutningstagere pa ethvert niveau,
undervisere, studerende og elever, i virkeligheden de fleste mennesker, ved ikke hvad
faget indeholder. Alt for mange lider af den foreeldede og fejlagtige idé om at geografi
handler om at kende lande, byer, hovedstaeder, floder og bjerge. Den slags paratviden
kan maske veere nyttig nok og erien eller anden grad en del af almendannelsen, men
den er ikke fagets kerne.

Vi skal have brudt den negative arv i forhold til geografi, og vi skal have styrket
fpdekaeden. Vi skal have styrket faget pa alle niveauer. En start ville veere at fa time-
tallet i folkeskolen gget fra de nuvarende blot 120 timer. I gymnasiet skal geografi
vere en obligatorisk valgmulighed pa alle gymnasier og rangere pa linje med de
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andre naturfag. P4 leereruddannelsen burde der indfgres kvoter sa der uddannes geo-
grafileerere nok, og leereruddannelserne rent faktisk leverer det skolerne har brug for.
Kompetencelgftskurser i geografi er en oplagt mulighed. Og endelig kan det naevnes
at samfundsfag pa B-niveau bgr give adgang til at leese geografi pa linje med de
pvrige naturfag.

Og selvfplgelig ma vi som geografer blive bedre til at argumentere for fagets vig-
tighed, hvilket Brian Krog Christensens artikel har givet os en anledning til.
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STEM er pa den uddannelsespolitiske
dagsorden i hele verden. Men hvordan
STEM-undervisning skal operationa-
liseres i en dansk kontekst, er stadig
uklart. Derfor er det med stor gleede at
jeg har leest og forholdt mig til bogen
STEM-didaktik. Bogen er nemlig et bud
herpa.

Forfatternes formal med bogen er at
samle international forskning inden for
STEM-uddannelse og overszette den til en
dansk kontekst. Gennem projektet LabS-
TEM har forfatterne samarbejdet med pae-
dagoger og leerere om at udvikle STEM-
aktiviteter og -forlpb gennem en raekke
workshops, som de kalder laboratorier.
Dermed indeholder bogen konkrete un-
dervisningseksempler fra praksis.

Bogen indeholder en introduktion og
tre dele fordelt pa ti kapitler. Fgrste del
(kapitel 1til 5) handler om STEM-didaktik
med fokus pa matematik. Anden del (ka-
pitel 6 til 8) handler om anvendelse af
STEM-didaktik i henholdsvis dagtilbud,
grundskole og de gymnasiale uddannel-
ser, og tredje del (kapitel 9 og 10) seetter
fokus pa STEM som omdrejningspunkt
for faglig udvikling, herunder STEM-lze-
rerkompetencer.
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Koblingen mellem international forsk-
ning og en raekke konkrete eksempler
pa STEM-aktiviteter tilteenkt dagtilbud,
grundskole og de gymnasiale uddannel-
ser gor at bogen er et relevant bidrag til
studerende, undervisere og forskere der
arbejder paedagogisk og didaktisk med
de faglige perspektiver der kan siges at
falde ind under STEM. Det er en kvalitet
at der efter hvert kapitel findes en littera-
turliste med den anvendte forskningslit-
teratur. Det giver leeseren mulighed for
at dykke ned i den litteratur der under-
stptter bogens STEM-didaktiske pointer.

Jeg vilidet fplgende lave fem nedslag
hvor jeg finder bogens indhold seerlig re-
levant. Til slut kommer jeg med forslag
til hvordan paedagoger og undervisere
kan anvende bogen til udvikling af egne
STEM-aktiviteter.

Det forste nedslag er introduktionen.
Her gives en introduktion til STEM-
dagsordenen som er til stede i den ud-
dannelsespolitiske debat. Det er veesent-
ligt at bemeerke at forfatterne markerer
relevansen af STEM bade i forhold til
mangel pa fremtidig arbejdskraft inden
for STEM-fagene og i forhold til at STEM
kan veere bidragsyder til bgrn og unges
almendannelse. Fx fordi STEM byder ind
med en holistisk og systematisk made at
forholde sig til verdens kompleksitet og
fagoverskridende problemstillinger og
kriser pa (s. 23). Introduktionen giver et
fint overblik over STEM og de kendetegn
STEM-undervisning har. Fx fremheever
forfatterne at STEM er tveerfagligt og har
fokus pa deltagelse, og at der skal veere
fokus pa M’et (matematik), men samti-

LITTERATUR

dig veere en fornuftig balance mellem
de forskellige fagomrader. Har man i sit
team mod pa at gd i gang med at udvikle
STEM-aktiviteter, bgr introduktionen lze-
ses som det fgrste.

Mit andet nedslag er kapitel 2: Hvad er
STEM? Her gives en forklaring p& hvordan
hovedomraderne S, T, E og M kan forstas i
en dansk kontekst. Kapitlet giver laeseren
en forstaelse af at STEM-akronymet ikke
er entydigt, og at det kan fortolkes for-
skelligt afhaengigt af kontekst. Kapitlet er
relevant at leese fordi det giver blik for at
du som studerende, underviser eller for-
sker er ngdt til at forholde dig til din egen
forstdelse af STEM fgr du kan udvikle og
gennemfgre STEM-undervisning.

Kapitel 3: Didaktiske principper for STEM-
aktiviteter er mit tredje nedslag. Kapitlet
er et veesentlig bidrag til praksis fordi det
preaesenterer fem velbegrundede princip-
per for helhedsorienteret STEM-undervis-
ning (s. 65-66). De fem principper er:

1. STEM-aktiviteter skal vaere en veesent-
lig bidragsyder til udvikling af almen
dannelse.

2. STEM-aktiviteter skal have deltageren
i centrum.

3. STEM-aktiviteter skal handle om om-
verdenen.

4. STEM-aktiviteter skal understptte den
leering der arbejdes med pa det pageel-
dende trin.

5. STEM-aktiviteter skal integrere to eller
flere af hovedomraderne i STEM pé en
meningsfuld made.
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P& baggrund af principperne har forfat-
terne udviklet et STEM-rammevaerk som
kan anvendes i udviklingen af STEM-ak-
tiviteter (s. 80).

Det er min vurdering at bade princip-
per og rammeveaerk kan virke overvael-
dende idet der er meget at forholde sig
til. Jeg vil derfor foresld at studerende
og undervisere der skal til ati gang med
at udvikle STEM-aktiviteter, lader nogle
principper sta i forgrunden og andre i
baggrunden. Fx ved i fgrste omgang at
fokusere pa princip 3, 4 og 5. Efterhanden
som man far erfaringer med gennemfe-
relsen af STEM-aktiviteter, kan flere prin-
cipper inddrages.

Det fjerde nedslag er kapitel 5: Mate-
matikkens rolle i STEM. Kapitlet szetter
fokus pa matematisk modellering som
en tilgang til at pge matematiks tilste-
deveerelse i STEM og pa hvilke forskel-
lige roller matematik kan have i STEM-
forlpb. Kapitlet er szerligt relevant fordi
forfatterne bade giver bud pa hvordan
matematik kan indgé i STEM-forlgb, og
papeger de udfordringer der kan veere
derved. Fx at matematik ofte bliver an-
vendt som et redskab. Min anbefaling vil
veere at undervisere fastsaetter matema-
tisk modellering som et af de faglige mal
for STEM-undervisning. Min vurdering
er at dette vil gpre det meningsfuldt for
undervisere i matematik at indga i et
samarbejde med naturfagslaerere om at
udvikle STEM-aktiviteter fordi matema-
tikkens rolle som redskab reduceres.

I kapitel 6, 7 og 8 praesenteres STEM-
rammeveaerket separat i relation til hen-
holdsvis dagtilbud, grundskole og gym-
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nasie. Flere konkrete eksempler inden
for de tre uddannelsesniveauer giver et
autentisk indblik i hvordan STEM-under-
visning konkret kan operationaliseres.
Kapitlerne er bestemt veerd at laese inden
du selv skal i gang med at udvikle eller
gennemfpre STEM-forlgb pa et givent ud-
dannelsestrin.

Mit femte og sidste nedslag er kapi-
tel 9: Leererkompetencer. Kapitlet seetter
fokus pa hvad der skal til for at under-
visere i matematik og naturfag foler sig
kompetente til at undervise i integre-
rede STEM-aktiviteter. Herunder ogsa
de udfordringer og muligheder der altid
dukker op ndr nye undervisningstiltag
implementeres. Med afseet i forfatternes
praksissamarbejde fremkommer det at
det fx kan veere en udfordring for leerere
at gennemfegre forlpb som ligger uden
for deres egen faglige ekspertise, men
ogsa at det kan veere sveert at integrere
de forskellige fagligheder i STEM. Ogsa
elementer som grader af elevfrihed og
manglende tid, materialer, teknologier
og rammer betegnes som udfordringer.
Til sidst i kapitlet beskriver forfatterne
forskellige STEM-laererkompetencer, og
disse leegger op til at der sker en zn-
dring i fagkulturen i forbindelse med
STEM-leererudvikling. Dette kalder pa at
vi bade pa professionsuddannelserne og
i efter- og videreuddannelse igangsaet-
ter initiativer som bidrager til at flere
leerere foler sig kompetente til at indgé i
et samarbejde om at udvikle og gennem-
fgre STEM-aktiviteter og -forlpb.

Det er min samlede vurdering at bo-
gen STEM-didaktik er et relevant fagligt
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bidrag til at diskutere og udvikle STEM-
didaktik pa tveers af det danske uddan-
nelsessystem. Og jeg vil klart anbefale
bogen.
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ver jeg mit bud pa hvordan studerende,
paedagoger og undervisere kan inddrage
bogen som afseet til at komme i gang
med at udvikle og gennemfpre STEM-

Som en afsluttende bemeerkning gi-  aktiviteter.

Aftal et teammgde (1 time) med STEM som udgangspunkt:

1. Alle har leest introduktionen + kapitel 2 og 3 forud for megdet.

2. De fem didaktiske principper (s. 65-66) samt STEM-rammeveerket (s. 80) printes
iA3.

3. Fplgende diskussionsspgrgsmal rammeszetter mpdet:

Hvilke muligheder og udfordringer ser du ved STEM i forbindelse med din egen
praksis og/eller uddannelse?

Hvordan kan du se dit fag/din faglighed komme i spil i de forskellige mdder
at arbejde med STEM-aktiviteter pd?

Hvilke didaktiske principper er de vaesentligste?

Hvordan kan STEM-rammeveerket stptte os i at komme i gang med at udvikle
eller afprgve STEM-aktiviteter?

4. Planleegningsproces:

* Hvornar kan vi udvikle og planleegge forlpbet sammen? (2 gange 2 lektioner).

* Hvorndr kan aktiviteterne gennemfgres? I en temauge? I forbindelse med ude-
skole? (1-6 lektioner i alt).

* Hvornar og hvordan evaluerer vi STEM-aktiviteterne? (1 lektion).

* Fplgende spgrgsmal kan anvendes til evalueringen:

Pd hvilken mdde arbejdede bgrnene/eleverne med de opstillede mdl? Giv kon-
krete eksempler.

Huvilke af de fem didaktiske principper (s. 65-66) var i forgrunden? Hvilke var
mindre synlige?

Hvilke udfordringer oplevede vi undervejs?

Pd hvilke punkter skal vi veere seerlig opmeerksomme i neeste STEM-forlgb?
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Byg videre pad din leereruddannelse

BLIV EKSPERT I STEM-UNDERVISNING

Kandidatuddannelsen i STEM-undervisning (Science, Er du uddannet lzerer?

Technology, Engineering & Mathematics) giver dig Tag uddannelsen som en erhvervskandidat og fa

nye kompetencer og nye muligheder. Du bliver fornyet din faglighed og din undervisning fra dag et.

ekspert i at bringe den nyeste naturvidenskabelige Som erhvervskandidat kan du undervise ved siden af

forskning i gjenhgjde med bern og unge — bade i uddannelsen og afpreve dine nye veerktgjer med det

din undervisning som leerer og i helt nye roller. samme. Du har et kursus per semester i fire ar.

Du kan tage uddannelsen uanset hvor i landet du Er du lzererstuderende?

bor. Uddannelsen er gratis, SU-berettiget og kan Byg videre pa din professionsbachelor og giv dig selv

laeses bade som kandidat og erhvervskanditat. flere karrieremuligheder. Hvis du laeser kandidaten pa

fuld tid over to ar, har du to kurser per semester.
Find mere information pa studier.ku.dk/stem.

Kandidaten har givet mig en helt anden aben

tilgang til fagene. Jeg har leert at se ting pa

andre mader og prove nye ting af. ”

- Simon, feerdiguddannet i 2022 Jeg har féet rigtig meget med mig, som jeg kan
bruge i praksis og som beriger min

” professionelle hverdag.

Det har givet mig venskaber og netveaerk pa - Pia, feerdiguddannet i 2022

tveers af landet, og det kan jeg helt sikkert

bruge.

- Anja, feerdiguddannet i 2022
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Har du en ide
til en artikel |
MONA?

Tag med pa MONAs Skriveworkshop for forfattere. Du far tre timers
kickoff og individuel sparring pa dine artikeludkast de naeste tre
maneder.

To erfarne kapaciteter inden for artikel-, opgave- og leerebogsskrivning,
Lotte Rienecker og Peter Stray Jgrgensen, guider dig igennem fra
artikelidé til aflevering til MONA. Fa redskaber til strukturering af
artiklen, og fa feedback pd udkast - alt sammen skreeddersyet til MONA's
profil for udgivne artikler.

Workshop og feedback forudsaetter blot at du har en idé - eller et halvt
manuskript - til en artikel som du gerne vil i gang med, eller vil have
afsluttet, til netop MONA.

Efter workshoppen er der mulighed for i tre maneder at fa individuel
feedback og vejledning pa dine artikeludkast.

Tilmeld dig pa
ind.ku.dk/mona/skriveworkshop

Det er gratis at deltage, men du betaler
selv transport. 22. Okto ber 2024
Skriveworkshoppen er gjort mulig via en 13:30'1 6:30

bevilling fra Novo Nordisk Fonden til

MONAs arbejde med kvalitetsudvikling. VIA, CampUS Ceres
Ceresbyen 24, 8000 Aarhus.



Kom med til seminar i

naturfagsdidaktik

INDsigt er en offentlig seminarraekke fra Institut for
Naturfagenes Didaktik.

Der afholdes 4 seminarer pr. semester med fokus pa
hhv. grundskole, gymnasiale uddannelser,
universitet og uformelle laeringsmiljger.

Se mere her for program og tilmelding O[O0
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MONA

Den nyeste viden om matematik- og naturfagsdidaktik
findes ogsd& online.

lees de seneste artikler og g& pd& opdagelse i arkivet

& tidsskrift.dk/mona.




