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Abstract: Denne artikel preesenterer de fagdidaktiske idéer der er omdrejningspunkt for aktiviteterne
i projektet “Matematikbroen — fra grundskole til gymnasium”. Projektet er baseret pd begreber fra den
antropologiske teori for didaktik (ATD) hvor seerligt begrebet matematisk “teknik” er blevet brugt til at
identificere hvilke faglige elementer der volder eleverne udfordringer i overgangen. Samme begreb blev
brugt i tilretteleeggelsen af efteruddannelse af lererne med det formdl at skabe en bedre overgang i ma-
tematik for eleverne. I denne artikel vil vi praesentere hvordan teknikbegrebet er blevet brugt i design af

et efteruddannelsestilbud samt undervisningsmaterialer til brug i grundskolens afsluttende klassetrin.

Introduktion

Det er velkendt at mange elever oplever faglige udfordringer i matematik ved over-
gangen fra folkeskole til gymnasium. Mathiasen m.fl. (2009) underspgte overgangen
pa langs af uddannelsessystemet for fagene dansk, engelsk og matematik. I rap-
porten argumenteres der for at der er god sammenhaeng mellem de rent formelle
beskrivelser af matematikundervisningen (leereplaner mv.) i de forskellige insti-
tutionelle rammer (grundskole, gymnasium og universitet), fx at der ikke er store
spring i kompetencebeskrivelserne af matematik pa de forskellige uddannelsestrin
(Mathiasen et al, s.128). Men en anden af rapportens delundersggelser viser at de
nystartede gymnasieelever og deres leerere har helt forskellige opfattelser af hvor
godt fagligt forberedte eleverne er pa at starte i gymnasiet. Eleverne har saledes et
betydelig mere positivt indtryk af egne feerdigheder i at anvende simple statistiske
modeller, at anvende variabelsammenhaenge/funktionsudtryk, at gennemfgre ma-
tematiske reesonnementer og at demonstrere viden om matematikkens udvikling.
En undtagelse fra dette billede er at leererne i hgjere grad end eleverne vurderer at
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eleverne er gode til at anvende IT-veerktgjer i matematik (Mathiasen et al, s.77).
Denne underspgelse blev fulgt op af en rapport af Ebbensgaard, Jacobsen og Ulrik-
sen (2014) der underspgte elevperspektivet pa vanskelighederne ved overgangen fra
grundskole til gymnasium. Her skiller matematik sig ud som et fag der i hgj grad
opleves som sverere og anderledes i gymnasiet ift. faget i folkeskolen. For en del
elever forekommer matematikfaget i gymnasiet uoverskueligt; nogle kommer med
udsagn som at “alt er sveert”, og at leererne i gymnasiet ikke er gode til at forklare det
som eleverne finder sveert. Rapporten udkaster den formodning at disse oplevelser
kan skyldes forskelle i hvordan styringsdokumenterne i de to skoleformer forvaltes
(Ebbensgaard et al, 2014) eftersom der som sagt synes at veere en god formel sam-
menhaeng i fagbeskrivelserne, og at disse forskelle kan henfgres til skolekulturer og
leerernes uddannelsesmaessige baggrund. Begge rapporter peger ogsa pa at eleverne
mangler sikkerhed i visse basale feerdigheder — specielt i basal algebra og anven-
delse heraf i modellering og i enkle matematiske reesonnementer. Denne viden har
vaeret med til at forme projektet Matematikbroen som drejede sig om at udvikle og
afprgve bestemte initiativer mhp. at afhjaelpe de naevnte forhindringer i overgangen
fra skolens til gymnasiets matematik.

Inden for matematikdidaktisk forskning har overgangen fra aritmetik til skoleal-
gebra veeret studeret fra forskellige teoretiske vinkler, herunder ift. de muligheder og
udfordringer der knytter sig til brug af computerveerktgjer (se fx Filloy & Rojano, 1989;
Balacheff, 2001; Kieran, 2008). Inden for den antropologiske teori for didaktik (ATD)
har der leenge veeret forsket i historiske og kulturelle aspekter af elevvanskeligheder
med skolealgebra (se fx Bosch, 2015). Der er ogsa foretaget underspgelser af bade den
aktuelle undervisningspraksis i emnet og alternative tilgange baseret pa modellering
i en videre forstand end simpel “ekstramatematisk anvendelse” (Ruiz-Munzén et
al,, 2013; Garcia & Higueras, 2006; Bolea et al,, 2004). ATD-forskningen er baseret pa
eksplicitte modeller af skolealgebraisk indhold. Ved brug af sddanne modeller er det
muligt at identificere faglige sammenhaenge der mangler i aktuel undervisnings-
praksis og hvordan dette kan lede til elevvanskeligheder. Modellerne er baseret pa
prakseologibegrebet der er en del af ATD; dette begreb er ogsa en central del af det
teoretiske grundlag for aktiviteterne i Matematikbroen. Denne artikel drejer sig om
at beskrive nogle hovedtraek af dette projekts idéer og resultater.

Prakseologibegrebet og ATD

En grundantagelse i ATD er at al menneskelig aktivitet kan beskrives vha. prakseo-
logier. Nar vi mgdes pa gaden og hilser pa en ven, kan dette ggres ved en reekke
forskellige handlinger: fx handtryk, nik eller kindkys (praksis). Selve handlingen
kan beskrives og begrundes naermere (logos): Valget af handling afhsenger fx af
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den personlige relation og af tradition og kultur hos dem der udfgrer handlingen.
En prakseologi bestar altsa af “praksis” (det vi gor) og “logos” (overvejelser og be-
skrivelser af det vi gor).

o I G ]
| . ‘ |
| Opgavetype | | Teknologi |
L Do )
! | f |
| . . |
| Teknik | | Teori |
o __ J U ______ J
Praksis Logos

Figur 1. Figur 1 viser hvordan en matematisk prakseologi er opbygget af en handlingsdel kaldet
praksis samt systematisk beskrivelse og begrundelse af handlingerne kaldet teori. Figurens gv-

rige ord forklares nedenfor.

Nar vi taler om matematikfagets aktiviteter, deler vi yderligere de to komponenter
op. Praksis bestar af en opgavetype og de teknikker der lgser opgavetypen. En opgave-
type kunne vzere: Find overfladearealet af en cylinder der er 4ben i begge ender, med
leengden [ og diameteren d. Denne opgavetype kan lgses ved at bruge formlen: dl.
Dette er en teknik til at Ipse alle opgaver af den naevnte type. Den er teet relateret til
to andre teknikker som bruges til at beregne arealet af et rektangel og omkredsen af
en cirkel. Man kan “klippe” cylinderen op pa langs og fa et rektangel der har arealet
A = Ib hvor bredden, b, er lig omkredsen af cirklen med diameter d: O=7d. I ATD vil
man sige at det her skitserede argument for at formlen A = wdl lpser opgavetypen,
udger prakseologiens “teknologi”. Dette ord har altsa her intet at ggre med elektro-
nisk udstyr. Teknologi er her artikulationen af hvordan og hvorfor teknikker lpser en
given opgavetype. Teknologien er den ene del af prakseologiens logos. Den anden del
er teorien der er et hgjere niveau af begrundelser som typisk er baseret pa en mere
formel matematisk diskurs (fx formelle definitioner, beviser mv.). I eksemplet med
cylinderen kan en sddan teori handle om mere almene definitioner og resultater vedr.
“mal” af plane og rumlige geometriske figurer.
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Prakseologiens delelementer

Opgavetype Dette er en klasse af opgaver med feelles treek og metoder. Dermed kan
der veere flere opgaver tilhgrende en opgavetype, fx at 1gse ligninger af
formen ax +b =cx +d.

Teknik(ker) Teknik er den eller de teknikker opgavetypens lpsning kraever. Det kan
veere en formel som angivet ovenfor, en regneregel eller en saetning der
tidligere er blevet begrundet i undervisningen (fx Pythagoras’ seetning).
Afheengigt af hvilken opgavetype der er tale om, kan der vare forskel-
lige samlinger af teknikker der lgser en opgave. Nogle gange kan en op-
gave lpses algebraisk savel som geometrisk. Dette vil give anledning til
to forskellige prakseologier forankret i to forskellige teoriblokke og med
to forskellige teknologier.

Teknologi Teknologien indeholder en direkte beskrivelse og forklaring af teknik-
kerne, herunder ofte sammenligning af disse (hvornar er hvilken bedst
etc.). Disse vil i mange skolesammenhznge vaere meget uformelle og
uden nermere begrundelser. Folger eleverne blot en metode beskrevet
i bogen eller givet af leereren, vil de sjeeldent se et behov for mere. Skal
man imidlertid studere den matematiske aktivitet som elever praesente-
res for, kan det veere relevant at udfolde en lpsningsstrategi ved at se pa
prakseologiens teknologi.

Teori Teorien er en diskurs der muligger begrundelse og sammenkaedning af
teknologier, herunder begreber, metoder og resultater.

Tabel 1. Tabellen viser en mere skematisk praesentation af prakseologibegrebet.

Prakseologier er knyttet til hinanden ved at nogle prakseologier deler teknikker.
Opgavetypen, “find overfladearealet af en cylinder der er lukket i begge ender”, vil
ligeledes kunne traekke pa den ovenfor beskrevne teknik. Den prakseologi der lgser
opgavetypen med den lukkede cylinder, vil altsd dele teknik med prakseologien der
lpser opgavetypen med den abne cylinder. Prakseologier kan ydermere dele tekno-
logi eller teori. Gennem disse delte elementer er prakseologierne forbundet. Det er
almindeligt at nye prakseologier dannes mhp. pa at “modellere” andre prakseolo-
gier: Fx kan aritmetiske beregninger af kapitalveekst modelleres vha. algebraiske
prakseologier (se Garcia & Higueras, 2006, s.1647). Praksisdelen af den algebraiske
prakseologi vil fx her kunne bruges til at systematisere logosdelen af den aritmetiske.
I ATD er modellering sdledes en essentiel mekanik i opbygning og sammenkaedning
af prakseologier. Modellering i ATD-forstand handler saledes ikke kun om at beskrive
“ekstramatematiske” feenomener vha. matematik, og teorien indeholder i gvrigt ikke
antagelser om at der findes en skarp eller naturlig skillelinje mellem matematiske og
ikkematematiske prakseologier — fx tages der ikke stilling til om prakseologier der
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vedrgrer kapitalveekst, er matematiske eller fx fgrst bliver det nér der anvendes tal
eller symboler. Men modellering vil alligevel ofte — ogsa i denne artikel —indebaere
at feenomener gennem modellering far en beskrivelse som i hgjere grad kan treekke
pa prakseologier som er centrale i matematikfaget.

I projektet Matematikbroen valgte vi primzert at fokusere pa niveauet “teknik” idet

Studie- og forskningsforlgb (SFF)

Figur 2. Figuren viser hvordan det genererende spgrgsmdl, Q, giver anledning til at eleverne stil-
ler afledte spgrgsmdl der gennem elevernes egen besvarelse giver anledning til udviklingen af en

prakseologi. Der er et illustrerende eksempel senere i artiklen, |f. figur 6.

Et studie- og forskningsforleb igangsaettes af et genererende spargsmal som kan give
anledning til ot eleverne stiller yderligere spargsmal til det genererende spergsmal
og det emne som det bergrer. Disse “afledte spergsmal” rummer potentialet for at
eleverne udvikler prakseologier som spergsmdlene er knyttet til. De spargsmal som
eleverne stiller, reduceres til sidst til en opgavetype (nogle i deres natur vaesentlig
sterre end eksemplet med cylinderen), og elevernes besvarelse baseres saledes pé
de teknikker der lzser opgavetypen, begrundet via (dele af) teknologien. Det vil sige,
med udgangspunkt i et genererende spergsmadl gives eleverne muligheden for at
undres, stille spargsmdl og gennem egen besvarelse af disse konstruere ny viden.
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hensigten var at give laererne et veerktoj til at analysere elevernes matematiske praksis
samt til at analysere mulige forbindelser mellem forskellige opgaver og mellem for-
skellige lpsningsstrategier. Ydermere traekker modelleringsaktiviteterne pa formatet
studie- og forskningsforlgb (SFF) der er et designredskab baseret pa prakseologibe-
grebet. Idéen er at man stiller eleverne et abent spprgsmal der muligger at eleverne
udvikler mere afgraeensede faglige delspprgsmal som de selv kan besvare (Chevallard,
2015; Jessen, 2014). Hvordan disse teorier blev fortolket og udrullet i Matematikbroen,
gives der et konkret eksempel pa ovenfor.

Inden vi praesenterer de konkrete eksempler, vil vi give en kort praesentation af pro-
jektet og dets rammebetingelser.

Projektet og dets rammebetingelser

Matematikbroen er et efteruddannelsesprojekt for grundskolelaerere i Silkeborg og
Kgbenhavns Kommuner der sammen med A.P. Mgller Fonden har finansieret ak-
tiviteterne. Aktiviteterne har vaeret malrettet at hjaelpe leererne med at forberede
deres elever bedst muligt pa overgangen fra grundskolens til gymnasiets matematik.
Man kan argumentere for at en overgangsproblematik bgr angribes fra begge ender
af broen. Rammerne for fondens bevillinger tillod imidlertid kun kursusaktiviteter
for grundskolelzerere hvorfor gymnasiesiden ikke eksplicit bergres i denne artikel.
Projektet er blevet styret af en gruppe bestdende af repreesentanter fra Silkeborg
Kommune, Silkeborg Gymnasium, Kgbenhavns Kommune, Gefion Gymnasium samt
Institut for Naturfagenes Didaktik (IND) pa Kgbenhavns Universitet. Styregruppen
udpegede en projektgruppe der bestod af undervisere fra folkeskoler i Silkeborg og
Kgbenhavns Kommuner, Silkeborg og Gefion Gymnasium samt leereruddannelsen
i Silkeborg, VIA, og Kgbenhavn, UCC, og IND (Jessen et al., 2017, s. 5). Projektgruppen
medtes ved to seminarer hvor flere deltagere delte deres erfaringer med overgangs-
problematikken i matematik. IND-gruppen supplerede dels med den eksisterende
danskviden pa omradet, dels med idéer til matematikdidaktiske redskaber (ATD)
der kan bruges af leererne, og eksempler pa formater for deling af leererviden. Sidst-
naevnte var inspireret af den japanske tradition for lektionsstudier (se yderligere
Rasmussen, 2016; @stergaard, 2016; Bahn, 2015). Fokus i opleeggene 13 pa leerernes
feelles forberedelse af materialer, feelles observation af undervisning samt feelles
refleksion med henblik pa videreudvikling af undervisningen (se Isoda et al., 2007).

Udformning of et efteruddannelsestilbud
P4 baggrund af opleeggene fra IND, deltagernes daglige arbejde og eksisterende un-
dervisningsmaterialer blev der udviklet materialer der er frit tilgeengelige pa projek-
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tets hjemmeside (Matematikbroen, 2015). Projektgruppen designede efteruddannel-
seskurset der deekkede introduktion til overgangsproblematikker, “teknikanalyse”,
undervisningsmaterialer og idéen om hvordan lererne i feellesskab gennem under-
visningsobservation og refleksion kunne fastholde og hjzelpe hinanden med at fa
implementeret de udviklede undervisningsmaterialer. Undervisningsmaterialerne
blev praesenteret ved at leererne selv skulle prgve materialerne (fx et SFF om taltricks)
af og derefter opskrive de mulige strategier deres elever antageligt ville gribe til nar
de blev stillet de enkelte opgaver. Resultaterne af gvelserne blev delt leererne imel-
lem sa leererne kunne dele erfaringer om hvordan man kan stgtte eleverne i de mere
abne undervisningssituationer. De to fprste kursusdage blev fulgt op af projektgrup-
pemedlemmers besgg pa grundskolerne (i det omfang det skemateknisk lod sig gore)
hvor erfaringer og udfordringer blev delt. Efterfgplgende blev der afholdt en heldags-
og en halvdagsworkshop med erfaringsudveksling, udvikling og udlevering af nye
undervisningsmaterialer. I alt deltog 83 leerere i de to kommuner (Jessen et al., 2017,
s.21). Evalueringen af kursusaktiviteterne var overvejende positiv, og kommunerne
valgte at fortseette med at udbyde efteruddannelsesdelen til nye hold af leerere i begge
kommuner.

Effektméling af efteruddannelsestilbuddet

IND lavede en mere formel test af indsatsens effekt. Samme efterdr som kursusak-
tiviteten startede, testede vi 42 1. g-elever fordelt pa de to gymnasier. Eleverne var
tilfeeldigt valgt blandt 1. g’erne (Jessen et al., 2017, s. 42). Eleverne blev testet i de tek-
nikker der er i spil i overgangen fra grundskole til gymnasium. Kun IND havde ad-
gang til testen og kendte dens resultater. I det efterfplgende skoledr blev 42 nye 1.
g-elever testet med de samme opgaver i den samme uge af skoledret. Eleverne var
tilfeeldigt udtrukket blandt de af kursusdeltagernes elever som var blevet optaget pa
de to gymnasier. De elever hvis leerere havde deltaget i Matematikbroen (altsa fra det
andet ar), klarede sig bedre i testen pa begge gymnasier. Szerlig stor var fremgangen
pa Gefion Gymnasium hvor eleverne havde klaret sig veesentlig darligere det fgrste
ar. Der er indikationer i testresultaterne pa at szerligt de svage elever har haft gleede
af Matematikbroens undervisningsmaterialer og har oparbejdet en stgrre sikkerhed
i basal algebra. Testen bestar af opgaver som systematisk tester teknikker fra den
eksplicitte model af skolealgebra (Poulsen, 2015; se ogsa nedenfor). Detaljer om testen
og dens resultater findes i projektets afsluttende rapport (Jessen et al., 2017). Pointen
med resten af denne artikel er at uddybe anvendelsen af teknikbegrebet i Matema-
tikbroens efteruddannelsestilbud.
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Teknikanalyse som lzererredskab

Resten af denne artikel beskriver hvordan efteruddannelsestilbuddet i Matematik-
broen kan hjzelpe leerere til at designe og analysere matematikopgaver og aktiviteter
saledes at aktiviteterne bedst muligt stptter elever i overgangen fra grundskole til
gymnasium. Mere praecist gnsker vi at adressere fgplgende spprgsmal:

Hvordan kan man designe matematikundervisning der stptter eleverne i at udvikle
de matematiske teknikker som (nar de mangler) giver vanskeligheder i overgangen
fra grundskolens til gymnasiets matematik?

For at kunne besvare ovenstdende spgrgsmal kraeves en mere praecis beskrivelse af
hvad der menes med basal skolealgebra, og ikke mindst en afgreensning af hvilke dele
af dette emne der er relevant for overgangen fra grundskole til gymnasium.

Dette blev underspgt af Poulsen (2015) i en specialerapport udfgrt under vejled-
ning af denne artikels forfattere. I rapporten analyseres 50 opgaver fra folkeskolens
afgangsprgver for 9. klasse fra 2013 og 2014, ti opgaver fra screeningstesten som Silke-
borg Gymnasium anvender i starten af 1. g, samt opgaver fra to leerebgger i matematik
for1. g. Begrundelsen for at analysere opgaver fra afgangsprgverne er at stgrre centralt
stillede afsluttende prever har en direkte effekt pd undervisningen (se fx Schoenfeld,
1988) og pa en made giver et billede af det “minimalt realiserede opgaveinventar” for
matematik i 9. klasse. De mangearige erfaringer med brobygningen i matematik i Sil-
keborg har bl.a. fgrt til en screeningstest der giver et billede af hvad Silkeborg Gym-
nasium forventer af 1. g-eleverne. Poulsen analyserede ogsa mere end 100 opgaver fra
1. g-leerebpgerne (2015, s. 35) hvilket giver et billede af hvad der arbejdes med pa dette
niveau, og specielt hvad eleverne leerer ved indgangen til matematikundervisningen
i gymnasiet. Analysen gav anledning til identifikation af 89 teknikker der tilsammen
udger en referencemodel for skolealgebraisk praksis i overgangen fra grundskole til
gymnasium (Poulsen, 2015, s. 64); nogle eksempler pa teknikker som indgar, er gengi-
vetifigur 3.

Mange af teknikkerne er regneregler, regneregler for brpker eller varianter af den
distributive lov. Men en teknik kan ogsd anga at afleese heeldningen for grafen for en
linezer funktion nar denne er vist i et koordinatsystem. Referencemodellen rummer
desuden oplysninger om i hvilke materialer teknikken er identificeret som vaerende
ngpdvendig hvilket er gengivet i spjlerne leengst til hgjre i figur 3. Referencemodellen
var med til at danne grundlaget for udviklingen af de undervisningsmaterialer som
kursusdeltagerne blev introduceret til under efteruddannelsesaktiviteterne. Hensigten
har veeret at designe opgaver hvis lgsning kraever at eleverne har udviklet de teknik-
ker som er repreesenteret i alle tre materialetyper.
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Categorization | Techniques F
71: Associative law for multiplication

Laws T9: Commutative law for multiplication

73: Distributive law a - (b+¢) =a-b+a-c

74: - and : before + and —

Hierachy 75: Roots and powers before +, —, -, :

Te: Brackets before all other arithmetic operations
T7: +, —, -, : on both sides of the equality sign

7g: Multiply crosswise § = § = ad = bc

To: Set two expressions equal to each other

710: Subtract two equations from each other
Equation solving | 711: Substitution of algebraic expressions

T9: Zero divisor law a-b=0=a=0Vb=0
T13: Take logarithm on both sides of =

7140 Multiply crosswise reverse ad = bc = § = §
T5:a" =c=1x=/c,neR X

sliskaksialiatal
R e

A
T P R s

Figur 3. Figuren viser et udsnit af de 89 teknikker identificeret af Poulsen (2015) som er invol-
veret i overgangen fra grundskole til gymnasium. De er identificeret i Afgangsprdven (FSA),

Screeningstesten fra Silkeborg Gymnasium (ST) eller i en 1. g-matematikbog (stx).

Som naevnt blev kursusdeltagerne introduceret til teknikanalysen gennem ek-
sempler —som opgaven med overfladearealet af cylinderen beskrevet tidligere. Efter
introduktionen blev deltagerne delt i to grupper. Den ene arbejdede med modelle-
ringsmaterialerne (cf. afsnittet Teknikbaserede modelleringsopgaver nedenfor), og den
anden med tal og algebra. Efter en pause byttede de to grupper aktivitet. Feelles for de
mindre workshops var at kursusdeltagerne blev praesenteret for de udarbejdede un-
dervisningsmaterialer med den tidligere beskrevne afprgvning og en a priori-analyse
af hvad deltagernes elever kan teenkes at veelge af lpsningsstrategier og teknikker.
Dette var med til at sikre at deltagerne var klar til at implementere undervisningen
i egne klasser efterfplgende.

Eksempler pé designs og analyser

I dette afsnit vil vi preesentere eksempler pa materialer der er udviklet og brugt i
Matematikbroens initiativer. Det fprste eksempel er hentet fra materialesamlingen
om tal og algebra, og til sidst giver vi et eksempel pd hvordan man kan teenke model-
leringsopgaver ind i rammerne af teknikanalyser.
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Tal og algebra

Malet med materialet om tal og algebra er at udvikle elevernes teknikker inden for
regningsarternes hierarki og regneregler for parenteser. Typen af materialer er in-
spireret af en bestemt slags taltricks (se Brix, 2015, som udvikler idéen yderligere). I
undervisningsmaterialet er de gdet under navnet “taltryllerier”. Pointen er at opga-
ven har en overraskende effekt pa eleverne der veekker en nysgerrighed pa at kunne
forklare tricket, og at dette kan gpres nemt og effektivt vha. bogstavregning.

Kommando Tal Bogstavudtryk
Teenk pé et tal a

0
Leeg 5 til tallet a+ 5

Gang resultatet med 2

Treek nu 2 fra
Divider med 2
Trek 4 fra

Figur 4. Figuren viser et eksempel pd et taltrylleri (Matematikbroen, 2015). Eleven skal vaelge
et tal, skrive det i cirklen og felge kommandoerne i venstre sgjle. Til sidst skrives operationerne

som bogstavudtryk.

Figur 4 viser et eksempel pa sddan en opgave. Eleverne bliver bedt om at teenke pa et
tal. Herefter skal de udfgre de operationer som er listet i sgjlen til venstre. Har eleverne
regnet rigtigt, ender de med udgangspunktet. Hvis ikke de selv finder pa at prove
igen med andre tal, opfordrer leereren til at de prgpver med andre tal, negative, nul
etc. Herefter skal eleverne formulere en hypotese om hvad der geelder ndr man fglger
raekken af kommandoer. I sidste spjle opfordres eleverne til at kalde deres valgte tal
for a og udfylde spjlen med de bogstavudtryk der svarer til reekken af kommandoer.
Endelig opfordres eleverne til at argumentere for deres hypotese ved at reducere det
fremkomne bogstavudtryk skridt for skridt. Udtrykket er:

((a+5)-2—2)/2—4

Opskrivningen af det korrekte bogstavudtryk treekker pa nogle af de fprste teknikker
i figur 3 der leder til korrekt brug af parenteser. Hvis eleverne forveksler udtrykket
(a+5)-2 med a+5-2, forer det ikke til afslpringen af trylleriet hvilket kan give an-
ledning til revision af eget arbejde og rettelse af en misforstdelse.
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N ar eleverne skal reducere udtrykket ((a+5)-2—2)/2—4, kraever brgkstregen ledvis
division, teknik nr.42 (Poulsen, 2015, s. 65), samt at eleverne dividerer et produkt af
to stgrrelser hvilket er teknik nr.38. Det leder til udtrykket: (a+5)—1—4.Nar man
herefter haever parentesen og traekker tallene fra hinanden, ender man med begyndel-
sesveerdien a. Alternativt kan man starte med at gange parentesen ud hvilket kraever
brugen af den distributive lov fra hgjre side, teknik nr. 3 i figur 3. Videre arbejde med
denne strategi forer til behov for andre teknikker.

Analyserne kan laves pa forhdnd og give leereren et overblik over preecis hvilke dele
af skolealgebraen der aktiveres eller udvikles med et bestemt taltrylleri. Hvis eleverne
mangler redskaberne til at afslgre taltrylleriet, vil fejl kunne afslgre misforstaelser.
Dette giver leereren viden om hvor den enkelte elev har vanskeligheder. Eleverne kan
opklare misforstdelserne ved at blive henvist til undervisningsmaterialer der kan
hjeaelpe, eller gennem sparring med klassekammerater. To lpsningsstrategier kan veere
matematisk lige korrekte, og samtale om det kan styrke elevernes raeesonnements- og
kommunikationskompetence (Niss & Jensen, 2002, s. 44). Interviews med deltagende
leerere i Matematikbroen tyder pa at disse opgaver fungerede godt for elever helt ned
til 7. klassetrin.

Materialerne rummer en raekke varianter af denne form for opgaver. Nar eleverne
har prgvet den ovenfor beskrevne opgaveform, er det oplagt at arbejde videre med
typer hvor eleverne far udleveret bogstavudtrykkene i den hgjre kolonne og gennem
delopgaver nar frem til at kunne formulere de enkelte “kcommandoer” til venstre.
Ydermere kan denne slags opgaver udvides til at omfatte tryllerier hvor eleverne skal
veelge 2, 3 og maske flere tal fra starten som de sa skal operere med ud fra foreskrevne
kommandoer. Dette leder dem videre til at arbejde med flere variable i samme ud-
tryk. Man kan selvfplgelig ogsa som leerer udforme et “taltrylleri” sa den algebraiske
modellering og reduktion kraever bestemte problematiske algebraiske teknikker.

Ital- og algebramaterialet er andre opgaver baseret pa forskellige billeder som eleverne
skal finde og argumentere for en systematik i, fx talkryds i taltavler (Matematikbroen,
2015). Hvordan leererne valgte at bruge materialerne, varierede en del. Men overordnet
set fungerede dette materiale godt i praksis, og en del lerere valgte at bruge det i kor-
tere “opvarmningssekvenser” i en leengere raekke af lektioner (Jessen et al., 2017, s. 53).

Teknikbaserede modelleringsopgaver

Modelleringsmaterialet omfattede i hgjere grad aktiviteter beregnet for hele lektioner
og relaterer til naturfagsundervisningen i grundskolen. Vi vil nu preesentere teknik-
analysenidet ene undervisningsdesign og hvordan det var taenkt at skulle realiseres
pa samme underspgelsesbaserede made som i tal og algebra med mere eller mindre
vejledning fra leereren.
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Pa Silkeborg Gymnasium har de udviklet en gvelse hvor eleverne skal opmale Al-
mind S¢ ved Silkeborg vha. et kort over lokalomradet og et stykke pap (Matematik-
broen, 2015). Eleverne skal finde massen af en cm? af pappet ved linezger regression,
tegne kortets billede af spen over pa pap, klippe denne del ud og bestemme vaegten.
Ved hjeelp af stgrrelsesforholdet mellem kortet og virkeligheden kan man sd bestemme
arealet af spen. Opgaven bestar af en hel raekke af delopgaver der leder eleverne til
svaret. Denne opgave blev omformuleret til en opgave hvor elever skal bestemme
hvor mange guldstjerner en klasse kan lave nar klassen har en halv liter guldmaling
tilradighed. Malingsopgaven er designet til at veere underspgelsesbaseret og forspger
at skabe et behov hos eleverne for at arbejde med linezere sammenhaenge og regres-
sion. Selve opgaveformuleringen er gengivet i figur 5:

I leerervejledningen til opgaven foreslas det at eleverne arbejder med opgaven i
grupper af tre i ca. 20 minutter ad gangen hvorefter der holdes en “klassekonference”
hvor hver gruppe praesenterer det de har lavet, og hvad de har planlagt videre frem.
Det foreslds at leereren samler op ved at stille spprgsmalene: Hvad er ens, og hvad er

Opgave: 9. B skal holde julefest og har besluttet at pynte festlokalet med irregulaere
guldstjerner. I far en bgtte guldmaling, og I skal finde ud af hvor mange stjerner
malingen raekker til. Stjernerne skal males pa begge sider.

Fakta Velegnet til Tekniske data
+ Glans 45 - Karton - Genbehandling: 4 t.
- Halvblank « Mgpbler « Gennemhaerdet: 48 t.
« 0,51 + Metal  Raekker til 7m? pr. Itr.

Figur 5. Figuren viser de oplysninger som eleverne fik, til “Mal en stjerne”-opgaven (Mate-
matikbroen, 2015).
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forskelligt ved de preesenterede metoder? Er der en af metoderne der er mere hensigts-
maessig iforhold til de andre? Klassen skal have lineal, saks og veaegt stillet til radighed.

Der laegges op til at det primeert er eleverne der skal formulere og validere mate-
matiske strategier. Leerermaterialet giver et bud pa hvordan elever kan angribe den-
ne type opgave, samt pa nogle af de teknikker som eleverne kan bruge i arbejdet med
spprgsmalet. I figur 6 preesenteres en mere detaljeret analyse af teknikker og forbin-
delser. Hvert spprgsmal Q, er en a priori-hypotese om hvad eleverne velger at under-
spge. Disse spgrgsmal vil dog, i elevernes arbejde, ofte veere implicitte og kun indirekte
fremga af elevens handlinger. De spgrgsmal som eleverne potentielt vil udvikle, kaldes
for afledte spgrgsmal og nummereres efter hvilke tidligere spgrgsmal de er afledt fra:
Q,, er afledt af Q, og sa fremdeles. Bilag A viser den samlede liste over mulige teknik-
ker som en 9.-klasse kunne traekke pa i besvarelsen af malingsspgrgsmalet.

Figur 6. Figuren viser a priori-teknikanalysen af opgaven “Mal en stjerne” fra figur 5. Formule-

ringen af hvert spgrgsmdl som cirklerne repraesenterer, findes i Bilag A.

Som a priori-analysen i Bilag A viser, vil det veere naturligt at eleverne starter med
at underspge hvordan stjernen er opbygget som geometrisk figur, og derpa aktivere
viden om beregning af arealer. Stjernen er dog sddan konstrueret at den har en buet
side hvorfor man ikke kan komme frem til et preecist svar baseret pa elevernes viden
om areal, altsa ved at forfplge Q,, og efterfplgende. Nogle elever vil utvivlsomt traekke
pa de teknikker der knytter sig til approksimative arealbestemmelser baseret pa at
“teelle tern”. Om eleverne leegger et gitternet ned over stjernen, eller om de tegner den
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over pa centimeter- eller millimeterpapir, vil formentlig aftheenge af hvilke lgsnings-
strategier de tidligere har prgvet at bruge, Q,,. Denne strategi vil naturligvis heller
ikke fore til et preecist svar.

Pointen med den buede side er at skabe et behov hos eleverne for at teenke i alter-
native strategier. I leerervejledningen bliver det foresldet at spprge klassen hvad de
kunne bruge veegten til. Her kan eleverne fx foresla at veje hvor meget maling man
“mister” fra bgtten ved maling af én stjerne (safremt klassen far malingen stillet til
radighed), Q, ;. Her vil usikkerheder om maling i penslen og vaegten af bptten vaere
ubekendte stgrrelser som eleverne skal forholde sig til. Man kan spgrge klassen hvad
man kan bruge viden om vaegten af et bestemt stykke pap til. Det vil fgre til forskel-
lige strategier hvor eleverne maske vil mene at én maling af sammenhaengen mellem
areal og vaegt er nok, over gennemsnit af malinger til opsamling af mere eller mindre
systematiske dataseet, Q, ,.

Designet fprer altsa til to runder af elevudforskning. Den forste fprer eleverne til at
indse en begreensning i geometriske tilgange. Disse er vigtige at fa provet af hvis de
er den naturlige tilgang til problemet for eleverne hvilket sikrer at udgangspunktet er
elevernes individuelle forudsaetninger. Den anden runde af udforskning med vaegten
af forskellige papstykker skal lede eleverne ind i en faelles diskussion af begreberne
bedste rette linje og lineaer regression. Nar leererne beder eleverne diskutere forskelle
og ligheder i metoder, kan dette fore til en diskussion af hvad forskellen er mellem
at ekstrapolere fra ét malepunkt og at bruge flere punkter. Desuden vil man kunne
engagere eleverne i en diskussion af forskellen mellem at bruge linezer regression og
at udregne gennemsnittet af forholdet mellem vaegt og areal for flere papstykker.

I figur 6 ses sammenhaengen mellem de enkelte afledte spprgsmal som eleverne
potentielt kan stille. Dette er en uddybning af et mind map fra leerervejledningen
(Matematikbroen, 2015). Pointen med at have lavet en forudgdende analyse af elev-
opgaver som vist i figur 6 er at stgtte leererne i undervisningssituationen. Undersg-
gelser viser at der er en del leerere som oplever usikkerhed ift. at undervise ud fra
abne og underspgelsesbaserede tilgange til undervisning (Barquero et al., 2015), og at
diagrammer som figur 6 kan stptte leererne i disse situationer, ligesom det kan hjzelpe
pa forhand at have eksplicit viden om de teknikker der kan teenkes bergrt af forlpbet.
Diagrammet stptter sdledes leererne ved pa forhdnd at ggre dem bevidste om mulige
stier i forlpbet sa de kan forberede dbne spprgsmal der kan guide eleverne fra vildspor
til produktive ruter. Det er afggrende at eleverne selv ser et behov for “sporskift”, og
at det ikke bliver laereren der forklarer hvilken strategi der lpser opgaven.

Matematikbroens fgrste kursusforlgb tilbgd to modelleringsdesigns: Mal en stjerne
og Barbie Bungee Jump, begge med laerervejledning og elevopgave. Evalueringen viste
atleererne fandt modelleringsopgaverne vanskeligere at bruge end materialet om tal
og algebra. Interviews med deltagende leerere viste at de kun brugte materialerne til
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de elever de forventede skulle i gymnasiet, eller alternativt omformulerede dem (Jes-
sen et al,, 2017, s.37). Nogle leerere skriver i den elektroniske evaluering af projektet
at en af udfordringerne med at bruge modelleringsmaterialerne fremadrettet er at
de tager lang tid at realisere i undervisningen; andre leerere mener at remedierne far
eleverne til at fjolle frem for at arbejde underspgende (ibid., s. 31f). Omvendt skriver en
leerer at vedkommende fremadrettet vil bruge opgaverne “der har en mere praktisk og
undersggende tilgang. Det er vigtigt for mig, at undervisningen ikke kun er mélrettet
elever, der skal pd gymnasiet” (Jessen et al., 2017, s. 30). Med den usikkerhed der ligger
ifortolkningen af de fritekstsvar der er afgivet i den elektroniske spgrgeskemaunder-
spgelse, kan det dog konkluderes at materialerne har veeret brugbare — omend nogle
betragter dem som lidt sveerttilgaengelige for eleverne.

Observation af undervisningen indikerer at leererne havde lidt sveert ved at slippe
styringen af aktiviteterne fra starten og foretrak at lade eleverne formulere hypoteser
ogihejere grad teenke end at undersgge sig ind i stofomradet (Jessen et al., 2017, s. 39).
Men nar lererne i hpjere grad lod eleverne arbejde underspgende med spgrgsmalene,
kom eleverne pa sporet af opsamling af datasaet der forte videre til begrebet om li-
nezere sammenhaenge. Serligt da leererne patager sig en mere tilbagetrukken rolle
og stiller spprgsmal til hvad eleverne teenker og gor, kommer der gang i elevernes
formulering af hypoteser og idégenerering af tilgange som de prgver af (ibid., s. 40).
Denne form for undervisning kreever tilveenning for bade elever og leerere. Generelt
var der begejstring for de udviklede forlpb, og Matematikbroens lpbende evalueringer
pegede pa gnsker om flere materialer til bade modellering samt tal og algebra.

Diskussion og konkluderende bemaerkninger

I designet af efteruddannelsestilbud til leererne er der foregaet en afvejning af hvilke
fagdidaktiske begreber det er gnskeligt at praesentere, og sa de tidsmaessige rammer for
efteruddannelsestilbuddet. Kurset skulle stille skarpt pa de matematiske udfordringer
der er dokumenteret ift. eleverne i overgangen fra grundskole til gymnasium. Fra et
matematikdidaktisk perspektiv gav prakseologibegrebet god mening. Prakseologibe-
grebet og ATD kan imidlertid forekomme sveerttilgaengeligt, og det tager tid at blive
sa fortrolig med det at det bliver operationelt ift. undervisning. Projektgruppen kunne
dog se sd centrale perspektiver i teknikbegrebet at dette niveau (teknikanalyser) blev
omdrejningspunktet for den fagdidaktiske del af efteruddannelsen.

Analyser af de forste elevbesvarelser af den tidligere omtalte test giver interes-
sant information om hvordan elever kan bruge den distributive lov, teknik 3, figur 3.
Det er fx systematisk vanskeligere for eleverne at gange ind i en parentes fra hgjre
end fra venstre, mens elever der kunne lave den sidste beregning [ (b+c)a=ba+ca
], ogsd kunne szette uden for parentes “fra venstre”, dvs. omskrive ab+bc til a(b+c)
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|; veesentlig feerre kunne lpse opgaver hvor samme type udtryk skal omskrives til
(b+c)a. Eleverne klarede reduceringsopgaven 3 +5-(x+3) bedre end at reducere
udtrykket (4+x)-3—4x. Altsa synes den distributive lov at rumme fire “delteknik-
ker” der er npdvendige at beherske hvis man skal kunne bruge lovmaessigheden i
alle situationer. Et interessant resultat af effektmalingen er at vaesentlig flere elever
blevistand til at l¢se opgaver der kreevede ovennaevnte og andre teknikker. Det kan
have bidraget til den positive effekt at bevidstggre leererne om denne type detaljer
ved at introducere dem til teknikanalyse som giver et blik for “detaljerede, implicitte
leeringsmal” i matematikopgaver; men det er i sagens natur vanskeligt at vurdere
omfanget af dette bidrag. Det skal her erindres at kun forskerne i projektet har vidst
hvilke teknikker der blev testet og hvordan i effektmalingen.

Undervisningsmaterialerne styrker desuden elevernes udvikling af mere almene
kompetencer. Tal- og algebraopgaver hvor eleverne skal “afslpre” taltryllerier og over-
bevise deres klassekammerater om den generelle lpsning, vil aktivere repraesentati-
ons-, kommunikations- samt symbol- og formalismekompetencen. Hvis opgaverne
skal give mening, kreever de modellering af beregningerne — det er ikke leengere
tilstraekkeligt at kunne regne rigtigt. Ved at eleverne gor mere end at regne rigtigt -
argumenterer for deres matematiske arbejde og seetter sig ind i andres lpsninger
og argumenter — far eleverne oparbejdet nogle problemlpsningsstrategier som er
vigtige for at kunne udgve mere avanceret matematisk aktivitet end beregning. At
kunne argumentere og fplge andres matematiske argumentation er ydermere med
til at styrke eleverne i selvsteendigt at kunne tilegne sig viden fra laerebgger, under-
visningsvideoer, traditionel tavlegennemgang m.m.

Det at udvikle et argument som kan overbevise klassekammeraterne, treekker pa
og udvikler elevernes matematiske kompetencer til at spgrge og svare i og med ma-
tematik (Niss & Jensen, 2002, s.44), dvs. tankegangs-, problembehandlings-, model-
lerings- og reesonnementskompetencen. I materialet om tal og algebra er der dog
alene tale om en “intra”-matematisk modellering (jf. Garcia & Higueras, 2006) hvilket
som sagt ikke typisk forbindes med modelleringskompetencen som denne er beskre-
vet af Niss & Jensen (2002, s.52). Tal- og algebramaterialerne kan heller ikke siges
at understotte hjeelpemiddelkompetencen da der leegges op til manuel udfgrelse af
de teknikker der (for sa vidt angar reduktion af udtryk) i gymnasiet i stigende grad
overlades til CAS-veerktpjer. En vaesentlig del af opgaverne er imidlertid at opstille
den algebraiske model for taltrylleriet hvilket CAS-veerktpjet ikke kan. Det kan derved
ogsa styrke elevernes sikkerhed i algebraisk syntaks, fx brug af parenteser, der ogsa
er helt npdvendig ved brug af CAS-veerktgjer.

Modelleringsmaterialerne understptter udviklingen af modelleringskompetencen,
men ogsa hjeelpemiddelkompetencen kommer i spil i diskussionen af regressionsbe-
grebet. Niss & Jensen (2002, s.52) skelner i deres beskrivelse af modelleringskompe-
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tencen mellem modelanalyse og modelbygning. Ved eksamen er der en tendens til at
modellering hovedsageligt indgar i den forstand at det testes hvad eleverne kan sige
om et problem ud fra en allerede eksisterende model (Frejd, 2013). Prgver retter sig
imod modelanalysen og ikke konstruktionen af modeller hvilket giver anledning til
at tro at stprstedelen af matematikundervisningen ligeledes dyrker modelanalysen
(jf. tidligere om realiseret pensum). For en mere deekkende undervisning i modelle-
ring bgr modelbygningen derfor opprioriteres. De udviklede undervisningsmaterialer
understptter modelbygningen som en aktivitet hvor eleverne arbejder ud fra egne
hypoteser der valideres gennem diskussion med klassekammerater og ved konkrete
afprgvninger. Der er ikke kun én model der kan give et godt svar, men omvendt er
det dog relativt begraenset hvilke (rimelige) modeller eleverne kan konstruere.

Flere af leererne der deltog i efteruddannelsesaktiviteterne, udtrykte bekymring for
fagligt svage elevers arbejde med modelleringsaktiviteterne. Enkelte leerere valgte helt
at undlade at bruge dem eller at redesigne dem til mere styrede processer for at sikre
at eleverne kom frem til “den rigtige model”. Laererne har givetvis haft deres grunde
til denne prioritering. Lignende studier fra danske gymnasieklasser med matematik
pa C-niveau peger dog pa spaendende resultater af at lade mindre fagligt staerke ele-
ver arbejde med modelbygning pa baggrund af de abne spprgsmal (Jessen, indsendt).
Pointen med at lade alle elever arbejde med de abne spgrgsmal er at eleverne tager
udgangspunkt i deres egen faglige intuition og faglige forudsaetninger, at de arbejder
inden for zonen for neermeste udvikling (Winslgw, 2006, s.169). Skulle de indledende
hypoteser lede dem til en blindgyde, skaber dette et behov hos den enkelte elev for at
laere nye matematiske teknikker. Disse teknikker kan til dels veere inspireret af klas-
sekammeraters arbejde, leererens vejledning eller informationssggning i leerebpger,
pa nettet etc. At eleverne fx opdager at stjernen i figur 5 ikke kan deles op i figurer
som eleverne kan beregne arealet af, kan veere med til at hjaelpe eleven videre med
oplevelsen af at de fgrste hypoteser var utilstreekkelige, og at de derfor mé se pd andre
mulige idéer. Dette har vist sig at skabe en motivation og nysgerrighed for et hgjere
fagligt niveau blandt eleverne (Jessen, u. udg.; Jessen, 2014).

En sidste veesentlig pointe med efteruddannelsesaktiviteterne og teknikanalyserne
er deres relation til Forenklede Faelles Mdl (Undervisningsministeriet, 2014) som er de
overordnede krav til leererens undervisning. Det har veeret vigtigt for projektgrup-
pen at undervisningsmaterialerne blev designet sd de adresserer det som leererne
skal undervise i, og ikke bliver et ekstra element der skal presses ind. Foruden de
ovenfor naevnte argumenter for hvordan materialerne understgtter udviklingen af
matematiske kompetencer, fremhaeves det i Matematikbroens undervisningsmate-
rialer hvilke konkrete feerdigheds- og vidensmal de enkelte aktiviteter adresserer.
For laerere der ikke er bekendt med ATD og teknikanalyser, vil det formentlig fortsat
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veere en udfordring selv at designe og analysere undervisning pa baggrund af disse
begreber. Ikke desto mindre har Matematikbroens aktiviteter vist gode resultater,
og det ville veere interessant at gennemfpre opfplgende studier af hvordan man kan
gore teknikanalysen sd operationel for lzererne at de kunne bruge det til selvsteendig,
systematisk variation af materialernes aktiviteter.
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Bilag A

Nummer

O-l,3,1,1

Ql,3,2

Q1,4,1

0—1,4,1,1

Q1,4,1,2

Q1,4,1,2,1

Spergsmal

Hvor mange stjerner kan man male med en

5 L guldmaling, nar denne deekker 7m? pr. L?

Hvor stor er en enkelt stjerne?

Hvilke figurer kan man dele figuren op i vha.

velkendte geometriske figurer?
Hvad er arealet af disse figurer?

Hvor mange tern deekker figuren hvis den
tegnes over pd kvadratnet?

Hvordan “teelle tern”?
Hvor meget maling bruges pa én stjerne?

Hvor stor volumen af den halve liter er til-
bage efter at man har malet en eller flere
stjerner?

Hvad er volumen af en cylinder med given
diameter og hojde?

Hvor stor en masse af den halve liter er til-
bage efter at man har malet en eller flere
stjerner?

Hvordan finder man vaegten pr. areal af
stjernen sa vi kan finde arealet af stjernen?

Hvor meget vejer fx én cm? pap?

Hvor meget vejer et stykke pap med en gi-
ven vaegt?

Hvor meget vejer to forskellige stykker pap
ift. deres areal?

Hvad er s gennemsnitsveaegten pr. cm??

ARTIKLER

Teknik/lpsning

Genkende geometriske figu-
rer som trekanter, trapez etc.

Areal af trapez og trekant.

Afkalkering.

Teelle, summe, gange.
Male.

Male hgjde og diameter.

V=hmr

Veje gentagne gange.

Veje en stjerne.

Veje figur med kendt areal.

Veje figurer med kendte
arealer.

Masse divideret med arealet.
Summe de to resultater og
dividere med to (finde gen-
nemsnit).
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ARTIKLER

Nummer Spprgsmal

Qia122 Hvilken sammenhaeng far man mellem
masse og veegt ved at taste de to mélinger
ind i Excel og f4 programmet til at generere
flere datapunkter og lave linezer regression?

Q1413 Hvad er sammenhaengen mellem en reekke
forskellige papstykkers areal og deres veegt?

Q14131 Hvis det er pa papir?

Qua1311 Hvad er heeldningskoefficienten?

Qra13111 Hvordan afleses haeldningen?

Qua13112 Hvordan afleeses haeldningen ved to punk-
ter?

Qua13, Hvis det er med et computerprogram?

Qua1321 Hvad siger koefficienterne om sammenheen-
gen?

English abstract

Teknik/lgsning

Autogenerering af data, li-
neeer regression.

Lav flere sammenhaengende
malinger af areal og veegt.

Indtegn datapunkter, og tegn
bedste rette linje blandt disse.

Afles haeldningskoefficien-
ten.

“Gaenhenogaop”

Vo= N

q|a=—-

Xy =%

Kommando for udfgrelse af
lineger regression.

Fortolkning ift. akseenheder
og vaegt/areal.

This paper presents the core didactical elements of the activities in “The Math Bridge — transition

from lower to upper secondary school”. The project is based on notions from the Anthropological

Theory of the Didactic (ATD). In particular, a test on “mathematical techniques” has been employed

to identify what mathematical contents represent special challenges for the students in the transi-

tion. Likewise, the notion of technique was a core element in the design of in-service teacher course

activities aiming at easing the students’ transition from mathematics in lower secondary to math-

ematics in high school. We explain how the notion was employed in the course activities as well as

in teaching materials for lower secondary mathematics.
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