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Variabelsammenhzenge
1 gymnasiets
matematikundervisning

Niels Ngrskov Laursen, Institut for Naturfagenes Didaktik og Virum Gymnasium

Abstract. Efter gymnasiereformen skal man i matematikundervisningen pd C-niveau ikke leengere
behandle det formelle funktionsbegreb, men i stedet arbejde med de sdkaldte variabelsammenhaenge.
I'mit speciale har jeg benyttet den valgfrihed der er opstdet pd grund af funktionsbegrebets fraveer, til
at designe et undervisningsforlgb om linezere, eksponentielle, potens- og logaritmiske sammenhzenge
der tager udgangspunkt i simple tabeller. Ved at vente med at bruge ligninger til senere i forlpbet var
ambitionen at flere af de forholdsvis sprogligt orienterede elever i forsggsklassen ville veere i stand til
at fplge aktivt med i undervisningen end hvis man valgte at fokusere pd ligninger fra starten. Denne
artikel henvender sig isaer til matematikleerere som gerne vil forsgge sig med en alternativ tilgang til
variabelsammenhange i en sprogligt orienteret C-niveau-klasse, men artiklen vil ogsd veere af interesse

for dig som generelt har interesse for funktionsbegrebet i undervisningen.

Introduktion

Meningen med denne artikel er ikke at diskutere om det er en god idé at nedprio-
ritere det formelle funktionsbegreb i gymnasiets matematikundervisning eller ej,
men at benytte de rammer som bekendtggrelsen giver til at arbejde med funktioner,
pa en alternativ made. Mens jeg skrev speciale i skoledret 2006/2007, har jeg sam-
tidig veeret arsvikar pad Virum Gymnasium i en enkelt C-niveau-klasse i matematik,
og denne klasse har veeret forspgsklasse i mit speciale. Det skal her naevnes at pa
det tidspunkt hvor forlgbet blev afprgvet i klassen, havde eleverne allerede leert om
linezere sammenhaenge, men ikke om eksponentielle, potens- og logaritmiske sam-
menhaenge. Kendetegnende for klassen var at de feerreste elever havde ambitioner
inden for matematik, og at en del af eleverne havde huller i deres forudseaetninger
fra folkeskolen — specielt havde mange af eleverne problemer med at arbejde med
ligninger. Blandt andet af denne grund valgte jeg at introducere linezere, eksponen-
tielle, potens- og logaritmiske sammenheenge ved hjeelp af tabeller. Tabel 1 til 4 er
eksempler pa repreesentationer for de fire naevnte typer af variabelsammenhaenge.
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Tabel 1. Et eksempel pd en linezer sammenhaeng.

X 0 2 4 6 plus 2

y 4 7 10 13 plus 3
Tabel 2. Et eksempel pd en eksponentiel sammenhaeng.

X 0 1 2 3 plus 1

y 5 10 20 40 gange 2
Tabel 3. Et eksempel pd en potens-sammenhaeng.

X 1 3 9 27 gange 3

y 1 2 4 8 gange 2
Tabel 4. Et eksempel pd en logaritmisk sammenhaeng. “System”________

X 1 2 4 8 ,’/ gange 2 \“

y 0 1 2 3 \ plus1

Hovedidéen i mit design var at de fire typer af variabelsammenhzaenge alle har meget
systematiske tabeller hvis man udelukkende bruger tabeller hvor hver af variablene
har den samme absolutte eller den samme relative eendring fra sgjle til spjle. Disse
endringer valgte jeg at skrive ind i den sgjle i tabellen der er leengst til hpjre, og denne
spjle valgte jeg at kalde for tabellens system.

De fire nevnte variabelsammenhaenge udggr en peen, afsluttet klasse hvilket il-
lustreres i tabel 5. Bemeerk at det ogsad fremgar af tabellen at eksponentielle sam-
menhange og logaritmiske sammenhaenge opfgrer sig modsat.

Tabel 5. En oversigt over de fire typer af variabelsammenhaenge. Det er underforstdet
at den samme absolutte eller relative aendring gentages igen og igen for hver af de to
variable i en tabel.

Absolut zendring af x Relativ sendring af x

Absolut sendring af y Linezer Logaritmisk

Relativ eendring af y Eksponentiel Potens

Sammenlignet med den traditionelle matematikundervisning hvor man definerer
forskellige typer af variabelsammenheenge ved hjeelp af ligninger og viser deres
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egenskaber bagefter, har jeg altsd gjort det modsatte: De forskellige typer af varia-
belsammenhaenge defineres ved hjeelp af deres egenskaber (i tabeller), og derefter
udledes ligningerne (se figur 1).

Traditionel matematikundervisning:

Typer af variabelsammenhaenge |:> De karakteristiske
defineres vha. ligninger egenskaber udledes

Den valgte tilgang:

Typer af variabelsammenhaenge |:> Ligninger udledes
defineres vha. karakteristiske

egenskaber i tabeller

Figur 1. Karakteristiske egenskaber eller ligninger forst?

Fordelen ved den valgte tilgang er at man kan udforske de centrale egenskaber for
linezere, eksponentielle, potens- og logaritmiske sammenhaenge uden at blive forvir-
ret af de symbolske udregningers tekniske detaljer. Ligninger bruges til sidst til at
forbedre preecisionen af de metoder som er leert ved hjeelp af tabeller og grafer, sa
selv om man skulle have en form for “lignings-blokering”, er det muligt at fplge med
i den fgrste del af forlpbet.

Teoretiske rammer

Jeg vil starte teoriafsnittet med at skelne mellem de to tilgange hvormed man kan
undervise i funktioner eller variabelsammenhaenge: korrespondance-tilgangen og
kovarians-tilgangen. Korrespondance-tilgangen er statisk i sin natur — den handler
om at der til enhver x-veerdi korresponderer praecis én y-veerdi, og det er denne tilgang
der traditionelt bruges i gymnasiematematikken. Kovarians-tilgangen er derimod
af dynamisk natur - den handler om hvad der sker med y-veerdien nar x-veerdien
varieres (Confrey & Smith, 1994, s. 135). Hvor korrespondance-tilgangen laegger op til
en formel og abstrakt gennemgang af funktioner, leegger kovarians-tilgangen op til
en mere uformel tilgang, og der er ingen officielt anerkendt opskrift pd hvordan man
underviser ved hjeelp af kovariation.

Kovarians-tilgang af Confrey og Smith

Kovarians-tilgangen i mit speciale er inspireret af en artikel af Confrey og Smith
(1994) om sakaldte additive og multiplikative sendringer. Artiklen beskriver hvordan
additive og multiplikative processer er af fundamental betydning i matematikken,
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i vores tilegnelse af matematikken og i vores anvendelser af matematikken i den
virkelige verden. Nar et barn for eksempel leerer at teelle, foretager barnet en additiv
proces: at leegge 1tiligen og igen. Senere kan barnet leere at teelle med andre additive
endringer, for eksempel ved hjeelp af 2-tabellen. Additive sendringer er meget vig-
tige 1 matematikken, og derfor har det veeret ngdvendigt at indfgre en notation for
additive sendringer, nemlig Ax = x, — x, . Multiplikative eendringer har man derimod
tildelt en mindre rolle i matematikken. Dette afspejles for eksempel af det faktum at
der ikke findes en anerkendt notation til multiplikative endringer. Confrey og Smith
foreslar at man hjeelper til med at udjeevne denne uligeveegt ved at indfgre notationen
®x = x,/x, hvor ® stér for ratio. Et andet eksempel pa at multiplikative s&endringer ned-
tones i matematikken, er at man som regel veelger additive eendringer for x-veerdierne
i tabeller, sa tabeller som tabel 3 ovenfor forekommer sjeeldent.

I den virkelige verden forekommer multiplikative processer hyppigt. Confrey og
Smith giver som eksempler blandt andre mangedobling, opdeling, forstgrrelse og
similaritet (se figur 2), og generelt er der ingen grund til at additive sendringer skulle
veere vigtigere end multiplikative eendringer.

Mangedobling Opdeling
QR
Forstgrrelse Similaritet

M

Figur 2. Eksempler pd multiplikative processer.

En af grundene til at en kovarians-tilgang til funktioner skulle veere intuitivt nem at
forsta for eleverne, er at bprn pa et tidligt stadie har en fornemmelse for zendringer
bade i matematikken og i det virkelige liv. Ud over den dimension af eendringsbegrebet
som omhandler gentagne numeriske sendringer med en fast stgrrelse af eendringerne,
findes der ifglge Confrey og Smith to andre dimensioner: den grafiske dimension og
den komparative dimension. Den grafiske dimension handler om relationen mellem
grafens haeldning og sendringer af de to koordinater, mens den komparative dimen-
sion handler om at vi alle har en fornemmelse for eendringsmekanismer i den virkelige
verden. For eksempel meerkes vindmodstanden tydeligere jo hurtigere man kgrer pa
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sin cykel. Hvis alle tre dimensioner af eendringsbegrebet bruges i undervisningen,
far eleverne et intuitivt grundlag for at arbejde med funktioner, og man kan senere
formalisere funktionsbegrebet hvis der bliver brug for det.

Duval om reprzesentationer

Nar en elev har problemer med at lpse en opgave om funktioner, er det ikke sik-
kert at kilden til problemet skal spges i elevens manglende viden om den konkrete
type af funktion som der arbejdes med, men derimod i elevens grundlaeggende for-
udseetninger for at bruge tabeller, grafer og ligninger. For at kunne diskutere disse
problemstillinger i en teoretisk sammenhaeng har jeg valgt at inddrage Duvals teori
om repraesentationer.

Duval (2006) definerer en repraesentation som “noget, som star for noget andet”.
Eksempler pd repraesentationer i matematikken er brpker som repraesenterer tal, eller
grafer som repreesenterer funktioner. Et register defineres som et system af repree-
sentationer hvor der kan udgves matematiske processer; for eksempel hgrer en graf
tili det grafiske register, en ligning herer til i det symbolske register, og en tabel hprer
tili det numeriske register. Duval skelner mellem to slags grundlaeggende matemati-
ske processer: operationer og konversioner. En operation er en proces der foregdr i et
enkelt register mens en konversion er en proces som starter i ét register og enderiet
andet register. Et eksempel pa en operation er Ipsningen af en ligning i det symbolske
register, og et eksempel pa en konversion er tegningen af en graf ud fra en tabel. I
denne artikel er alle de seks konversioner mellem tabel, graf og ligning relevante, se
figur 3.

LIGNING

\/

GRAF TABEL

<
<

Figur 3. Oversigt over konversioner mellem tabel, graf og ligning.

En af Duvals hovedpointer er at man for at forbedre undervisningen fgrst ma un-
derspge hvordan eleverne bruger og opfatter repraesentationer. Fra et matematisk
synspunkt er det ofte sddan at valget af register og notation er arbitreert, og den
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treenede matematiker vil nemt kunne skifte notation inden for det samme register
eller foretage konversioner mellem to registre. Men fra elevernes synspunkt er enhver
endring af de tegn der star pa tavlen, en potentiel kilde til misforstdelser, og det kan
veere sveert at se hvilke sendringer i notationen der er matematisk relevante. Ethvert
register har ifplge Duval sine egne muligheder og begreensninger —dette vil jeg fplge
op paidet neeste afsnit.

Elevernes brug af tabeller, grafer og ligninger

For jeg kastede mig over det egentlige design af undervisningsforlpbet i mit speciale,
fordybede jeg mig i de tre registre der var relevante, nemlig det numeriske, det gra-
fiske og det symbolske register. Jeg undersggte litteraturen om de enkelte registres
begreensninger og om elevernes misforstaelser af registrene, jeg testede elevernes
forudsaetninger for brug af disse tre registre, og jeg udarbejdede en serie opgaver
der havde til formal at rette op pa nogle af elevernes svagheder i forbindelse med de
enkelte registre.

Muligheder og begraensninger for tabeller, grafer og ligninger

Schwarz og Dreyfuss (1995) preesenterer nogle interessante overordnede betragtninger
om tabeller, grafer og ligninger. For det fprste bemaerkes det at det traditionelt kun
er det symbolske register der bruges aktivt i undervisningen. Fokus er pa at foretage
operationer i det symbolske register, mens de to andre registre bruges til at give en
slags statiske billeder af de matematiske objekter. Med min kovarians-tilgang forsg-
ger jeg at eendre pa dette og gore iszer tabeller til mere dynamiske repraesentationer
end normalt. For det andet skelner Schwarz og Dreyfuss mellem to slags operationer:

1. Det matematiske objekt bevares.
2. Det matematiske objekt bevares ikke.

Et eksempel pa en operation som bevarer det matematiske objekt, er en omskriv-
ning af ligningen for en variabelsammenhaeng hvor x isoleres i stedet for y. Fra et
matematisk synspunkt har man at ggre med den samme variabelsammenhaeng for
og efter omskrivningen, men i elevernes gjne ser ligningerne vidt forskellige ud. Et
andet eksempel pa denne type operation er en omskalering af akserne i et koordinat-
system. Grafens udseende aendres tilsyneladende, men det matematiske indhold er
det samme. Endelig er en parallelforskydning af en graf et eksempel pd en operation
som ikke bevarer det matematiske objekt. Grunden til at disse betragtninger er vigtige,
er at uanset om man arbejder med den ene type operation eller den anden, sa vil den
konkrete repraesentation sendre sig, men kun i det ene tilfeelde vil den matematiske
betydning sendre sig, og dette er ikke ngdvendigvis nemt at gennemskue for eleverne.
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Den tredje og sidste af Schwarz og Dreyfuss’ pointer som bringes her, er at repree-
sentationer sjeeldent indeholder den fulde information om det matematiske objekt.
For eksempel indeholder en tabel kun information om et endeligt antal punkter, og
en graf indeholder kun en begraenset definitionsmeengde. Igen er der tale om simple
observationer der ikke volder problemer for det treenede gje, men som kan give an-
ledning til misforstdelser i undervisningen.

Elevernes misforstaelser om tabeller, grafer og ligninger

Som det efterhdnden fremgér, er det en vigtig pointe i mit speciale at eleverne ikke
ngdvendigvis forstdr de matematiske repraesentationer pd samme made som lee-
rerne. I en artikel af Kieran (1981) behandles elevernes opfattelse af lighedstegnet, og
pointen er at eleverne fra de fprste klassetrin leerer at bruge lighedstegnet som noget
der adskiller udregningen (som star til venstre) fra svaret (som star til hgjre), og at
mange elever aldrig slipper denne opfattelse af lighedstegnet som et do something-
signal pa de hgjere klassetrin. Det fremgar af artiklen at mange skoleelever pa de
forste klassetrin har sveert ved at forklare ligninger som for eksempel 4 +5 =3 + 6 eller
(ingenting) = 4 + 3. “Efter lighedstegnet skal svaret std” var en hyppig kommentar, og
til den sidste ligning bemaerkede en elev: “Laeser du bagleens?” Nar disse elever skal
leere at arbejde med ligninger, skal man pludselig bruge lighedstegnet som et aekvi-
valenssymbol, og der skal regnes pa begge sider af lighedstegnet hvilket strider mod
elevernes procesopfattelse af lighedstegnet, og eleverne kan komme i vanskeligheder.
Denne artikel fgrte mig til at foretage forspg i min klasse med aekvivalens af ligninger
hvilket jeg vender tilbage til i det naeste afsnit.

Litteraturen behandler en lang reekke af potentielle misforstdelser af grafer. Jeg
vil her ngjes med at referere til Duval (2002, s. 324) som ud fra sine underspgelser
konkluderer at de fleste elever sagtens kan afleese enkelte koordinatszet pa en graf,
og de kan ogsa opfatte grafens overordnede form, men de kan ikke skelne hvad der
er matematisk relevant, og hvad der ikke er, pa en graf, og de kan heller ikke forbinde
egenskaber pa grafen med informationer i andre registre. Det betyder at de fleste
elever godt nok har nemt ved at konstruere en graf, men har sveert ved at koordinere
grafer og ligninger.

Diagnostisk test

For at undersgge hvordan eleverne i forspgsklassen behandlede de 6 konversioner
mellem tabel, ligning og graf, og for at bringe eventuelle misforstaelser frem i lyset
lavede jeg en multiple-choice-test med 10 spprgsmal til hver af de 6 konversioner. Her
er et uddrag af de opgaver som gav de mest opsigtsvaeekkende resultater (se figur 4):
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X=-y OPGAVE 4.3

Find (ved hjeelp af ligningen) den y-veerdi der herer til

hver af de givne x-veerdier.

x-veerdi: x-veerdi: x-veerdi:

X ==2 x=0 x=2

y-veerdi: y-veerdi: y-veerdi:
a) y=-4 a) y=-4 a) y=4
b) y=2 b) y=2 b) y=2
¢ y=0 ¢ y=0 c) y=0
d y=-2 d y=-2 d y=-2

Figur 4. Opgave om konversion fra ligning til tabel.

Det sveere ved denne opgave er at det er x og ikke y der er isoleret i ligningen. En
enkelt elev rakte handen op under testen og sagde at der var en fejl i opgaven! Dette
viser sammen med en succesrate pa 36 % at eleverne er sa vant til at y er isoleret, at
de ikke umiddelbart omskriver ligningen og lgser spprgsmalet som seedvanligt. Dette
antyder at eleverne i h¢j grad ser lighedstegnet som et do something-signal og ikke et
akvivalenssymbol i overensstemmelse med den naevnte artikel af Kieran.

Den vanskeligste opgave (18 % rigtige) viste sig at veaere fplgende (se figur 5), og
det skal her neevnes at den diagnostiske test blev givet til eleverne umiddelbart for
de leerte om linezere sammenheenge, saledes at konklusionerne fra testen omhandler
elevernes forudseaetninger fra folkeskolen.

4+ OPGAVE 3.1
_ Seet en ring om den ligning
som svarer til grafen.

a) y=3-x

Figur 5. Opgave om konversion fra graf til ligning.
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Elevernes besvarelse af denne opgave bekrzaefter Duvals pastand om at eleverne har
sveert ved at afggre hvad der er matematisk relevant pa en graf. Eleverne ved at en
ret linjes skeering med den ene af akserne er vigtig, men de kan méaske ikke huske
om det er y-aksen eller x-aksen, og de kan maske ogsa huske at heeldningen af linjen
spiller en rolle. Med mine tre forkerte svarmuligheder har jeg givet plausible forslag
til forbindelser mellem ligningens koefficienter og grafens udseende. De forkerte
svarmuligheder b) og c) leegger op til at det kun er skeeringspunktet med den ene akse
der bestemmer ligningen, og for at ggre disse svarmuligheder visuelt mere tiltalende
har jeg placeret x’et og y’et pa akserne ud for skeeringspunkterne.

Det virker maske lidt plat at forspge at snyde eleverne pa denne made, men jeg
kan konstatere at det virker, og det viser hvor usikre eleverne i en C-niveau-klasse er
inden for et emne som de ellers har brugt lang tid pa i folkeskolen. Eleverne kan hu-
ske nogle af de vigtige ingredienser, men kan ikke reesonnere sig frem til de praecise
forbindelser. Den forkerte svarmulighed a) er baseret pa den potentielle misforstdelse
at heeldningen af en linje kun afheenger af hvor stejl den er pa papiret, det vil sige
af vinklen med x-aksen. Mange elever taenker ikke over at operationen “skalering
af akser” ikke sendrer pa det matematiske objekt, men sendrer pa linjens vinkel til
x-aksen. Hvis man teeller streger pd akserne, kan man se at linjen gar en enkelt streg
hen og en enkelt streg ned, og derfor kunne man tro at linjens heeldning er minus 1,
hvilket forklarer svarmulighed a).

Alt i alt viste den diagnostiske test at en del af eleverne havde alvorlige mangler
i deres forudseetninger for overhovedet at bruge grafer og ligninger. Inspireret heraf
valgte jeg at bruge tid pa at undervise i egenskaberne ved de enkelte registre — for
eksempel fokuserede jeg pa skalering af grafer og sekvivalens af ligninger, men det
vil jeg ikke ga i dybden med her.

Design af undervisningsforlgb
I det undervisningsforlpb som var resultatet af mit speciale, valgte jeg en kovarians-
tilgang baseret pa tabeller som jeg har behandlet i introduktionen til denne artikel.
Fordelen ved at tage udgangspunkt i tabeller er at man starter i det mindst kompli-
cerede register og derved i forste omgang undgar de typer af misforstaelser som jeg
har veeret inde pd i forbindelse med grafer og ligninger. Dermed vil en stgrre andel af
klassen veere i stand til at fplge med i starten af forlpbet. Ulempen er at man samtidig
starter i det register som indeholder mindst information. Dette kan fpre til at eleverne
far et ufuldsteendigt billede af hvad variabelsammenhzenge er, og man kan spprge
sig selv om man overhovedet kan behandle de centrale egenskaber for variabelsam-
menhzenge uden at bruge ligninger.

I mit speciale har jeg vist hvordan man ved at ggre tabellerne til dynamiske repree-
sentationer ved hjeelp af de sdkaldte “systemer” faktisk kan behandle halverings-/
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fordoblingstid, monotoniforhold, omvendte sammenhaenge og de karakteristiske
egenskaber uden at bruge ligninger. Dette vil jeg uddybe om lidt, men fgrst vil jeg
behandle de regneteknikker i tabeller som det hele bygger pa, nemlig udvidelse af
tabeller.

Grundlaeggende teknik: udvidelse af tabeller

En tabel kan i mit setup udvides pa to forskellige mader. Enten bruges det givne system
til at udvide tabellen for stprre og stprre (eller mindre og mindre) x-veerdier, eller man
kan interpolere og finde nye x-veerdier mellem de eksisterende x-vaerdier (se figur 6).

Gentagen brug af eksisterende system:

=

y 1 5 9 | plus4 y 1 5 9 13 | 17 | plus4

X 0 2 4 | plus2 X 0 2 4 6 8 | plus2

Interpolation:
x |0 |2 4 | plus2 X 0 |1 2 3 4 | plusi
y 1 5 9 | plus4 y 1 3 5 7 9 | plus2

Figur 6. To mdder at udvide en tabel pd: gentagen brug af eksisterende system eller
interpolation.

Leeg meerke til at interpolation er en zendring af systemet i en tabel til et system
som er akvivalent med det oprindelige system. For linesere sammenhaenge er det
seerlig nemt at interpolere fordi eendringerne for begge variable er additive, men for
eksponentielle, potens- og logaritmiske sammenhzenge skal man ogsa kunne opdele
multiplikative sendringer (se figur 7).

X 0 2 4 plus 2 X 0 1 2 3 4 plus 1

=

y 1 9 81 | gange9 y 1 3 9 27 | 81 | gange3

Figur 7. Udvidelse af tabel: eksponentiel interpolation.

Nar en additiv eendring halveres for x, skal man altsa tage kvadratroden af den til-
hgrende multiplikative eendring for y ndr man har at ggre med en eksponentiel sam-
menheaeng. De viste teknikker er nyttige ndr man skal tegne en graf hgrende til en tabel
som kun indeholder f punkter, idet man ikke har ligninger til radighed til at finde
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flere punkter til tabellen. Her er et eksempel pa en opgave hvor tabeller og grafer pa

denne made skal koordineres (se figur 8).

70
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Figur 8. Teknikker til udvidelse af tabeller bruges til at konstruere grafer.

Opgaven lgses ved at opstille en tabel med de to punkter, finde et system i tabellen,

udvide tabellen ved interpolation og til sidst overfgre de nye punkter til grafen.

Fordoblingstid, monotoniforhold og omvendte sammenhange
I dette afsnit vil jeg beskrive hvordan jeg i mit speciale brugte systemer i tabeller og

udvidelse af tabeller til at arbejde med fordoblingstid, monotoniforhold og omvendte

sammenhaenge uden at bruge ligninger. For det fgrste er fordoblingstid meget nemt

at indfgre i mit setup. Fordoblingstiden T, for en eksponentiel sammenhzng er sim-

pelthen den additive sendring for x som giver en multiplikativ eendring af y pa 2. Jeg

vil her g4 mere i dybden med monotoniforhold (se tabellen i figur 9).

X

gange 2

y

gange 3

Figur 9. En tabel for en voksende potens-sammenhaeng.

Man kan se at tabellen i figur 9 er en potens-sammenhzeng da sendringerne for bade

x og y er multiplikative, og man kan se at sammenhangen er voksende da y bliver
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stprre nar x bliver stgrre. Hvad sker der nar x gdr mod henholdsvis 0 og uendelig? For
at besvare spprgsmalet udvides tabellen i begge retninger (se figur 10).

X 1/8 1/4 1/2 1 2 4 8 gange 2

y 1/27 1/9 173 1 3 9 27 gange 3

Figur 10. Tabellen udvides.

Udvidelse af tabeller giver pad denne made en introduktion til greensevzerdier, og
man kan udtale sig kvalitativt om grafernes udseende pa denne baggrund. Grafen til
ovenstdende tabel nzermer sig for eksempel koordinatsystemets begyndelsespunkt.
Generelt kan man se at man med gentagen brug af en fast, multiplikativ eendring af
positiv stgrrelse aldrig kan skifte fortegn af variablen, mens man med gentagen brug
af en additiv eendring altid vil kunne skifte fortegn. Derfor vil for eksempel grafen
for en logaritmisk sammenhaeng altid skaere x-aksen, og grafen for en eksponentiel
sammenheaeng vil aldrig skeere x-aksen.

Endelig vil jeg komme ind p& hvordan det er naturligt at arbejde med omvendte
sammenhange i mit setup. I tabel 5 kan man se at da lineaere sammenhaenge og
potens-sammenhaenge befinder sig i skemaets diagonal, er den omvendte sammen-
heeng til en linezer sammenhzeng ogsa lineaer, mens den omvendte sammenhaeng til
en potens-sammenhzng ogsa er en potens-sammenhang. De to resterende typer af
sammenhaenge er omvendte sammenhznge til hinanden. En omvendt sammenhaeng
defineres simpelthen som en omvendt tabel (se figur 11).

X 0 2 4 plus 2 X 1 9 81 gange 9
y 1 9 81 gange 9 >< y 0 2 4 plus 2

Figur 11. Eksempel pd to omvendte tabeller, svarende til omvendte sammenhange.

Det er nemt at se at logaritmiske og eksponentielle sammenhange opfgrer sig
modsat.

Jeg haber at jeg med mine eksempler har givet et indblik i hvor meget matematik

man faktisk kan lave ved hjeelp af de sakaldte systemer i tabeller. Nu vil jeg ga over
til at behandle anvendelserne af de viste metoder til modellering.
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Modellering og overgangen til brug af ligninger

I mit speciale var modellering af tidsmaessige hensyn ikke i fokus, men for at under-
spge om man kan lave meningsfulde modelleringsopgaver uden brug af ligninger,
valgte jeg at lade et enkelt seet hjemmeopgaver handle om modellering ved hjeelp
af tabeller og grafer. Opgaverne blev designet pa baggrund af de tre dimensioner af
®ndringsbegrebet som jeg naevnte i teoriafsnittet om sendringer af Confrey og Smith:
den numeriske dimension, den grafiske dimension og den komparative dimension.
Jeg skulle finde en situation i det virkelige liv hvor eleverne havde nemt ved at for-
holde sig til eendringerne af de to variable, og hvor sammenhaengen var en af de fire
udvalgte typer. Valget faldt pa bremseleengdens afheengighed af hastigheden som
er en velkendt kvadratisk sammenheeng, og pa internetadressen www.doctordriver.
dk/05ddnew/play/brems/brems.html fandt jeg et interaktivt program kaldet doctor-
driver hvor man med en bjeelke kunne udvalge en hastighed hvorefter bremseleeng-
den blev udregnet. Det er velkendt at en fordobling af hastigheden giver en firedobling
af bremseleengden, og dette kan med vores notation udtrykkes saledes (se figur 12):

X | gange 2

Y | gange 4

Figur 12. Eksempel pd et muligt system til en kvadratisk sammenheeng.

Eksperimenterne med doctordriver skulle lede eleverne til at finde andre sekvivalente
systemer til den samme sammenhzng (se figur 13).

X | gange 2 X | gange 3 X | gange 4

Yy | gange 4 y | gange 9 Yy | gange 16

Figur 13. Eksempler pd andre mulige systemer til en kvadratisk sammenhaeng.

Det er nemt at se at det fgrste og det sidste system er sekvivalente da det sidste system
fremkommer ved at bruge det fgrste system to gange. Det er derimod ikke med de
givne forudseetninger nemt at se at det midterste system er aekvivalent med de to
andre. Jeg vil ikke g& mere i detaljer med dette, men blot konstatere at dette blev brugt
som en overgang til at arbejde med ligninger for potens-sammenhaenge pa formen
¥ =Db-x?hvor det kom frem at koefficienten a kan fortolkes pa fglgende vis: a er den
potens som den multiplikative sendring for x skal oplgftes i for at man kommer frem
til den multiplikative eendring for y.
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Generelt opstillede jeg formler for hver af de fire typer af sammenhaenge hvor
koefficienten a kun afhzenger af tabellens system, og koordinerede pad denne made
det numeriske og symbolske register. I den forbindelse er det vigtigt at bemeerke at
koefficienten a (hvis ligningerne for de fire typer af sammenhaenge opskrives pa
standardform) netop forteeller noget om andringerne for en variabelsammenhzeng
mens koefficienten b er mere statisk — b angiver et fikspunkt. Resultatet blev pa
denne made et afrundet forlgb hvor ligningerne for de fire typer af sammenhaenge
til sidst kunne udledes og fortolkes pa baggrund af den viden eleverne havde fra det
numeriske og det grafiske register.

Evaluering af undervisningsforlgbet

Som gnsket betpd den valgte reekkefplge hvor vi tog udgangspunkt i tabeller, at alle
elever havde stprre mulighed for at deltage i undervisningen end normalt. I evalu-
eringen af forlpbet var der flere elever der fremhaevede den stigende sveerhedsgrad:

+ (Om sveerhedsgraden) “Passende. Startede nemt og blev gradvist sveerere.”
+ “Det var ret nemt i starten og sa blev det lidt udfordrende til sidst.”

Som lzerer var det en forngjelse at se alle elever raekke hdnden op ndr man spurgte
om noget i starten af forlgbet, hvilket var et stort plus ved den valgte tilgang. Der
var en helt anden stemning i klassen end i en normal matematiktime hvor mange
af eleverne ikke ville veere i stand til at fplge med, sd der er ingen tvivl om at vi fik
en god start pa forlgbet. Til gengeeld vendte normaltilstanden tilbage da vi begyndte
at arbejde med ligninger sidst i forlpbet. Der var ikke noget der tydede pa at eleverne
havde nemmere ved at bruge ligninger efter at have arbejdet intenst med tabeller
og grafer forst.

Et relevant spprgsmal er om eleverne lerte noget matematik de kunne bruge til
noget, eller var det matematiske indhold blevet sa fortyndet at det slet ikke var pa
gymnasieniveau? Min konklusion er at man med fordel kan introducere de fire typer
af variabelsammenhaenge ved hjeelp af tabeller fordi man hurtigt far de karakteristi-
ske egenskaber frem i lyset, men at man meget tidligere end jeg gjorde, bgr inddrage
modelleringsopgaver for at vise hvordan disse karakteristiske egenskaber kommer til
udtryk i den virkelige verden. Der skal altsd leegges veegt pa den komparative dimen-
sion af eendringsbegrebet noget tidligere, jeevnfer teorien om sendringer af Confrey
og Smith. Ellers er der en fare for at det eneste eleverne leerer, er at lege med nogle
“kunstigt udseende” tabeller. Dette bygger jeg pa at mange af eleverne aldrig leerte
at bruge tabellerne fleksibelt til at lpse ukendte opgavetyper selv om de nemt kunne
udvide tabeller og tegne grafer.
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Konklusion
Jeg har i denne artikel fremlagt et udpluk fra mit speciale (Laursen, 2007) med tit-
len “En Covarians-tilgang til Variabelsammenhaenge i Gymnasiet — i et semiotisk
perspektiv”. Formalet er at give et bud pd en alternativ tilgang til undervisningen i
variabelsammenhzenge i matematik pa C-niveau i gymnasiet, og resultatet blev et
undervisningsforlgb der tog udgangspunkt i de karakteristiske egenskaber for linezere,
eksponentielle, potens- og logaritmiske sammenhaenge udtrykt ved hjaelp af tabeller.
Derudover har jeg analyseret brugen af tabeller, grafer og ligninger i undervisnin-
gen i funktioner og er efter empiriske underspgelser kommet frem til at mange af
eleverne i forspgsklassen havde alvorlige huller i deres forudsaetninger for overhovedet
at arbejde fleksibelt med disse repreesentationer. Det skal naevnes at jeg efterfplgende
har haft mulighed for at afprgve min diagnostiske test pa en 2. g-klasse med mate-
matik pd hgjt niveau, og at mange elever ogsa her falder i feelderne med et brag! Man
burde efter min mening bruge leengere tid pa generelle egenskaber for ligninger og
grafer fpr man kerer derudad med en lang raekke typer af variabelsammenhaenge.
Min samlede vurdering er at det undervisningsforlgb som jeg designede, giver en
lettilgeengelig introduktion til de fire neevnte typer af variabelsammenhaenge og
tilhgrende begreber som halveringstid, monotoniforhold og omvendte funktioner.
Forlpbet kan sagtens genbruges i fremtiden, men modellering skal inddrages fra
starten - ellers risikerer forlpbet at blive en leg med “kunstige tabeller”.

Referencer

Confrey, J. & Smith, E. (1994). Exponential functions, rates of change, and the multiplicative
unit. Educational Studies in Mathematics, 26, s. 135-164.

Duval, R. (2002). Representation, Vision and Visualization: Cognitive Functions in Mathematical
Thinking. Basic Issues for Learning. I: F. Hitt (red.), Representation, vision and visualization
(s. 311-335). Lokaliseret den 3. November 2008 pa:

www.emis.de/cgi-bin/mathdien/MATH/DI/en/quick. html?first=1&maxdocs=100&type=html
&an=2003b.01690&format=complete.

Duval, R. (2006). A cognitive analysis of problems of comprehension in a learning of mathe-
matics. Educational Studies in Mathematics, 61, s. 103-131.

Kieran, C. (1981). Concepts associated with the equality-symbol. Educational Studies in Mathe-
matics, 12(3), s. 317-326.

Laursen, N. (2007). En Covarians-tilgang til Variabelsammenhaenge i Gymnasiet —1I et semiotisk
perspektiv. Institut for Naturfagenes Didaktik, Kgbenhavns Universitet. Speciale som endnu
ikke er publiceret.

Schwarz, B. & Dreyfuss, T. (1995). New actions upon old objects: A new ontological perspective

on functions. Educational Studies in Mathematics, 29, s. 259-291.




