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Introduktion til Paul Cobbs
matematikdidaktiske
arbejde

Jeppe Skott, DPU, Aarhus Universitet og MSI, Vixjé Universitet, Sverige

Abstract Paul Cobb fik i sommer overrakt ICMI’s Freudenthalmedalje for sin matematikdidaktiske
forskning. Hensigten med denne artikel er at introducere Cobbs forfatterskab. Hovedvaegten er pd
den socialkonstruktivistiske forstdelse af undervisning og leering fra 1990’erne, men der knyttes an til
tidligere og senere arbejder. Pointen er at nok er der teoretiske skift i Cobbs arbejder over de seneste tre
drtier, men der er ogsd en rgd trdd i form af en dobbeltinteresse i at teoretisere over praksis og bidrage
til dens videreudvikling. Sammen med en teoretisk pragmatisme peger det mere pd gradvis, kontinuert

udvikling i Cobbs tilgang end pd fundamentale brud i den.

Ved ICMI-11! konferencen i Mexico i sommer modtog Paul Cobb Freudenthalmedaljen
for sin matematikdidaktiske forskning. Cobb som er professor ved Vanderbilt Univer-
sity i Nashville, er den anden modtager af medaljen. Freudenthalmedaljen uddeles
af Den Internationale Matematikundervisningskommission, ICMI, for fremragende
matematikdidaktisk forskning og mere preecist for “et stprre kumulativt forsknings-
program” ? (ICMI, 2008a). Jeg skal i denne korte introduktion til Cobbs arbejde argu-
mentere for at den karakteristik er seerdeles velvalgt i netop hans tilfzelde.

Cobbs videnskabelige produktion er en af de mest omfattende og ogsa en af de mest
indflydelsesrige pa hans felt. Han har sdledes i lpbet af de sidste godt 25 &r alene eller
sammen med andre skrevet ca. 140 artikler til velrenommerede tidsskrifter og bgger
og derudover skrevet og redigeret bpger, konferencebidrag, udviklingsrapporter m.m.
Det der ggr Cobbs produktion interessant, er imidlertid ikke alene dens omfang og den
ubestridelige kvalitet af mange af de enkelte arbejder. Det er ogsa at forfatterskabet
som helhed afspejler vaesentlige og mere generelle udviklingstendenser i matematik-
kens didaktik. Cobb har altsa i hpj grad veeret toneangivende pa den fagdidaktiske
scene. En leesning af hans arbejder er derfor en indgang ikke alene til et akademisk

1  The International Commission on Mathematical Instruction (ICMI) afholder hvert fjerde &r en verdenskonference. Se
mere pd www.mathunion.org/ICMI.
2 Denne og alle senere oversaettelser i artiklen er foretaget af forfatteren.
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forfatterskab, men ogsé til en veesentlig del af matematikdidaktikkens historie siden
1980.

Omfanget og karakteren af Cobbs produktion ggr det til noget af en udfordring at
introducere hans arbejde pa fa sider. Jeg har valgt ikke at referere til de dele der nee-
sten udelukkende har teoretisk interesse. I stedet vil jeg tegne en skitse af den (store)
del af hans produktion der nok er teoretisk orienteret, men som mere umiddelbart
handler om at bidrage til undervisningens praksis. Jeg vil referere til bade zeldre og
nyere udgivelser. Idéen hermed er dobbelt.

For det fgrste vil jeg identificere tre faser i Cobbs arbejde. Den forste fase er ka-
rakteriseret ved en steerk tilknytning til den radikale konstruktivisme. I den periode
arbejder Cobb sammen med bl.a. von Glasersfeld og Les Steffe for fx at karakterisere
stadier i udviklingen af sma skolebgrns teellestrategier og talforstdelser. Den anden
fase kendetegnes ved en stadig steerkere inddragelse af mikrosociale perspektiver pa
leering, dvs. sociale perspektiver knyttet til det enkelte klasserum. I denne periode
fokuserer Cobb i hgjere grad pa sprogets og kommunikationens rolle og formulerer en
socialkonstruktivistisk tilgang til leering der videreudvikler den oprindelige konstruk-
tivistiske inspiration. Og i den tredje fase er interessen forskudt i retning af det der
omtales som ‘design research’. Her er hovedinteressen at planleegge og videreudvikle
forskningsbaserede og teoriudviklende undervisningsforlpb der har et steerkt fagligt
fokus, og som medteenker bade sociale og individuelle aspekter af leering og under-
visning. Samtidig med at indholdet i forskningsindsatsen skifter fra den ene fase til
den anden, ggr den forskningsmetodiske tilgang det ogsa. Jeg skal preesentere savel
de indholdsmaessige som de metodiske sendringer.

Imidlertid - og for det andet - vil jeg ikke betragte disse delvise skift i fokus som
brud eller diskontinuiteter i Cobbs arbejde. Indholdsmaessigt bygger de hver for sig pa
det tidligere arbejde som de videreudvikler og anlaegger nye perspektiver pa. I den for-
stand er der netop tale om et ‘kumulativt’ forskningsarbejde (jf. ICMI-citatet ovenfor).
Desuden er der en rg¢d trad igennem det meste af Cobbs videnskabelige produktion
som binder den sammen pa trods af de delvist forskellige teoretiske referenceram-
mer. Det er séledes et gennemgaende traek i Cobbs arbejde at ville udvikle teoretiske
forstelser pa baggrund af omhyggelige empiriske analyser af elevers leering og at
benytte de teoretiske forstdelser til at stptte undervisningens praksis. Der er i hele
perioden tale om det han selv kalder et refleksivt teori-praksis-forhold (fx Cobb et
al, 2001). Forstdelsen af hvad praksis er, og af hvilke teoretiske perspektiver der med
rette kan leegges pa den, har eendret sig, men den underliggende bestraebelse er i hgj
grad den samme: at teoretisere over praksis og at bidrage til dens videre udvikling.

Cobb har et pragmatisk forhold til teori. Det betyder ikke at han mangler teoretisk
orientering eller stringens i sin teoretiske teenkning. Tveertimod traekker hans arbej-
der pa omfattende teoretiske referencerammer som han selv videreudvikler med
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stor omhyggelighed. Imidlertid, siger Cobb, er diskussionen mellem tilheengere af
forskellige overordnede teoretiske perspektiver — den radikale konstruktivisme, den
kulturhistoriske skole, symbolsk interaktionisme, kritisk teori m.fl. — ofte baret af
en naesten ideologisk overbevisning der ikke bidrager til at kaste lys over de proble-
mer der behandles (Cobb, 2007). I modsaetning hertil mé valget af teoretisk stasted
veere pragmatisk betinget. Det betyder at valget ikke afheenger af hvilken teoretisk
tilgang der er “den rigtige”, men af hvilke formal tilgangene hver for sig kan tjene.
Cobb holder sig sdledes ikke tilbage fra at benytte forskellige teoretiske perspektiver
der har et problematisk forhold til hinanden, og som pé centrale punkter endda er i
indbyrdes modstrid. Fx anvender han savel den radikale konstruktivisme som den
kulturhistoriske skole. Nér jeg ovenfor beskriver udviklingen i Cobbs arbejde som
kontinuert, betyder det ikke at de forskellige teoretiske referencerammer han benytter,
let lader sig forene. Derimod betyder det at han koordinerer anvendelsen af forskellige
teoretiske positioner som han benytter til hver deres formal. Spgrgsmalet er for ham
om og hvordan de hver for sig er anvendelige i den forstand at de kan bidrage med
veerdifulde perspektiver pa det der underspges. For Cobb er “anvendelighed” dog ikke
alene et spgrgsmal om umiddelbart at kunne lgse praktiske undervisningsproblemer.
Det drejer sig ogsd om i hvilken udstreekning et teoretisk perspektiv kan bidrage til
udviklingen af stgrre indsigt og forstaelse i de problemer der behandles. Der er altsd
(ogsa) tale om en form for teoretisk anvendelighed.

Som sagt vil jeg i det fplgende skitsere aspekter af Cobbs produktion fra hele hans
karriere for at pege pa savel kontinuitet som forandring i hans arbejde. Jeg vil dog
leegge hovedveegten pd formuleringen af den socialkonstruktivistiske position, dvs.
pa Cobbs arbejder fra 1990’erne, idet den kan ses som et omdrejningspunkt for hans
pvrige produktion. Desuden har Cobb og hans kollegaer i forbindelse med formulerin-
gen af (deres version af) socialkonstruktivismen udviklet begreber og analysetilgange
der har fiet stor gennemslagskraft i matematikkens didaktik mere generelt.

Jeg har fundet det npdvendigt at ga forholdsvis konkret til veerks i fremstillingen.
Jeg refererer saledes ganske ngje til specifikke forskningsresultater fx om udviklingen
ibgrns teellestrategier. Hovedidéen er dog ikke at dokumentere hvilke teellestrategier
Cobb var med til at identificere. Det er at bruge Cobbs forskning om fx teellestrategier
til at illustrere sdvel hans empiriske omhyggelighed som historien om de leengere og
mere overordnede linjer i hans arbejde.

En tidlig inspiration: den radikale konstruktivisme

Fra begyndelsen af 1980’erne arbejdede Cobb med nogle af den radikale konstruktivis-
mes steerkeste fortalere, von Glasersfeld og Les Steffe. Det arbejde var medvirkende til
at den radikale konstruktivisme fik en steerk placering i matematikkens didaktik i de
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folgende ar, og at den erstattede den behavioristiske tradition der havde domineret
pa omradet tidligere, i hvert fald i USA.

Der er to indbyrdes sammenhaengende kendetegn ved Cobbs tidlige arbejder - det
ene er indholdsmeessigt, det andet metodisk. Den radikalkonstruktivistiske tilgang
gor at der indholdsmaessigt er et overvejende individuelt og kognitivt fokus. Idéen
er sdledes ganske minutigst at kortleegge karakteren af og udviklingen i elevers in-
dividuelle teenkning om faglige begreber og metoder. Baggrunden herfor er den kon-
struktivistiske preemis at der ikke er nogen grund til at antage at elever overtager
leereres eller andres forstdelser i feerdig form. Derimod ma eleverne opbygge deres
egne forstdelser og metoder ved at inkorporere nye erfaringer i gamle. Der er derfor
brug for en kortleegning af stadier i elevers individuelle konstruktioner og af eventuelle
feellestraek i konstruktionerne pa trods af de individuelle forskelle.

Det andet kendetegn er den metodiske tilgang idet Cobb og hans kollegaer benyt-
tede sig af det de kalder “the constructivist teaching experiment”, det konstrukti-
vistiske undervisningseksperiment. Her accepterer forskeren at han eller hun ikke
kan opbygge absolut viden om elevernes leering, men kun modeller af denne leering
baseret pa forskningserfaringerne. Jeg skal eksemplificere svel det konstruktivistiske
udgangspunkt som den metodiske tilgang med henvisning til Cobbs fgrste stgrre
forskningsarbejder. De handler om sma skolebgrns talforstdelser og udviklingen i
dem.

Udviklingen i bgrns teellestrategier og -forstaelser

Sma bprn lerer talremsen uden at talordene har nogen kvantitativ mening. Talordene
har stort set samme karakter som “okker-gokker-gummiklokker”. Det fgrste stgrre
forskningsprojekt som Cobb deltog i, drejer sig om udviklingen i elevers talforstaelse
nar talremsen relateres til teellelige objekter, dvs. nar “et, to, tre, ...” kobles til gen-
stande eller enheder i barnets omverden (Steffe et al., 1983; Steffe & Cobb, 1988). Der
er, siger Cobb og hans kollegaer, ikke nogen grund til pa forhdnd at forvente at elever
gennemlpber ngjagtig samme udvikling pa vej til at kunne operere med abstrakte
enheder. Imidlertid peger deres konkrete undersggelser af udviklingen i bgrns teel-
lestrategier pa at der er feellestraek (Steffe et al., 1983, s. 12).

I det fgrste arbejde identificerede Cobb og hans kollegaer fem faser i bgrns teelles-
trategier (Steffe et al., 1983). Det centrale er, siger de, hvilke enheder eleverne teeller,
og at deidet hele taget udvikler forstaelse af idéen om en enhed. Det er altsd enheder-
nes karakter der kendetegner stadierne i bgrns teellestrategier. Born begynder med at
teelle konkrete objekter som klodser pé et bord, fugle pa en graesplaene og lign. Her kan
enhederne sanses umiddelbart. Denne ‘perceptuelle’ fase aflpses nar bprn efterhanden
bliveristand til at teelle enheder der er skjult. De er dog i fprste omgang afhaengige af
at kunne genskabe mentale billeder af genstandene, og Cobb og hans kollegaer taler
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derfor om en ‘figural’ strategi. I begge disse tilfeelde vil eleverne benytte motorisk ak-
tivitet, fx ved at pege pa aktuelle eller forestillede genstande nar de teeller. Det baner
vejen for den naeste fase hvor barnet teeller sine egne bevaegelser. I den situation er
den enhed der teelles, ‘motorisk’. Barnet bruger og teeller fx sine pegebevaegelser i si-
tuationer hvor det ikke kan se de enheder det teeller. Det sker fx hvis barnet skal fore-
stille sig at man har de fem marmorkugler der ligger pa bordet, og man far tre mere
som man ikke har fysisk til rddighed. Barnet vil da typisk teelle de fprste fem mens hun
peger pa de fem kugler en ad gangen. Derefter vil hun fortseette med at sige “seks, syv,
otte” mens pegebevaegelsen gentages tre gange mere, uden at der er marmorkugler
at pege pa. Barnet tager et yderligere skridt nér det bliver i stand til at teelle sine egne
talord. I en situation hvor der ikke er kugler til radighed, skal hun maske finde ud af
hvor mange kugler man harialt hvis man har fem og far tre mere. Hvis hun siger “der
er fem kugler, en, to, tre, fire, fem —og sa seks, syv, otte”, teeller hun ‘verbale enheder’
i den forstand at hun er ngdt til at udtale hvert talord for at kunne bruge det som et
tegn for en kugle. Og endelig bliver barnet i stand til at teelle ‘abstrakte enheder’. Det er
tilfeeldet hvis hun i situationen ovenfor siger “der er fem, sa er det seks, syv, otte”. Her
forstar barnet “fem” som symbol for et antal kugler som man kunne tzelle hvis man
ville. Forskellen pd at operere med verbale enheder og abstrakte enheder kan sdledes
komme til udtryk ved at barnet i det sidste eksempel er i stand til at benytte talordene
til en “teel videre-strategi” frem for en “teel alle-strategi”.

De fem teelleenheder som Cobb og hans kollegaer identificerede i bgrns udvikling -
de perceptuelle, figurale, motoriske, verbale og abstrakte —blev senere udgangspunkt
for undersggelser af bgrns forstaelse og brug af regnemetoder (Steffe & Cobb, 1988).
Jeg skal ikke her ga i detaljer med det arbejde, og gennemgangen af teellestrategierne
skal her blot tjene til at vise en vigtig hensigt med Cobbs arbejde i fgrste halvdel af
1980’erne. Den er at udvikle modeller af bprns teenkning, eller som Steffe og Cobb for-
mulerede det: at “finde ud af hvad der foregér i bprns hoveder” (Steffe & Cobb, 1988,
s. vii). Til det formadl brugte de en metode som de kaldte “the constructivist teaching
experiment”, det konstruktivistiske undervisningseksperiment.

Det konstruktivistiske undervisningseksperiment

Et konstruktivistisk undervisningseksperiment har ikke umiddelbart meget med
almindelig klasseundervisning at ggre. Derimod er det en speciel form for interview-
underspgelse. Det adskiller sig fra andre kliniske interviews ved at det ikke blot er
hensigten at kortleegge elevernes aktuelle forstaelser af de begreber og metoder der
undersgges. Derimod er det ambitionen at karakterisere og stptte udviklingen i for-
staelserne over perioder pa helt op til to &r nar forskeren spiller en relativt aktiv rolle.
Det er en rolle der har afggrende ligheder med den leereren spiller i det som Cobb &
Steffe 11980’erne karakteriserer som ‘konstruktivistisk undervisning’. Den kraever at
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leereren bevidst forspger dels at bygge sin undervisning pa sine forestillinger om ele-
vernes aktuelle forstdelser, dels at se sdvel sin egen som elevens aktivitet fra elevens
synsvinkel (Cobb & Steffe, 1983) 3.

I det konstruktivistiske undervisningseksperiment arbejder forskeren med en el-
ler nogle fa elever ad gangen for at udvikle modeller af deres aktuelle forstielser og
faglige udvikling. Hensigten er desuden at udvikle metoder der kan stptte fortsat lee-
ring. Ambitionen er imidlertid ikke blot at analysere netop disse elevers forstaelse og
fremskridt og at bygge undervisningsinitiativer der har relevans for dem. Modellerne
skal ganske vist vere sd specifikke at de kan ggre rede for en enkelt elevs udvikling
og fremskridt, men samtidig skal de kunne ggre rede for elevers leering pa det pageel-
dende faglige omrade mere generelt. Denne dobbelte interesse forspger Cobb og hans
kollegaer at forfplge ved lpbende at lade teoretiske overvejelser og empiriske analyser
berige hinanden. De udvikler generelle teoretiske forstdelser med udgangspunkt i
empiriske analyser, og den udviklede teori benyttes til at leegge nye vinkler pa de
observerede data. Denne cykliske bevaegelse fgrer til modeller af elevers leering og af
mulig undervisning. Fx er modellerne af elevers teellestrategier (jf. afsnittet ovenfor)
teenkt som mader at forsta elevers teenkning pa og som redskaber for leerere i deres
undervisning af sma skolebgrn i tal og regning.

En socialkonstruktivistisk tilgang til forstaelsen af klasserum
Cobbs teoretiske pragmatisme har gjort at han i hgj grad inddrager forskellige teore-
tiske tilgange i sit arbejde. Det er ikke mindst tilfeeldet i forbindelse med et af hans
mest betydningsfulde forskningsbidrag, et “socialkonstruktivistisk” eller “emerge-
rende” perspektiv pa leering og undervisning (fx Cobb & Yackel, 1996; for en dansk
introduktion se Skott, Jess & Hansen, 2008, s. 134-167). En af idéerne er at koordinere
forstdelse af de enkelte elevers leering med forstaelse af de normer der udvikles i den
pageeldende klasse. Vi skal tage udgangspunkt i et eksempel pa to elevers indbyrdes
diskussion af et fagligt spprgsmal for at illustrere pointen (tekstboks 1).

I den lille episode i tekstboksen benytter Anne en standardalgoritme til at finde
summen af fem 12’ere. Her og i det efterfplgende forklarer hun sin fremgangsmade
i alt fire gange for Jack der dog fortsat protesterer, og de kommer aldrig frem til det
Cobb kalder en “antaget-feelles” forstaelse af det faglige indhold (Cobb, Yackel & Wood,
1992).

3 Det skal naevnes at Cobb (og mange andre) siden har papeget at det i en vis forstand ikke giver mening at tale om
‘konstruktivistisk undervisning’. Fra en konstruktivistisk synsvinkel konstruerer elever altid noget, uanset hvilken
type undervisning de seettes i. Formuleringen om konstruktivistisk undervisning siger blot at en leerer med et kon-
struktivistisk udgangspunkt ma forspge at se elevernes faglige verden som de selv ser den, og basere sin undervisning
pa det.
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Tekstboks 1: Matematisk kommunikation i indskolingen

Fra Cobb, Wood, Yackel & McNeal (1992).

Cobb, Wood, Yackel & McNeal (1992) analyserer den matematiske kommuni-
kationiindskolingsklasser.Ien af klasserne forspger to elever, Anne ogJack, at
finde summen af fem 12’ere. Anne skriver 12 fem gange lodret under hinanden
i en klassisk additionsalgoritme, og hun forklarer Jack hvordan hun finder sit
resultat:

Anne: “2,4, 6, 8,10” (leegger de fem toere i enerspjlen sammen). “Man skriver nul
der” (skriver “0” pa enernes plads) “og én der” (skriver 1i toppen af tierspijlen). “1,
2,3,4,5, 6" (teller de seks ettaller i tiersgjlen). “Er du enig, det er 60?”

[...]

Jack: “Vent. Det herer 10.Se 1, 2, .., 8,9,10” (leegger de fem toere i enersgjlen sam-
men). “10.”

Anne: “En dér” (peger pa 1som hun har skrevet gverst i tierspjlen). “1, 2, 3, 4, 5, 6. 60.”
Jack: “610?”

Anne: “Du lytter ikke efter.”

Jack: “Jeg fatter ikke det her.”

[...]

Anne: “2,4, 6, 8,10. Lyt sd nu. Seet 0 dér.”

Jack: “Ja.”

Anne: “Ettallet herop.”

Jack: “Det er ikke 0.”

Anne: “1,2,3,4,5,6.”

Jack: “Det er ikke 0. Det er 10.”

Anne: “Nej.”

Jack: “Men det er ikke 0. Det er 10.1, 2, (...) 8,9, 10.”

Anne: “Lyt nu.”

[Diskussionen fortseetter.]

(Cobb, Wood, Yackel & McNeal 1992, s. 579).

Den episode kan analyseres fra forskellige vinkler. Fx kan man anlaegge et konstrukti-
vistisk perspektiv og vurdere hvilke forstaelser Anne har af den pagaeldende situation.
Med en konstruktivistisk terminologi (Steffe & Cobb, 1986; von Glaserfeld, 1995) kan
man sige at hun genkender opgaven som en additionssituation, og at hun assimile-
rer den i sit skema for addition af tocifrede tal. Det skema inkluderer tilsyneladende
anvendelsen af en standardalgoritme. Hun finder et svar som leereren accepterer, og
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hun far sdledes skemaet bekrzeftet. Jack er pa den anden side ikke overbevist. Han in-
sisterer pa at summen af de fem totaller er 10 og ikke 0. Da de spger hjeelp hos leereren
til at lpse uenigheden, siger han: “Alle toerne bliver 10 ndr man leegger dem sammen.
Hun tager én veek fra titallet” (Cobb, Wood et al., 1992, s. 580). Jack protesterer saledes
mod Annes made at lpse opgaven pa.

Fra en konstruktivistisk synsvinkel kan man séledes sige at de to elever har konstru-
eret forskellige skemaer for addition af tocifrede tal, og at den mentale uligeveegt der op-
star for Jack, ikke kan lgses i situationen fordi han ikke kan tilpasse sit skema til Annes.

Der kan imidlertid ogsa laegges en anden vinkel pd kommunikationen mellem de
to elever. De forklaringer Anne tilbyder, relaterer sig ikke til meningsindholdet i at
operere med tal. Et sddant indhold kunne fx vaere at ti enere kan omgrupperes til en
tier som kan skrives som et ettal et vilkarligt sted i tierkolonnen. For Jack — og sand-
synligvis ogsa for Anne selv —bestar Annes tilgang imidlertid i blot at manipulere et
seet af symboler hvilket Jack beskriver som “mixing up a bunch of numbers” (Cobb,
Wood et al,, 1992, s. 580). Der er altsa en forskel i deres forstaelse af hvad der skal til
for at der er tale om en god matematisk forklaring. Det er en mulig forklaring pa at
leeringspotentialerne i episoden aldrig realiseres.

Sociale normer, sociomatematiske normer og

klasserummets matematiske praksisser

I Annes og Jacks klasse er der tilsyneladende en forventning om at eleverne skal for-
klare hvordan de finder svarene pa de opgaver de arbejder med. Det er en norm som
Anne opfylder. Nar kommunikationen bryder sammen, og hun opgiver at forklare
yderligere, er det altsd ikke fordi hun i den konkrete situation ikke pnsker at give den
forklaring Jack efterlyser. Imidlertid ser det ud til at hun og Jack har forskellige opfat-
telser af hvad der er en god eller bare en acceptabel matematisk forklaring. Annes
forklaring relaterer sig til en made at manipulere med symboler p4, men Jack forventer
ihpjere grad en forklaring der viser hvordan meningsindholdet i additionen haenger
sammen med symbolmanipulationen. Han er séledes ikke tilbgjelig til at acceptere
Annes forklaring, for — som han siger — summen af fem toere er 10 og ikke 0. Jack
synes séledes at forvente en forklaring der henviser til at der er tale om at operere pa
tiere og enere som talmaessige storrelser.

Disse forskellige forestillinger om hvad en god matematisk forklaring er, kan ses som
et aspekt af det mere generelle spprgsmal om hvad der overhovedet er lpdig matema-
tisk aktivitet. I den forstand, siger Cobb, Wood m.fl., repraesenterer de to elever forskel-
lige faglige traditioner i skolematematik selv om de gar i samme klasse. Generelt kan
klasserum domineres af forskellige sddanne traditioner. Traditionerne er imidlertid
ikke bare ydre rammer for elevernes faglige leering. De er, siger Cobb, ganske bestem-
mende for hvilke forstielser eleverne kan konstruere af og om matematik. Desuden
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er de faglige traditioner socialt og interaktivt etablerede i den pagaeldende klasse. Der-
for ma det ganske individuelle perspektiv pd leering og viden der ligger i den radikale
konstruktivisme, udfordres hvis man skal forsta faglig leering i klassens sociale sam-
menhaeng. Man kan ikke ngjes med at ville underspge “hvad der foregdr i elevernes
hoveder” (jf. det tidligere citat fra Steffe & Cobb, 1988, s. vii). Man ma se pa relationerne
mellem det der foregar i deres hoveder, og den lokale sociale ssammenhaeng.

Der er her en implicit kritik rettet mod de konstruktivistiske undervisningsekspe-
rimenter som Cobb tidligere benyttede. De tager ikke de socialt udviklede normeriet
klasserum i betragtning. Der er derfor brug for at erstatte konstruktivistiske under-
visningseksperimenter med en metode der er knyttet til hele klassers undervisning.
Det sker i ‘classroom teaching experiments’ som gennemfgres for at “ggre rede for
elevers matematiske udvikling som den finder sted i klasserummets sociale kontekst”
(Cobb & Yackel, 1996, s. 176, fremheevelse i originalen). Her tilleegges interaktionerne
iklasserummet en ny og mere betydningsfuld rolle. I den tidligere konstruktivistiske
tilgang blev social interaktion set som en made at understgtte en i gvrigt uafhaengig
psykologisk udvikling pa. Interaktion har da et udvendigt forhold til leeringsproduk-
terne. I forbindelse med “classroom teaching experiments” ses interaktionen som
afggrende for selve indholdet i elevernes leering.

Cobb og hans kollegaer forspger saledes i 1990’erne at koordinere psykologiske og
sociale perspektiver pd matematikklasserum. Det ggr de pa tre forskellige niveauer af
arbejdet i den minikultur der udvikles i en klasse (se tabel 1). Det ene niveau drejer sig
om de generelle forestillinger og forventninger om faglig aktivitet der udvikles i klas-
sen. Det andet niveau drejer sig ogsd om forestillinger og forventninger, men er mere
specifikt knyttet til det faglige indhold. Det tredje niveau drejer sig om etableringen
af matematiske praksisser i klasserummet og - i det psykologiske perspektiv — om
elevernes udvikling af faglige begreber og deltagelse i faglige aktiviteter.

Tabel 1. Cobb & Yackels sociale og psykologiske perspektiver pd matematikklasserum
(fra Cobb & Yackel, 1996, s. 177).

Det sociale perspektiv Det psykologiske perspektiv

1. Sociale normer i klasserummet. 2. Forestillinger om ens egen og andres
rolle i klasserummet og om den generelle
karakter af matematisk aktivitet

3. Sociomatematiske normer 4. Forestillinger og veerdier der er knyttet til
matematik og matematisk aktivitet

5. Matematiske klasserumspraksisser 6. Matematiske begreber og aktiviteter
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I eksemplet i tekstboks 1ser det som naevnt ud som om Anne og Jack deler en forestil-
ling om at man skal forklare sin teenkning ndr man arbejder med matematik (punkt
2 itabel 1). I klasserum kan der udvikles en accept af eller norm for at det er npdven-
digt med sddanne forklaringer, og af at man har en forpligtelse til at forspge at forsta
andres forklaringer. Sddanne normer kan dog lige s& godt geelde i andre fag som fx
historie og dansk. Det er sdledes en generel social norm for faglig aktivitet (punkt 1)
som ogsa kan geelde for matematik (Yackel & Cobb, 1992).

Imidlertid er der tilsyneladende en uenighed mellem Anne og Jack om hvad der
er meningen med en matematisk forklaring. Mens Jack forventer at forklaringen
skal relateres til meningsindholdet i de matematiske symboler der arbejdes med,
sd er Anne tilsyneladende mere optaget af at forklare hvordan symbolerne kan
manipuleres. Der er sdledes forskel pa deres forestilling om hvad der teeller som
en acceptabel matematisk forklaring, og mere generelt om hvad der kendetegner
matematisk aktivitet (punkt 4 i tabel 1). Ligesom der kan udvikles generelle sociale
normer for faglig aktivitet i et klasserum, kan der udvikles normer for hvad der
er lpdig aktivitet i forbindelse med de mere matematiske dele af arbejdet. Disse
fagspecifikke normer kalder Cobb og hans kollegaer “sociomatematiske normer”
(punkt 3). “Sociomatematiske normer”er fx:

normative forstéelser af hvad der teeller som matematisk forskelligt, matematisk sofisti-
keret, matematisk effektivt og matematisk elegant i en klasse. [...] Tilsvarende er det en
sociomatematisk norm hvad der tzeller som en acceptabel matematisk forklaring eller
begrundelse. (Yackel & Cobb, 1996, s. 461)

Sadanne normer kan fx udvikles ved at man som underviser organiserer klassesam-
taler hvor elevernes metoder szettes til diskussion. Yackel og Cobb (1996, s. 469 ff.)
giver et sddant eksempel fra begyndelsen af 2. klasse (se tekstboks 2).

Pointen i eksemplet i tekstboks 2 er at Jameels forklaringer refererer til menings-
indholdet i cifrene. Det star i modseetning til Travonda der udelukkende synes at
referere til cifrene. For Jameel er ettallerne 10 hver, og totallet i tiersgjlen er 20, mens
to-, tre- og femtallet i enerspjlen refererer til antal enere. Desuden er svaret ikke et
total og et femtal sddan som Travonda formulerer det, men 25.

For udvikle sociomatematiske normer i en klasse er det afggrende at eleverne ikke
bare engageresiat finde svar pd opgaver, men i at finde alternative mader at lgse op-
gaverne pa og seette forskelle og ligheder til diskussion. Det er det Jameel gpr i episoden
itekstboks 2. Leereren accepterer bade Jameels udfordring til Travondas forklaring og
Jameels alternativ uden direkte at affeerdige Travondas forslag. En tilsvarende situa-
tion kunne opstd i eksemplet med Anne og Jack (jf. tekstboks 1). Antag fx at leereren i
den situation havde bedt andre om at preesentere deres metoder. En elev kommer til
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tavlen og skriver ligesom Anne de fem 12-taller op under hinanden, og hun forklarer
mens hun peger: “10 plus 10 er tyve plus 10, det er tredive, fyrre, halvtreds” (skriver
‘50’ under 12-tallerne og begynder sa pa enerspjlen); “to plus to plus to plus to plus to,
det er 10” (skriver ‘10’ under ‘50°). “Sa det er 10 og 50. Det er 60.” I begge disse episoder,
dvs. bade i situationen med Travonda og Jameel og i den opdigtede fortszettelse med
Anne og Jack, kan man som lerer forsgge at legitimere den forklaring der relaterer sig
til forklaringen til de matematiske objekter som symbolerne refererer til. Dermed kan
den forklaring der udelukkende refererer til symbolerne, treede i baggrunden indtil
der er en feelles forestilling om hvad cifrene pa tiernes plads refererer til.

Tekstboks 2: Udviklingen af sociomatematisk

norm om matematisk argumentation

Fra Yackel & Cobb (1996).

Travonda forklarer sin lpsning pa opgaven. Roberto havde 12 pennies, og hans
bedstemor gav ham nogle flere. Nu har han 25. Hvor mange fik han af sin bed-
stemor? Hun beder leereren skrive 12 og 13 under hinanden og forklarer sa: “Jeg
sagde én plus én er to, og tre plus to er fem”.

12
+13
25

Der er flere elever der udfordrer den forklaring, blandt dem Jameel og Rick:

Jameel: (hopper op af seedet og peger pa skeermen) “Mr. K. Det er 20. Det er 20.”
Rick: (samtidig) “Uh, det der er 25.”

Flere elever: “Det er 25. Det er 25. Han taler om det der.”

Jameel: “10.10. Det er 10 lige der ... “(gar op til skeermen og peger pa tallene mens
han taler). “Den her 10’er og den her 10’er” (peger pa ettallerne i tierkolonnen).
“Det er 20” (peger pa to i tierkolonnen).

Leereren: “Ja.”

Jameel: “Og det her er fem mere, og det er 25.”

Leereren: “Det er rigtigt. Det er 25.”

(Yackel & Cobb, 1996, s. 470)
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Den slags diskussioner legitimerer imidlertid ikke bare nogle matematiske mader at
argumentere pd og dermed en sociomatematisk norm om hvad der er et godt mate-
matisk argument. De legitimerer ogsé nogle matematiske metoder frem for andre. Nar
sadanne metoder etableres i klassen sa de ikke leengere kreever argumentation fordi
alle tilsyneladende har accepteret dem, bliver de en del af det Cobb og hans kollegaer
kalder “matematiske klasserumspraksisser” (punkt 5 i tabel 1). Nar eleverne deltager
i disse praksisser og bidrager til at videreudvikle dem, reorganiserer eleverne deres
egne forstaelser af det pageeldende indhold. Fx kan Anne, Jack og deres kammerater
videreudvikle deres forstielser af addition og af positionssystemet ved at engagere
sig i udviklingen af de netop naevnte praksisser. Et muligt neeste skridt kunne veere at
finde ud af “hvor mange tiere og enere der er”. Sa ville man i en vis forstand operere
pa symbolerne men eksplicitere at det er antallet af tiere man finder nar man teeller
forste-cifrene sammen i tocifrede tal.

Cobb og Yackel papeger i overensstemmelse med deres oprindelige konstruktivi-
stiske udgangspunkt at man ikke kan vide om eleverne teenker ens blot fordi de del-
tager i tilsyneladende feelles praksisser. De bruger derfor den lidt tunge formulering
at forstdelserne er ‘antaget-felles’ (taken-as-shared), snarere end fzelles. Faktisk vil
psykologiske analyser af de enkelte elevers teenkning typisk afslpre forskelle i deres
teenkning selv om de deltager i feelles matematiske klasserumspraksisser og har ud-
viklet antaget-feelles forestillinger om meningen med dem.

De psykologiske og sociale perspektiver pa matematikleering i klasserum kan sup-
plere, eller med Cobbs ord, komplementere hinanden. Man kan fokusere pa de psyko-
logiske sider af sagen og se dem pa baggrund af de normer og praksisser der udvikles
socialt. Og man kan omvendt fokusere pa de sociale sider som udvikler sig pa baggrund
af de forestillinger og faglige forstéelser eleverne hver for sig udvikler. Pointen er altsé
at det sociale og det psykologiske er sa fuldsteendig integreret i hinanden at ingen af
dem kan forstds uden at medteenke den anden. Der er ikke tale om at det ene perspek-
tiv, det sociale eller det psykologiske, er “rigtigere” end det andet. Man kan ganske en-
kelt ikke forsta det ene uden at medtaenke det andet. Det er det der er kernen i det so-
cialkonstruktivistiske eller emergerende perspektiv pa klasserum som Cobbi1990’erne
udviklede sammen med sine kollegaer, iseer sammen med Erna Yackel.

Design research

Siden Cobb formulerede sit socialkonstruktivistiske syn pa leering i klasserum, har
hanistigende omfang veeret optaget af at udvikle og teoretisere over undervisnings-
forlgb praeget af dette syn. Det har han gjort i specifikke faglige sammenhaenge, som
fx leengdemal i 1. klasse (fx Cobb, Stephan, McClain & Gravemeijer, 2001). Sddanne
arbejder er eksempler pa “design research”. Som eksempel skal vi se pa det omfattende
projekt som Cobb har gennemfprt sammen med en raekke kollegaer om dataanalyse
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i7. og 8. klasse (fx Cobb, 1999; Cobb, 2000; Cobb, McClain & Gravemeijer, 2003; for
en dansk introduktion se fx Skott, Jess & Hansen, 2008, s. 146 ff. eller Schou, Hansen,
Skott & Jess, 2008, s. 380 ff. og 390 ff.).

Det var ét udgangspunkt for arbejdet med dataanalyse at Cobb og hans kollegaer
foretog en meget omfattende laesning af eksisterende forskning p& omradet. Et an-
det udgangspunkt var nogle evalueringer af hvordan eleverne i den pageeldende
klasse arbejdede med og diskuterede data. Det var et gennemgéende traek at eleverne
opfattede det at arbejde med data som “at ggre noget med tal”, fx at beregne gen-
nemsnit eller andre deskriptorer (Cobb, 2000, s. 47). Det var séledes i alt vaesentligt et
omrade der blev forbundet med en raekke proceduremeessige tiltag som fx at leegge
observationsveerdierne sammen og dividere med antallet af dem nér der var tale om
numeriske data. Negativt formuleret forbandt eleverne ikke data og dataanalyse med
forspget pa at finde tendenser i data for at kunne forstd eller tage stilling til veesentlige
spgrgsmal vedrgrende den pageeldende situation. Derfor blev det et mal med under-
visningseksperimentet at udfordre og influere elevernes overordnede forstdelser af
hvad meningen med dataanalyse overhovedet er.

P4 den baggrund blev det besluttet at udgangspunktet for undervisningen skulle
veere empiriske fordelinger af datasaet som eleverne skulle forholde sig til. Blandt de
fordelinger som eleverne arbejdede med, var:

+ En sammenligning af kvaliteten af to aids-behandlinger malt ved antallet af T-
celler i patienternes blod

+ En sammenligning af holdbarheden af to typer af batterier

+ Envurdering af om en fartkontrol har en effekt, ved at sammenligne bilers hastig-
heder fgr og efter kontrollen

+ Sammenhangen mellem bilers hastighed og deres CO,-udledning med henblik pa
at tage stilling til hvad der er rimelige fartgreenser.

Eleverne arbejder i mange timer med at analysere og diskutere hvert af disse og andre
dataseet, bl.a. ved at bruge computerprogrammer som Cobb og hans kollegaer har
udviklet til formalet. Disse programmer praesenterer dataseettene grafisk pa forskellig
vis. Fx kan hvert batteris holdbarhed praesenteres som et punkt placeret over en akse
der angav holdbarhed malt i antal timer. Det ggr det muligt at tale om fx hvor der
er “bakker” i fordelingerne, dvs. hvor datapunkterne samler sig i klumper og derfor
placeres oven i hinanden pa grafen, og om observationerne er spredt mere ud ved
den ene slags batteri end ved den anden. I kraft af diskussionerne om data og om
de mader data kan praesenteres pa, udvikles stadig mere avancerede matematiske
klasserumspraksisser. Den fprste gar ud pa at sammenligne absolutte antal som nar
Janice argumenterer for at Always ready, det ene batterimeerke, er bedst, for “ud af de
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10 batterier der holdt leengst, er de 7 fra Always ready” (Cobb, 1999, s. 15). Argumentet
impdegas af andre elever der papeger at de batterier der holder darligst, ogsa er fra
Always ready. Det forer til en diskussion af i hvilke sammenhaenge det er afgprende
at et batteri holder i hvert fald i en vis periode. Som Barry siger: “Hvis man skal bruge
dem til noget virkelig vigtigt, og man kun har et eller to batterier, s& synes jeg virkelig
man skal gé efter det mest konstante” (Cobb, 1999, s. 16).

I den fprste matematiske klasserumspraksis sammenligner eleverne primeert for-
delinger ved at se pa absolutte antal, dvs. ved additive sammenligner: “Der er s og
s& mange der holder leengere end (...) og der er flere af den slags end af den slags,
der (...)” De kommer siden i situationer hvor antallet af observationer i de dataseet
der skal sammenlignes, er meget forskellige. Det geelder fx nar de skal sammenligne
aids-behandlinger. Efter den traditionelle behandling har 130 patienter feerre end
525 T-celler i blodet, mens 56 har flere. De tilsvarende tal for den eksperimentelle
behandling er hhv. 9 og 37 (se figur 1). Om den situation siger Ken: “Jeg har et forslag.
Jeg ved ikke hvordan man kan ggre det [uhgrligt]. Er der en made at sammenligne
130 og 56 med 9 og 37? Jeg ved ikke hvordan.” (Cobb, 1999, s. 26). Her er de pa vej til
at udvikle den nzeste klasserumspraksis der grundleeggende gar ud pé at foretage
multiplikative sammenligninger. Det er centralt for at eleverne kan udvikle denne
praksis, at fastholde det oprindelige problem som fokus for deres opmaeerksomhed,
nemlig spgrgsmalet om hvilken behandling der er bedst. Samtidig skal de udvikle
en egentlig matematisk made at forholde sig til de to dataseet p& nar de beskriver
forskellene mellem dem.
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Figur 1. T-celler i blodet hos to grupper af aids-patienter. Patienter der modtager den
traditionelle behandling, ses nederst; dem med den eksperimentelle behandling ses
gverst.
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Den form for “design research” der her er tale om, foregar ved at Cobb og hans kollegaer
planleegger et leengerevarende forlgb af helt op til et ars varighed pa et specifikt fagligt
omrade. Fra dag til dag reviderer de planerne for den neeste time pa baggrund af de
hgstede erfaringer sd der Ipbende opstar minicyklusser af planleegning og revision
af den planlagte undervisning. Det er en langsigtet interesse at udvikle det de kalder
en “domain specific instructional theory”, dvs. en teori for undervisning i et specifikt
fagligt omréde som fx dataanalyse. Det er en del heraf at de koordinerer de sociale og
psykologiske perspektiver pa de tre niveauer af klassens mikrokultur der er indeholdt
i tabel 1. I forleengelse af disse mere fagligt specifikke overvejelser udvikler de ogsé
nye teoretiske forstdelser af fx kommunikationens og symbolernes rolle mere gene-
relt. Det tilsyneladende beskedne teoretiske ambitionsniveau - en indholdsspecifik
undervisningsteori —far dermed ogsa andre potentialer.

Afsluttende kommentarer
IICMTI's begrundelse for at tildele Paul Cobb Freudenthalmedaljen hedder det at hans
“arbejde er en sjeelden kombination af teoriudvikling, empirisk forskning og prak-
tiske anvendelser” (ICMI, 2008b). Jeg har i det foregdende forsggt at vise at denne
kombination har praeget Cobbs arbejder fra begyndelsen for snart 30 ar siden. Hans
udgangspunkt var et overvejende individuelt og kognitivt syn pad matematikleering.
Det blev i 1990’erne suppleret med lokalt-sociale perspektiver der iseer fokuserer pa
sprog og kommunikation i det konkrete klasserum. De sidste 10 ars “design research”
fokuserer pd at planlegge og teoretisere over undervisning og leering i klassens sociale
sammenhaeng. Desuden inddrager Cobb og hans kollegaer i stigende omfang sociale
overvejelser der reekker ud over det specifikke klasserum, fx ved at se pa den rolle som
skolen og skolesystemet spiller for undervisning og leering.

Udviklingen i Cobbs forfatterskab er baret af hans underliggende dobbeltinteresse
i savel at teoretisere over praksis som at bidrage til dens videreudvikling. Det er en
interesse der gar som en rgd trdd gennem hans arbejder, og det er den der ligger bag
skiftene i hans teoretiske orientering. Det er sdledes denne interesse der har gjort
det npdvendigt at anleegge stadig mere sociale perspektiver pa praksis efterhanden
som den oprindeligt kognitive tilgang viste ikke blot sine potentialer, men ogsa sine
begraensninger. Den version af socialkonstruktivisme som Cobb og hans kollegaer
formulerer, undgér disse begraeensninger ved at koordinere individuelle og sociale
perspektiver pd matematikleering og -undervisning. Nar man ger det, kan der rejses
andre spgrgsmal, og der kan gives andre typer af svar end hvis man udelukkende
hzefter sig ved det ene eller det andet perspektiv.

Den socialkonstruktivistiske tilgang til forstaelsen af matematikklasserum har haft
stor indflydelse i matematikkens didaktik. Cobb har dermed ikke blot bidraget med
nye forstaelser af undervisning og leering pa specielle faglige omrader som indledende
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talbehandling og dataanalyse. Han har i hgj grad ogsa haft indflydelse pa hvad der
overhovedet anses for at veere gode matematikdidaktiske spprgsmal og svar. Han har
altsd veeret central i udviklingen af de “socio-matematikdidaktiske normer” der i dag
preeger matematikkens didaktik som forskningsfelt.
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Abstract

Paul Cobb received the Freudenthal Prize for his research in mathematics educa-
tion at ICMI-11 in 2008. The intention with this article is to introduce Cobb’s work.
The main emphasis is on the version of social constructivism that he and his col-
leagues developed in the 1990s. However, links are made to Cobb’s earlier work
inspired by radical constructivism and to his later focus on educational design.
There are significant theoretical and methodological shifts in Cobb’s research.
However, his work is consistently oriented towards a dual interest in theori-
sing teaching-learning processes and contributing to their further development.
Combined with his theoretical pragmatism this indicates that his work may bet-
ter be characterised by gradual, continuous development than by fundamental
discontinuities.
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