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En lommeregnerstottet
tilgang til greensevaerdier
og uendelighed i
gymnasiets matematik-
undervisning

Martin Sonnenborg, Neestved Gymnasium og HF

Anvendelsen af avancerede symbolske lommeregnere i gymnasiets matematikundervisning giver
elever sdvel som leerere et verktgj som kan ggre undervisningen mere spaendende og leererig hvis det
anvendes korrekt. I artiklen praesenteres en raekke fordele ved at anvende lommeregneren i den daglige
undervisning ligesom to undervisningssituationer omkring graeenseveerdier og uendelighedsbegrebet
skitseres. Isaer den sidste af de to undervisningssituationer fremmer elevernes personligggrelse af den

tilsigtede viden, jf. Teorien om Didaktiske Situationer.

Indledning

Flere kommunale og private musikskoler tilbyder undervisning i harmonikaspil. For
de af MONAs leesere som ikke umiddelbart er bekendt med den naermere indretning
af dette (i pvrigt ganske hgjlydte) instrument, kan jeg oplyse at harmonikaen for
hgjre hands vedkommende fungerer stort set som et almindeligt klaver. Venstre hand
derimod afhaenger af harmonikaens type. Enten frembringes en hel akkord ndr man
trykker pa en knap og hiveribeelgen (dette kaldes grundbas), eller ogsd frembringes —
igen som pa et klaver —kun en enkelt tone (dette kaldes melodibas). Den fgrste af de
to anvendes blandt andet til spmandsviser mens den anden er npdvendig til at spille
mere avanceret musik sadsom klassiske stykker.

Harmonikalzrerne er ikke helt enige om hvilken tilgang man bgr bruge ndr man
fgrste gang introducerer nye elever til harmonikaen. Nogle mener at eleverne lige s
godt kan leere at spille “rigtigt” allerede fra begyndelsen (dvs. med melodibas), mens
andre foretraekker at leere eleverne grundbas i starten for sé at leere dem melodibas-
sen senere nar de grundleeggende feerdigheder inden for harmonikaspil mestres
(baelgvendinger, forte, piano osv.). Helt oplagt er der fordele ved at undervise i brug
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af melodibas fra starten, men en af fordelene ved grundbas er at den musik man som
elev leerer at spille, meget hurtigere lyder af noget. Eleverne far med det samme fglel-
sen af faktisk at spille musik hvilket giver dem en hgj grad af tilfredsstillelse og lyst
til at pve sig og blive bedre. Omvendt kan de elever som fra begyndelsen undervises
ibrug af melodibas, have sveerere ved at motivere sig til at pve — deres harmonikaspil
lyder af vaesentligt mindre i begyndelsen idet de spiller enkelte toner frem for hele
akkorder.

De forskellige tilgange til at leere eleverne at spille pa harmonika kan umiddel-
bart genkendes inden for matematikken i forbindelse med veesentlige punkter i den
diskussion der har veeret omkring brugen af avancerede symbolske lommeregnere
(CAS-veerktgjer) i gymnasieundervisningen: Nogle leerere mener at eleverne skal leere
den “rigtige” matematik fgrst og s senere kan tillades at skyde genvej ved at anvende
deres lommeregner; andre ser ikke noget problem i at lommeregnerne anvendes fra
starten.

I denne artikel vil jeg skitsere en raekke idéer til en lommeregnerstottet tilgang
til matematiske graensevaerdier i gymnasiet. De overordnede idéer stammer fra mit
speciale inden for netop dette felt.! P4 samme made som grundbas giver harmonikaele-
verne mulighed for at spille musik allerede fra starten, kan lommeregneren anvendes
til at give gymnasieeleverne mulighed for at lave relativt avanceret matematik med
greenseveerdier allerede fra et tidligt tidspunkt — de formelle metoder (melodibas)
folger efter i naturlig forleengelse nar de fprste grundleeggende kundskaber er tileg-
net.

Efter en kort redeggrelse for det didaktiske potentiale en velovervejet lomme-
regnerstgttet tilgang har, fglger to eksempler pa en lommeregnerstgttet tilgang til
greenseveerdier og uendelighedsbegrebet. Artiklen afsluttes med perspektivering og
en kort konklusion.

Lommeregnerens didaktiske potentiale
Set fra elevernes side er en symbolsk lommeregner et herligt veerktgj. De kan an-
vende den til at spare tid og besveer i forbindelse med besvaerlige omskrivninger,
udregninger osv. Leereren pa den anden side finder det ofte problematisk at eleverne
kan lpse flere opgaver pa deres lommeregner uden at behgve teenke det mindste selv
(Trouche, 2005).

Her er det nyttigt at skelne mellem hvad man kan kalde brug og misbrug af lomme-
regneren. Brug er nar lommeregneren anvendes som et positivt valgt hjeelpemiddel til
at udforske en problemstilling eller spare tid i forbindelse med eksempelvis udfgrelse

1  Specialet er tilgeengeligt i sin fulde leengde online pé Institut for Naturfagenes Didaktiks hjemmeside www.ind.ku.dk
under publikationer.
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af en reekke komplicerede udregninger som eleven seedvanligvis selv ville veere i stand
til at udfgre givet nok tid. Misbrug pa den anden side er nar lommeregneren udnyttes
som en magisk maskine som giver svar pa opgaver eleven darligt selv forstar og helt
sikkert ikke ville veere i stand til at lpse uden.

Et klassisk eksempel pé brug er nér eleverne efter at veere blevet introduceret til
differentialregningens lyksaligheder skal anvende deres viden til at finde lokale eks-
trema for et tredjegradspolynomium f(x). Strategien er hurtigt klar: Bestem f'(x), og 1¢s
andengradsligningen f(x) = 0. Her er undervisningens fokus pa metoden frem for pa
differentiationsrutinen eller for den sags skyld pa Ipsning af andengradsligninger. I
forbindelse med disse to, i sammenligning med hovedfokusset pa metode sekundeere,
elementer af eksempelregningen kan lommeregneren vaere nyttig for eleverne og
spare dem for en del tid og besveer.

Tilsvarende kan leereren drage fordel af lommeregneren. Hvis eleverne tillades
at anvende lommeregneren til at Ipse andengradsligninger (og eventuelt ogsa til at
differentiere), bliver eleverne for det fprste i stand til hurtigere at arbejde sig gen-
nem en lang raekke eksempler. For det andet styrkes metodefokusset ved at metoden
umiddelbart kan generaliseres til vilkérlige polynomier; pd lommeregneren anvendes
nejagtigt de samme kommandoer ligegyldigt hvilket polynomium der er tale om:
definer, differentier, seet lig nul, 1gs ligningen.

Videre giver lommeregneren mulighed for at tage nye tilgange til matematikken
i brug. Som netop omtalt kan lommeregneren szette eleverne i stand til hurtigt at
arbejde sig igennem en raekke (beregningstunge) eksempler hvilket kan udnyttes i
forbindelse med en eksperimentel tilgang til matematikken.

En eksperimentel tilgang (se figur 1) hvor eleverne selvsteendigt udforsker en pro-
blemstilling, fremsaetter hypoteser, formulerer og senere beviser saetninger osv., er
en langt mere naturlig tilgang til matematikken end den logisk opbyggede, deduk-
tive matematik som vi kender sa godt fra diverse leerebpger. Lakatos (1976) beskriver
hvordan udviklingen inden for matematikken er karakteriseret ved en steerkt eksperi-
mentel dimension, og denne kan tilgodeses i gymnasiematematikken ved at anvende
lommeregneren til at udforske en given problemstilling med alle de matematiske
kompetencer dette medfgrer. Et eksempel pa en sddan udnyttelse af lommeregneren
folger.




38  Martin Sonnenborg MONA 2007 - 4

Observation ___ Hypotese | ———Bevis
Formulering

Ny hypotese | Eksempler Setning

A
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Formulering eksempler < Anvendeise

Figur 1. En eksperimentel tilgang til matematikken er i langt hgjere grad end en
deduktivt opbygget tilgang i trdd med den mdde matematikken faktisk udvikler sig
pd. Lommeregneren kan anvendes til at overskue en stor maengde eksempler hvilket
er ngdvendigt for at szette eleverne i stand til selvstaendigt at formulere hypoteser og
saetninger.

Videre kan lommeregneren ogsa anvendes som en kikkert. Ud over at seette eleverne
i stand til hurtigt at overskue et stgrre omrade (ved at regne en masse eksempler
igennem) kan den ogsa anvendes til at se resultater som ligger langt ude i horison-
ten. Séledes kan eleverne som en anden opdagelsesrejsende langsomt arbejde sig
hen mod et mal som de har fundet ved hjeelp af deres lommeregner, og med overblik
over landskabet foran dem &bnes for alternative ruter, frem for at de blot gér frem i
fugleflugtslinje gennem alskens buskads og tornekrat. Et eksempel pa denne anven-
delse fplger her.

Problemet med graensevaerdier

Greenseverdier regnes (med rette) for at veere et af de mest udfordrende matema-
tiske begreber som gymnasieelever stifter bekendtskab med. En formel tilgang til
greenseverdier ma npdvendigvis tage sit udgangspunkt i den formelle definition af
greenseveerdi, med alle de kvantorer, uligheder og graeske bogstaver som optraeder i
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denne som udgangspunkt. Mange gymnasielzerere velger dog en sddan formel tilgang
fra da den er ganske tung og vanskelig at forsta for langt stgrstedelen af eleverne.
I stedet veelges en mere uformel tilgang, eksempelvis i forbindelse med en fgrste
introduktion til differentialregning hvor greenseveaerdierne sd at sige erstattes af en
lineal som repraesenterer en korde som gradvist eendres til en tangent.

Pa den anden side opstiller Sierpinska (1987) en hel raekke problemer og misfor-
stdelser i forbindelse med greenseveerdier som man typisk stgder pa blandt eleverne.
Eksempelvis opfatter flere elever ikke greenseveerdier som et matematisk funderet
koncept, men som en ad hoc-metode baseret pa erfaring. Mange elever opfatter green-
seveerdier som en form for tilneermelse eller som en slags dynamisk bevaegelse hen
mod et givet tal a, og begge disse misforstdelser kan sa tolkes i et geometrisk eller et
numerisk perspektiv.

De fleste af de hyppigst forekommende misforstéelser kan spores tilbage til en man-
gel pa en formel tilgang til greenseveerdier hvilket efterlader os ilidt af et dilemma:
P4 den ene side er en formel tilgang umiddelbart for vanskelig for stgrsteparten af
eleverne, og pa den anden side medfgrer en uformel tilgang til greenseveerdier flere
forskellige misforstdelser blandt eleverne.

Min idé til en lgsning af dette problem er at kombinere en uformel tilgang til
grensevaerdier med velfunderede formelle matematiske metoder. Bdde inden for den
uformelle tilgang og inden for de formelle metoder kan en symbolsk lommeregner
med fordel anvendes, hvilket jeg vil komme naermere ind pa i det fgplgende.

Eksempel 1: En sammenligning af to graensevaerdier
Som et led i det undervisningsforlgb jeg designede i forbindelse med mit speciale,
skulle eleverne blandt andet betragte fplgende greenseveerdier:

A lim, sin[l]
X

B lim, ,x- sin[l]
b

Umiddelbart er de ganske ens, men et neermere studie af de to udtryk vil vise at de
i virkeligheden er ganske forskellige, ligesom dette studie vil give anledning til at
fremheeve vigtige pointer i forhold til den formelle definition af graensevaerdier.
Udgangspunktet for en sammenligning af de to er at der er noget konkret at
sammenligne. Beder man en gymnasieelev sammenligne de to udtryk, kan ved-
kommende givetvis forholdsvis hurtigt fortzelle at forskellen er det x der er med
i udtryk B, men ikke i A. Men nu er matematik mere og andet end “find fem fejl”,
og et sddant svar stiller ingen gymnasielzerer sig tilfreds med i leengden. En mere
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kvalitativ matematisk sammenligning uden nogen hjeelpemidler vil dog falde de
fleste gymnasieelever ganske vanskelig, og det er her den symbolske lommeregner
kommer ind i billedet.

Ved at bruge lommeregneren kan eleven ganske hurtigt bestemme veerdien af
de to udtryk (se figur 2), og med de forskellige resultater som udgangspunkt er sam-
menligningen ovenfor pludselig meget mere interessant. Med udgangspunkt i at
den eneste forskel pad selve udtrykkene er et x, kan lommeregnerens resultat bruges
til at drage den konklusion at det netop er det x som ma veere skyld i at udtryk A er
udefineret (figur 2a) mens udtryk B er lig med nul (figur 2b).

Fi~| Fer [F3=| Fir | FE Fa- Fir| Fex |F3-~| Fi=r | FE Fir
Tool15|A13¢brajCalcj0ther |FFAmi0Clean Ur Toals|ATA¢brajCalofjither |FramiD{Cl:an U

. . 1 . .1
B lim 51n[; undef ® lim|=-=sin - o}
W gl
limitisksintl =2,.=,0)
HAIN FAD AUTO FUMNC 1730 HAlW RAD ALTO FLUKC 1730

(a) (k)

Figur 2. Ved hjelp af en symbolsk lommeregner kan eleverne umiddelbart finde
relativt komplicerede matematiske greenseveerdier, hvilket muligger en mere
kvalitativ matematisk sammenligning af de to udtryk end en overfladisk “find fem
fejl”-sammenligning.

Efter saledes at have konkluderet at det ekstra x i udtryk B er afggrende for at udtryk
B, modsat A, har en veldefineret greenseveerdi, er eleverne rede til at spge forklaringen
pa hvorfor det forholder sig sddan. En grafisk sammenligning af de to udtryk under
greenseveerdien er naerliggende, og igen kan lommeregneren hjzelpe eleverne. Ingen
af udtrykkene er meget vanskelige at indtaste, og efter at have anvendt lommereg-
nerens ZOOM-funktion et par gange fas ganske illustrative repraesentationer af de
to grafer (se figur 3).
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(a) L)

Figur 3. Graferne for udtrykkene under graensevaerdierne A hhv. B.

Bemeerk her at pvelsen “tegn grafen for udtrykkene A og B” giver leereren et indblik
i elevernes anvendelse af lommeregneren til at tegne grafer. Det er ikke altid at de
grafer man studerer, passer ind i lommeregnerens standardvindue, og her kommer
lommeregnerens ZOOM-funktion i spil. Betragt eksempelvis grafen for udtrykket i
greenseveerdi A (figur 4).

Bemeerk iseer hvordan grafen sendrer sine egenskaber fundamentalt nar lomme-
regneren kommer i spil. I standardvinduet (figur 4a) er grafen tilsyneladende under
x-aksen for x < 0 mens den tilsyneladende er over for x > 0. Efter at have brugt ZOOM-
funktionen en gang i punktet (0,0) (figur 4b) er det tilsyneladende omvendt, mens
det forst er efter endnu en ZOOM-kommando (figur 4c) at det bliver klart for eleverne
hvordan grafen i virkeligheden forlpber. Sdledes kan leereren, blot ved at bede nogle
elever tegne en skitse af en graf pa tavlen, observere om disse elever er i stand til at
tegne en brugbar graf pa deres lommeregner ved at sammenholde deres skitse med
grafens faktiske forlpb.

i g B, i, i i,
TRIN FAD ALT FUNLT TRIN FAD ALT FUNLT TAIN FAD ALT] FUNT

(=) (k) (e}

Figur 4. (a) Grafen for funktionen f(x) = sin(1/x) i standardvinduet. (b) Samme graf
efter at ZOOM-funktionen er anvendt en gang i punktet (0,0). (c) Efter to anvendelser.

En sammenligning af de to grafer for udtrykkene A og B (figur 3) viser at begge udtryk
har det til feelles at perioden for sinus bliver kortere og kortere jo teettere x kommer pa




42  Martin Sonnenborg MONA 2007 - 4

nul, men hvor grafen for udtryk A bliver ved med at svinge med samme udsving, bliver
udsvinget for udtryk B stadig mindre efterhdnden som x nzermer sig nul. Videre kan man
diskutere sig frem til det rimelige i denne observation ved at sammenholde dette med
de to oprindelige udtryk: B skilte sig netop ud fra A ved at have et x ganget pa foran - og
nar x gdr mod nul, svarer det til at gange et stadig mindre tal pd udtrykketiA, som pga.
sinus’ egenskab som begraenset funktion betyder at udtryk B vil gd mod nul.

Forelpbig har der fundet meget lidt formel matematik sted. Sammenligningen af
de to greenseveerdier har hovedsageligt foregdet pa et uformelt niveau hvor man dis-
kuterer forskellen pé de to graenseveerdier ud fra nogle outputs fra en lommeregner.
Eleverne har (ganske vist overfladisk) analyseret et matematisk problem, identificeret
en afggrende forskel pa to udtryk samt faet en idé om hvorfor den tilsyneladende lille
forskel har sa stor betydning. Uden at udfgre komplicerede matematiske beregninger
har de alligevel udfprt en (uformel) matematisk analyse af en problemstilling, hvorved
flere af de centrale kompetencer naevnt i gymnasiebekendtggrelsen for matematik
bliver treenet og styrket.

Der er dog fortsat et stykke vej til malet. En uformel argumentation med udgangs-
punkt i det grafiske register er ikke tilstreekkelig. Der fordres et matematisk bevis, og
forste skridt pa vejen til et sddant for udtryk B er at forklare hvorfor vurderingen

<X

(1
—Xx<Xx-sin|—
X

er sand. Dette kreever et kendskab til grafen og (iseer) veerdimaengden for sinus-funk-
tionen, men er dette bergrt i tidligere undervisningsforlgb, er ulighederne ovenfor
hurtigt forklaret ud fra veerdimeengdebetragtninger (sinus svinger mellem -1 og 1).
Eleverne kan nu, ved at seette stadig mindre veerdier for x ind i ulighederne, studere
hvad der sker efterhdnden som x gar mod nul, og ud fra den ovenstadende ulighed
opstille fplgende:

. . (1) s
lim, o —x<lim _ ,x- sm[;] <lim,_ 4x

De to greenseverdier som begraenser udtrykket i midten (greensevzerdi B), ses let
begge at gd mod nul, og séledes bliver udtryk B i midten klemt teettere og teettere pa
nul - det ma altsa veere lig med nul.

Med relativt simple midler har eleverne pa nuveerende tidspunkt identificeret den
afggrende forskel pé de to oprindelige greensevaerdier ligesom de har lavet et matema-
tisk bevis for hvorfor den ene af de to antager veerdien nul. En konklusion af formen
“Vikan klemme udtrykket vilkdrligt teet pd nul, sd nul md veere graenseveerdien” er ikke
langt borte, hvilket kan lede til et (mere eller mindre formelt) matematisk funderet
argument for hvorfor greenseveerdi A er udefineret.
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Uendelig - et tal som alle andre?

Et andet aspekt som typisk er med til at skabe usikkerhed og forvirring i forbindelse
med greenseverdier, er det neere sleegtskab disse har med uendelighedsbegrebet.
Samspillet mellem de to matematiske koncepter og hvordan kombinationen af de to
medfgrer om muligt endnu stgrre problemer for eleverne, er endog saerdeles grundigt
beskrevet i diverse didaktiske tidsskrifter. Af selv samme arsag vil jeg ikke komme
naermere ind pa disse problemer her, men i stedet fokusere pa hvorledes lommereg-
neren pa den ene side umiddelbart kan anvendes til at f4 indblik i hvad uendelig er
for en stgrrelse, ligesom den pa den anden side ogséa kan veere arsag til en hel del
forvirring.

De mest almindelige symbolske lommeregnere har alle uendelig (i form af en knap
med maerket “eo”) umiddelbart tilgaengelig for brugeren. Eksempelvis er denne knap
pa en TI-89-lommeregner placeret pd samme niveau som tallene e og m. Séledes er
eleverne i stand til at ggre sig en raekke fgrste erfaringer med uendelighed blot ved
at trykke en lille smule pa deres lommeregner (se figur 5a). Dog vil lommeregneren
til tider give umiddelbart uforstaelige og misvisende svar (se figur 5b).

Fi~| Fer |FZ~| F4r| FE Far Fi~| F&~ [FZ] F4~ | FE FE~
Tools|ATAcbrajCalc|Other |FrAmid|Clean e Tod15|ATcbrajCalc|0ther |FrAmIO|Clean e

u O — L .
2 3 -E-IHI:::{:I'E-DE-I:K:I|Z={=E| 0]
[ | IIIZI2 o .
r -E-IHI:::{:I'E-DE-I:K:I|Z={=I[ 0]
" o IE.iﬂ(x:l-i:-:rE.l:xj|x=W Simnge)
sinCxlscosCxd | =
HMAIM FAD AUTO FLME I'E0 MAIN FAD ALTO FLHE e

(2) (b

Figur 5. (a) Pd en symbolsk lommeregner kan eleverne eksperimentere med
uendelighed og opdage fundamentale eqgenskaber. (b) Dog vil de til tider stpde ind
i mystiske og til tider misvisende svar. Hvorfor svarer lommeregneren for eksempel
sin(es) frem for cos(e<) eller udefineret?

Tilsvarende vil nogle elever finde at lommeregneren modsiger sig selv idet den godt
kan vurdere nogle funktioner i x = eo, men ikke andre (se figur 6). Denne inkonsekvens
skyldes lommeregnerens software som sdledes i hgj grad er med til at betinge elever-
nes brug af lommeregneren (sammen med knappernes placering, kommandoernes
syntaks osv.). Denne proces hvor elevens anvendelse af lommeregneren betinges af
dens neermere indretning, kaldes intrumentationsprocessen (Trouche, 2004, s. 290).
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Figur 6. Hvis eleverne eksperimenterer med uendelig pd deres lommeregner, vil de
finde tilsyneladende modstridende svar. I skeermbillede (a) angives polynomiet f(x)
som udefineret i x = oo til trods for at eleverne ville forvente at andengradsleddet
dominerer. I skeermbillede (b) viser det sig dog at graenseveerdien for polynomiet er
uendelig for x gdende mod uendelig. Af (c) fremgdr det dog at dette mgnster ikke er
konsekvent — her er greenseveerdien lig med f(e).

Eksempel 2: “Nej, nu bliver det simpelthen for maerkeligt!”

I det fpromtalte undervisningsforlgb om graensevaerdier som jeg designede i forbin-
delse med mit speciale, indgik der ogsa en introduktion til uendelighed. Efter at have
bestemt vaerdien af en hel raekke graenseveerdier blev eleverne bedt om at se neermere
pa de af greenseveerdierne som havde veerdien plus/minus uendelig. Opgaven lgd pa
at se om de kunne finde et mgnster ved at inddrage regnereglerne for graenseveaerdier.
Fem graenseveerdier skulle undersgges i den forbindelse:

C lim,_, iz(ex +1)
X
D lim, ,cos(x)-In(x?)

: 2 1/x
Elim,,x"-e

F lim,_, (cos(x)—1)-e"

G lim, o (x* +1)- el

Af de fem greenseveerdier har de tre veerdien uendelig (C, E og G) mens to (D og F) har
vaerdien minus uendelig.

De fem graenseveerdier er alle af et produkt af to funktioner, og disse to funktioners
egenskaber angiver greenseveerdiens type og bestemmer dens veerdi. Det langsigtede
mal med forlgbet er at eleverne seettes i stand til at genkende typerne ligesom de
gerne skulle blive i stand til at udfgre et argument for hvorfor greenseveerdierne har
den veerdi de har. De fem greenseveerdier C til G er alle af typen k -+ oo (udtrykkene C,
D og G) samt typen O -+ oo (udtrykkene E og F).
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I1pbet af underspgelsen udfylder eleverne et skema svarende til tabel 1. Dette giver
et udmeerket overblik over de fem graenseveerdier.

flx) fil%) fx) | imf(x) | limf,(x) | limfi(x)f,(x)
c %(e" +1) % (e +1) oo 2 oo
D cos(x)-In(x?) cos(x) In(x?) 1 oo oo
E LR X2 o/ 0 oo oo
F | (cos(x)-1) el/x’ (cos(x)—1) P/ 0 oo -o0
G (¢ +1)e" (x*+1) el 1 oo oo

Tabel 1. Ndr lommeregneren anvendes til at udforske en matematisk problemstilling,
kan resultaterne med fordel organiseres i et skema. Her er opgaven at finde

et mgnster, og i den efterfglgende diskussion vil skemaet danne et naturligt
udgangspunkt.

Eleverne anvender deres lommeregner til at udfylde skemaet og finder at der indgar
en komponent med greenseveerdi plus/minus uendelig i alle udtryk.

Skemaet rummer en masse potentiale i forbindelse med at starte en diskussion om-
kring uendelig. At -I-co = -0o (udtryk D) virker umiddelbart rimeligt, og tilsvarende ggr
sig geeldende for udtryk G, mens 2-c0 = oo (udtryk C) er mere vanskeligt at forsta.

Greenseveerdierne E og F vil umiddelbart give anledning til en del forvirring og
gjorde det ogsé da jeg testede mit forlpb pa en 2. g-klasse i februar og marts 2007.
Den fplgende beskrivelse af undervisningssituationen er baseret pa lydoptagelser og
observationsnoter fra timen.

Tidligere havde eleverne leert at nér et tal multipliceres med nul, bliver resultatet
nul. De blev derfor ganske forvirrede da resultatet af det (tilsyneladende) samme
regnestykke — nul gange uendelig — blev plus hhv. minus uendelig. De konkluderede
noget tvivlende at uendelig pa en eller anden lumsk made matte veere staerkere end
nul, men var stadig ganske forvirrede. Det blev ikke bedre da de blev bedt om at
underspge endnu en greenseveerdi pad samme made som de havde gjort med de fem
tidligere:
~1/x*

. 1
H lim,_,—-e
X
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Graensevardi H har vaerdien 0 og er ogsa af typen 0 -+ oo, sd nu havde eleverne graen-
seveerdier af typen 0 -+ oo med veerdien minus uendelig, nul og plus uendelig. P4 dette
tidspunkt var forvirringen neermest total, eksemplificeret ved en frustreret elevs
udbrud “Nej, nu bliver det simpelthen for maerkeligt!”

Efter at der var blevet skabt ro i klassen, blev der samlet op pa de seks graeensevaer-
dier. De blev inddelt i de to typer k -+ oo 0g 0 -+ oo, 0g i trdd med min idé omkring
senere at indfgre formelle matematiske metoder leerte eleverne at bevise hvorfor
greensevaerdier af den fgrste type har veerdien plus/minus uendelig.

Udgangspunktet for det formelle bevis var et “Hvis John er hgj, og Allan er hgjere, sd er
Allan ogsd hgj”-princip som eleverne umiddelbart tog til sig og anvendte til at vurdere ud-
trykkene nedad hhv. opad til noget de lettere kunne overskue og bestemme veerdien af.

Forvirringen vedrgrende typen 0 -+ oo gav senere anledning til en diskussion vedre-
rende relativ veeksthastighed. Klassen havde ikke tidligere beskeeftiget sig med dette,
men eleverne var for en stor dels vedkommende i stand til at indse at eksponential-
funktioner dominerer polynomier, og eleverne accepterede at man skulle passe pa
nar man arbejder med uendelighed. Dette var netop en af mine vigtigste pointer i
forbindelse med mit forlgb.

Perspektivering

De to undervisningssituationer som jeg har beskrevet, er begge funderet i Teorien
om Didaktiske Situationer, ofte forkortet TDS (Brousseau, 1997). Inden for TDS er skel-
let mellem personlig og officiel viden helt centralt. Ndr en elev tilegner sig ny viden,
sker det gennem en kompliceret proces hvor eleven fprst personliggsr den officielle
matematiske viden. Her er det op til leereren at etablere et undervisningsmiljp som
er seerligt favorabelt for og stgtter elevens personligggrelse af den officielle viden.
Efterfplgende institutionaliseres den viden eleven har tilegnet sig, og ogsa her spiller
leereren en central rolle (Winslgw, 2006).

Personligggrelsen af den matematiske viden er helt central. Man kan ikke starte
med at institutionalisere — sa far eleverne kun en overfladisk forstdelse af pro-
blemfeltet, og de glemmer hurtigt hvad de har lert. Modsat giver en hgj grad af
personliggjort viden en dybere forstielse ligesom eleverne har lettere ved at huske
hvad de har leert.

Iseer i det sidste af de to eksempler beskrevet ovenfor er fokusset pa personligge-
relsen. Ved at fa eleverne til at undersgge visse greenseveerdier selv, stpttet af deres
lommeregner, styrkes personliggprelsesprocessen ligesom det er tilfeeldet nar eleverne
bedes formulere hypoteser omkring hvorfor de fem graenseveerdier C til G har vaerdien
plus/minus uendelig.

Som omtalt tidligere (jf. figur 1) er symbolske lommeregnere en medvirkende drsag
til at en eksperimentel tilgang til flere matematiske emner bliver mulig. Det er oplagt
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at en eksperimentel tilgang stgtter personligggrelse af den matematiske viden, og
saledes kan lommeregnere og andre CAS-verktpjer i hgj grad anvendes til at stgtte
elevernes tilegnelse af viden inden for et (nyt) matematisk emne.

Men ogsa i det fprste eksempel (sammenligning af to greensevaerdier) er der tale om
en he¢j grad af personligggrelse. En relativt lang fase med uformel diskussion tillader
alle eleverne at veere med et langt stykke af vejen. Det er ikke sikkert at de alle kan
gennemskue lgsningen pa nogle af de problemer der identificeres, men de bgr alle
kunne tage del i den feelles undren som gerne skulle opsta som fplge af diskussionen
af forskellen pa de to greenseveerdier.

I begge tilfaelde munder de indledende uformelle gvelser ud i formelle matematiske
argumenter. Disse argumenter ma ngdvendigvis tage deres udspring i leereren da stof-
fet er for kompliceret til at eleverne helt pd egen hand kan gennemfgre de formelle ar-
gumenter. Leereren som hidtil primaeert har haft ansvaret for at styre ordet og systema-
tisere elevernes uformelle refleksioner, sprger Ipbende for at samle hovedpointerne fra
elevernes arbejde sammen, og med dem som udgangspunkt etableres til sidst den of-
ficielle (feelles) viden. Ved at bruge elevernes personlige viden som udgangspunkt for
den officielle sikres elevernes ejerskab over for matematikken og den tilegnede viden.

Dog skal man ogsa vaere opmeerksom pd at der er en hel del problemer forbundet
med at anvende lommeregneren. Som neaevnt i indledningen er nogle leerere imod
CAS-brug, og ud over at det kraever en hel del tid at leere eleverne at bruge deres lom-
meregner, er der ogsa andre problemer forbundet dermed. Flere af disse er behandlet i
Winslpw (2003) - blandt andet den sakaldte black box-effekt. Lommeregneren indtager
rollen som en magisk kasse som man putter noget ind i hvorefter den giver et svar.
Problemet er at der ikke er nogen mulighed for at se de metoder, mellemregninger,
seetninger osv. som bringes i spil.

Imit speciale spgte jeg at udnytte black box-effekten til min egen fordel. Eleverne vid-
ste en smule, men ikke meget om greenseveerdier, og ved at bruge lommeregneren til
at bestemme vaerdien af en reekke omhyggeligt udteenkte greenseveaerdier etableredes
en raekke uformelle kendskaber som svarede til den formelle matematiske definition af
greenseveerdier (det var i det mindste planen). De uformelle kendskaber stgttes Ipbende
af formelle metoder og kundskaber for at sikre et passende hgjt matematisk niveau.

Denne strategi kan med fordel anvendes inden for flere matematiske omrader end
bare greenseveerdier. Differentiation og integration er oplagte emner —her kan lomme-
regneren ogsa anvendes til at behandle et datamateriale og udlede nogle formler for
sd til sidst (med leereren som central medspiller) at bevise at de faktisk er korrekte.

Konklusion
Saledes neermer vi os vejs ende. I artiklen har jeg preesenteret et par af de fordele der
er ved at anvende lommeregneren i den daglige matematikundervisning i gymnasiet,
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men som inden for harmonikaundervisning er det i hgj grad op til den enkelte leerers
temperament hvilken rolle lommeregneren skal/bgr spille.

I eksemplerne har jeg skitseret to undervisningssituationer hvor lommeregnerne
spiller en central rolle. Begge undervisningssituationer er funderet i TDS og tager
udgangspunkt i at eleverne skal have mulighed for i hgj grad at personligggre den
tilsigtede viden. Det er min overbevisning at lommeregnerens anvendelsesmulig-
heder i den forbindelse er gode, ligesom elevernes it- og hjeelpemiddelkompetence
opgves. Saledes taler meget for en pget anvendelse af symbolske lommeregnere pa
de niveauer af gymnasieundervisningen hvor sddanne anvendes.

Bemeerk dog at nar harmonikaeleverne har leert at spille med grundbas, fplger tree-
ning i melodibas som er en forudsaetning for at eleverne kan udvikle deres spil til et
hgjere niveau, frem mod “rigtig” musik. Og det samme er npdvendigt i matematikken:
Nar de grundleeggende feerdigheder og kendskaber er pa plads, mé en formalisering
og institutionalisering af elevernes viden ngdvendigvis fplge. Som matematiklaerere
bliver vi ngdt til at sta fast pa at matematik er mere og andet end en overfladisk be-
skrivelse af situationer og problemer — kun sddan ggr vi det muligt for vores elever
til sidst at lave “rigtig” matematik.
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