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Didaktiske miljper for
ligedannethed

Carl Winslpw
Center for Naturfagenes Didaktik, Kgbenhavns Universitet

Hensigten med denne artikel er at praesentere nogle praksisorienterede hovedpunkter fra teorien om
didaktiske situationer i matematik. Ud fra et eksempel introduceres begreberne didaktisk situation og
didaktisk miljp og deres praktiske betydning i design af undervisning pd forskellige niveauer af skole-
systemet. Hovedparten af artiklen handler om en klassisk situation udviklet af Brousseau til brug pd
grundskolens mellemtrin, men til slut antydes det hvordan situationens matematiske tema — i mere
tekniske forkleedninger — dukker op i gymnasiet og pd universitetet, og hvordan man ogsd der kan

have glaede af teorien som matematikdidaktisk arbejdsredskab.

Introduktion

Hvordan kan vi som matematiklaerere ggre matematikken mere levende for vores
elever og studerende - og hjaelpe dem til en dybere og mere anvendelig indsigt i faget?
Det siger sig selv at der ikke er generelle og “nemme” svar. Men der findes faktisk
overordnede, forskningsbaserede modeller som kan bruges i praksis — og som kan
beskrives ud fra konkrete eksempler.

I denne artikel vil jeg slé et slag for en sddan “metode” af fransk oprindelse, nemlig
Teorien om didaktiske situationer (herefter TDS), der er udviklet inden for de sidste
35 ar, hovedsageligt i Frankrig. At der er tale om en “teori”, betyder i dette tilfeelde at
TDS er et system af modeller og begreber som kan bruges pa mange forskellige typer
matematikundervisning — og til at designe matematikundervisning. Teorien er ikke
et skrivebordsprojekt. TDS er udviklet pd basis af observationer og eksperimenter i
praksis. Jeg vender tilbage til denne pointe i afsnittet “Didaktisk ingeniprarbejde”.

Guy Brousseau

Ophavsmanden til TDS, Guy Brousseau, blev som den fgrste tildelt Felix Klein-me-
daljen for livslang indsats i matematikkens didaktik. Overraekkelsen fandt sted i
Kgbenhavn under den 10. verdenskongres om matematikundervisning (ICME 10) i
juli 2004. Man kan fa et indtryk af hvilken status TDS har internationalt, gennem
fplgende uddrag af udveelgelseskomiteens begrundelse:




48  Carl Winslew MONA 2006 - 2

Guy Brousseau.

Fra begyndelsen af halvfjerdserne fremstod Guy Brousseau som en af de ledende og mest
originale forskere i det nye matematikdidaktiske omrade, og han var overbevist om at
dette omrade pa den ene side skal udvikles som et egentligt forskningsfelt, med bade
grundforsknings- og anvendelsesdimensioner, og pa den anden side skal forblive teet
knyttet til matematik som disciplin. Hans bemeerkelsesvaerdige teoretiske praestation
var udviklingen af teorien om didaktiske situationer, en teori som han grundlagde i
de tidlige halvfjerdsere, og som han fortsatte med at udvikle med usvaekket energi og
kreativitet. Pa et tidspunkt, hvor det dominerende synspunkt var det kognitive, steerkt
pavirket af Piagets epistemologi, fremhaevede han at det som omradets udvikling krze-
vede ikke var en rent kognitiv teori, men en teori som ogsa tillader os forsta de sociale
samspil mellem elever, lerere og viden i klasseveerelset, som betinger hvad eleverne
leerer og hvordan det kan leeres. Det er malet for teorien om didaktiske situationer, som
gennem en fortlpbende modning er blevet den imponerende og komplekse teori den
eridag. Det var selvfplgelig et arbejde som blev udfert i et stprre feellesskab, men hver
gang der var veesentlige fremskridt, var den afggrende kilde Guy Brousseau. (ZDM, 2004;
oversat fra engelsk af CW)

Generelt om TDS

TDS anvendes i dag af mange matematikdidaktikere i og uden for Frankrig og i et
vist omfang ogsa af forskere i naturfagenes didaktik. Hvad der maske er lige s in-
teressant, er at TDS i den fransktalende verden har opnaet en ret stor indflydelse i
skolesystemet, ikke mindst i kraft af udbredelsen gennem laereruddannelse, men
ogsa ved systematisk formidling direkte til undervisere af visse af dens metoder,
begreber og designs.
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Nér TDS ikke endnu har fundet den store udbredelse i Skandinavien, kan det skyldes
flere ting. Brousseaus originaltekster (hvoraf en del er oversat til engelsk, se Brousseau,
1997) anses i almindelighed for at veere relativt sveert tilgeengelige. Det har formentlig
ogsa spillet en rolle at store dele af litteraturen kun er til rddighed pa fransk; men i
de seneste 10 ar er der faktisk publiceret ganske meget pa engelsk om TDS. P4 dansk
findes der indtil videre kun ganske fa publikationer som bruger eller praesenterer TDS
(fx Blomhgj, 1995; Winslpw, 2004, 2006). En anden barriere kan veere en vis orientering
mod England og USA. TDS tager nemlig et radikalt anderledes udgangspunkt end store
dele af den angelsaksiske forskningstradition. Det vil jeg nu uddybe lidt.

Udgangspunktet for TDS er epistemologisk (vedr. viden og erkendelse), snarere
end psykologisk eller “paedagogisk”. TDS drejer sig altsa ikke om at underspge eller
fremme bestemte former eller paedagogiske dagsordener i undervisningen eller om at
underspge fx de kognitive forhindringer for leering af visse faglige principper. I stedet
undersgges de betingelser som er specifikke for undervisning i bestemte matema-
tikfaglige vidensomrader. Et af Brousseaus klassiske studier drejer sig sédledes om
et eksperimentelt design for indfgring i sandsynlighedsregningens og statistikkens
grundbegreber (se Brousseau et al., 2001). I denne artikel vil jeg preesentere brugen
af TDS i forbindelse med et tema fra geometrien.

Matematikken bag forstgrrelse

Som neevnt vil jeg introducere TDS pa basis af en konkret undervisningssituation,
udviklet og afprgvet af Guy Brousseau og hans medarbejdere i 70’erne. Design og
analyse af en undervisningssituation tager, i TDS, udgangspunkt i en dybere analyse
af den tilsigtede faglige viden. I overensstemmelse hermed vil jeg — fgr beskrivelsen
af undervisningssituationen - sige lidt om dens matematikfaglige baggrund.

Forstgrrelse i dagligdagen

Alle kender til feenomenet “forstgrrelse” i en lang reekke sammenhzenge, specielt
forstgrrelse af to-dimensionelle objekter. Man kan forstgrre et hvilket som helst do-
kument pé de fleste kopimaskiner, normalt ved at angive den gnskede forsterrelse i
procent. Man kan fé lavet forsterrelser af sine fotografier — eller selv lave dem pa sin
computer. I forbindelse med elektroniske kort kan man ofte “zoome ind” pa et omrade
af kortet som man sa serien slags forstgrrelse (svarende til en mindre mélestok). Man
kan ogsa ga den modsatte vej — det kalder vi s& “formindskelse”.

Nér vi taler om forstprrelse og formindskelse af noget, er det underforstiet at dette
“noget” i en eller anden forstand er det samme - vi far det blot i forskellige stprrelser.
Logoet for MONA findes i to forskellige stgrrelser pa side 1 og 2 i bladet, men vi taler
netop om logoet. Men i hvilken forstand er de to udgaver “ens”?
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Ligedannede trekanter

Leserne af MONA er naeppe i tvivl: Der er tale om et matematisk feenomen, nemlig
ligedannethed. For polygoner i planen kan dette defineres vha. polygonens vinkler
(essentielt: De er ens i ligedannede polygoner). For mere generelle figurer kan man
definere ligedannethed af to figurer vha. afbildninger i planen (essentielt: Eksistens
af en linezer, vinkelbevarende afbildning som afbilder den ene figur over pa den an-
den). Denne definition har ogsé den fordel at afbildningen bestemmer hvilke stykker
der skal betragtes som “tilsvarende”. Men den kraever naturligvis en mere avanceret
matematisk baggrund.

I praksis kan man ofte reducere ligedannethed til noget der angdr trekanter, sim-
pelthen ved at inddele sine figurer i trekanter (triangulering); to trekanter kaldes
ligedannede hvis de har de samme vinkler. Dermed er fplgende seetning, der har veeret
kendt siden oldtiden, en fundamental viden om ligedannethed i det hele taget:

Thales’ seetning. To trekanter er ligedannede C’

hvis og kun hvis deres sideleengder er pro- ,
portionale. Mere preaecist, to trekanter ABC B
og A'B’C’ er ligedannede hvis og kun hvis B

AB_AB' . AB_AB
AC AT BC BC 7
(Euklid, 1904, bog VI, afsnit 4 og 5) A C

Seetningen og dens varianter tilskrives undertiden Thales, selvom der faktisk ikke er
noget historisk beleeg for at gpre det (jf. Euklid, 1994, s. 161).

Det mest interessante i ovenstaende saetning er at hvis to trekanter faktisk er
ligedannede, sa har vi det samme forhold mellem to par af ensliggende sider (ogsé
kaldet mdlforholdet). Sagt mere populaert: Man forstgrrer ved at gange laengderne
af tilsvarende stykker med en fast faktor; alle leengderne i den forsterrede figur star
derfor i samme forhold til de tilsvarende leengder i den oprindelige figur.

Begrebet malforhold er séledes neert knyttet til ligedannethed: Hvis S og T er to
ligedannede figurer, findes der et positivt tal k (malforholdet mellem S og T) saledes
at hvis s og t er to ensliggende stykkerihhv. S og T, sa er leengden af t lig med k gange

» o«

, “kongruent

leengden af s. Tilfeeldene k<1, k =10g k > 1 svarer til at T er “mindre end
med” og “stgrre end” S. Dette geelder endda i en mere generel sammenheaeng end
polygoner. Nar vi velger at formindske til 71 % pa kopimaskinen, bliver alle leengder
(ogséa de “krumme”) pa kopien 0,71 gange leengden af de tilsvarende stykker pa origi-
nalen.
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Officiel og personlig matematisk viden

Ovenstdende kortfattede preesentation kan naturligvis preeciseres yderligere i en
officiel matematisk forstand (og det pa forskellige matematiske baggrunde). Som
leeseren nok har bemeerket, indeholder preesentationen en blanding af generel og
mere praktisk viden. P4 samme made vil bade elevers og leereres viden om et mate-
matisk tema normalt veere en sammensat stgrrelse. En del af den er knyttet til meget
konkrete praksisformer, fx i dagligdagen (hvis man skal reducere fra A4 til A5 pa ko-
pimaskinen, passer 71 % nogenlunde) eller til bestemte opgavetyper (fx malforholdet
som teknik ved arbejde med ligedannede trekanter). En del af den er teettere pa den
officielle viden (fx Thales’ seetning i den udgave som er formuleret ovenfor). Men al
viden er baseret pa en forstielse af konkrete typer af praksis — hvis der ikke er tale
om ren udenadsleere.

Selvom endemalet for undervisningen saledes er en officiel, “generel” viden, sa
vil det ikke veere tilstreekkeligt at leereren simpelthen meddeler den. Elevernes eget
arbejde med konkrete situationer er en forudseetning for at den officielle viden kan
gores til en integreret (og ikke blot paklistret) del af deres personlige viden.

Det er her betydningen af “didaktiske miljger” og andre af grundbegreberne i TDS
kommer ind. For at give disse begreber kod og blod vil jeg nu beskrive en bergmt
undervisningssituation designet af Brousseau.

Puslespilssituationen

Denne situation indgar som nr. 37 i en sekvens af 65 situationer der overordnet set
handler om decimaltal (Brousseau og Brousseau, 1988; jf. ogsa kap. 4 i Brousseau,
1997). I naerveerende artikel er pointen at situationen kan udvikle elevernes viden
om ligedannethed.

For at gennemfgre puslespilssituationen ma eleverne have en vis erfaring med
praktisk-geometrisk arbejde, herunder tegning og maling med lineal. De skal desuden
veere fortrolige med de fire regningsarter og til en vis grad med brgker og decimaltal.
Der er i gvrigt tale om en klassetime hvor eleverne sidder i grupper pé 4-5 elever, og
hvor de har nem adgang til skriveredskaber, papir, linealer og sakse.

I timen skal eleverne arbejde med et puslespil som i figur 1; tallene pa figuren an-
giver brikkernes stgrrelse i cm. Leereren har tegnet en “stor” model af det pa tavlen
(uden leengdeangivelser) og har desuden forberedt en kuvert til hver gruppe som
indeholder brikkerne til puslespillet med de rigtige mal.

Leereren starter med at vise eleverne puslespillet pa tavlen og siger: Om lidt fdr hver
gruppe sit puslespil (viser kuverterne og nogle af brikkerne). En af brikkerne (viser den
pa tavlen) har en side der mdler 4 cm. I skal nu lave en stgrre udgave af dette puslespil
hvor denne side mdler 7cm. Hver person i gruppen skal lave mindst én brik til puslespillet,
eller to i en gruppe kan lave to sammen. Ndr I er feerdige, skal I samle det nye puslespil.




52  Carl Winslow MONA 2006 -2

6 5
2
6 7
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5 7
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Figur 1. Et puslespil (Brousseau, 1997, s. 177).

Grupperne far nu udleveret deres puslespil og fordeler brikkerne mellem sig, evt. ef-
ter en kort diskussion. Brousseaus forspg med situationen (pa omkring 6. klassetrin)
viser at de fleste elever konstruerer de nye brikker ved at leegge 3 cm til de sidemal
som afmales pa de udleverede brikker (svarende til forleengelsen af 4 cm til 7 cm). Nér
grupperne skal samle brikkerne, passer de ikke sammen. Nogle af grupperne forspger
maske at “klippe de nye brikker til” s& de passer bedre sammen; men det lykkes ikke
rigtigt, og de synes nok ogsa at det er lidt “snyd”. Andre elever mener at de m4 have
sjusket med malene eller lavet en eller anden regnefejl undervejs, og de begynder
forfra med en eller flere brikker. Men problemet er der stadig. Flere bemarker som
regel, at de nye brikker ikke engang passer “i kanten” af puslespillet. Leereren kan evt.
stgtte udviklingen af denne observation ved at foresla grupperne at se pa den del af
puslespillet som er vist i figur 2.

10
7 ™~ 10
7 12
9
7 10
2
5
2 5
5 8

Figur 2. Et udsnit af puslespillet “forstgrret med 3 cm”.
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Det kan hjeelpe eleverne med at identificere et principielt problem: En kant, som er
sammensat af siderne i to brikker (fx “bunden” pa 2 cm + 5 cm), bliver forstprret med
6 cm i alt. Men hvis samme kant blot er side i en enkelt brik (fx den gverste kant
pa 7 cm), bliver den forstgrret med 3 cm. Det er altsa antallet af brikker som stgder
op til en kant, der bestemmer hvor meget “kanten” bliver leengere i forstprrelsen.!

Eleverne er nu klar over at deres strategi (at leegge 3 cm til alle sideleengderne) ikke
vil lykkes uanset hvor ngjagtigt de maler, tegner og klipper. Der ma findes en anden
metode. En anden almindelig strategi som ofte kommer op nu (eller evt. fra starten),
er baseret pa at 7 er 1 mindre end det dobbelte af 4, s3 man skal blot tage 1 cm mindre
end de dobbelte sideleengder ndr det store puslespil skal konstrueres. Brikkerne som
konstrueres med denne metode, passer faktisk noget bedre sammen; men tydeligvis
ikke npjagtigt. Og igen kan man ved at kigge pd udsnittet i figur 2 overbevise sig om
at metoden har principielle problemer.?

Problemet er altsa at opgaven indebzerer at nogle leengder skal forstgrres pa flere
mader (samlet og i to eller flere dele). Og det skal give det samme resultat hvis pus-
lespillet skal kunne samles.

Det kritiske punkt i situationen er nu ndet: Eleverne har indset at opgaven ikke er
sa simpel som de fprst troede. Laereren kan pa forskellig made hjeelpe til at fa stgrre
overblik over problemet, uden at pdeleegge det ved at give “svaret”. Man kan fx, i det
omfang ideen ikke allerede er opstdet blandt eleverne, foresla dem at lave en tabel
der viser sideleengderne i det udleverede puslespil og i det nye, som i figur 3.

Sma brikker ‘ 2cm ‘ 4 cm ‘ 5cm ‘ 6 cm ‘ 7 cm ‘ 8 cm ‘ 9 am ‘
Store brikker ‘ ? ‘ 7 cm ‘ ? ‘ ? ‘ ? ‘ ? ‘ ? ‘

Figur 3. En tabel over sidelaengder i puslespillene.

Den afggrende ide som gerne skulle opstd — og som kan forberedes eller fremmes pa
forskellige mader, fx vha. tabellen —er at teenke pa enheden, 1 cm, som en leengde alle
leengderne i tabellen er “sat sammen” af.? Hvis man ved hvordan den skal forstgrres,

1  Matematisk note: Elevernes strategi for konstruktion af sideleengder i det forstgrrede puslespil kan udtrykkes som
fx) = x + 3 hvor x er sidelengden pa de udleverede brikker. Problemet er at denne funktion ikke er linezer, idet f(a +
b) #f(a) +£(b).

2 Matematisk note: Denne metode svarer til at konstruere de nye laeengder vha. funktionen f(x) = 2x - 1; men igen er
fla+b) £fla) +£(b).

3 Det er naturligvis et springende punkt hvordan denne idé “opstar”, og her spiller de foregadende 36 situationer en
vigtig rolle i Brousseaus design. Fx drejer en af de tidligere situationer sig om hvordan man bestemmer tykkelsen
af et ark papir. Her er “enheden” eksplicit men vanskelig at male i praksis — og eleverne skal s& udvikle ideen om at
male tykkelsen af fx 100 ark og derudfra bestemme tykkelsen af et enkelt stykke. At indfgre tabellen i figur 3 er dog
allerede et veesentligt skridt i retning af at stille det direkte spgrgsmal: Hvad sker der med en leengde pa 1 cm? Men
at “optimere” elevernes eget bidrag i situationen er til syvende og sidst leererens opgave som ma lpses pa basis af
elevernes forudsaetninger og reaktioner.
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kan man ogsa forstprre de gvrige — jf. hvad der ovenfor blev sagt om at forstgrre en
sideleengde i en og flere dele. Det reesonnement som skal udvikles, er altsa:

Sideleengden pa 4 cm er 4 gange enheden; sideleengden pa 7 cm ma derfor veere
4 gange forstprrelsen af enheden. Forstgrrelsen af enheden er derfor 7/4 cm, eller
1,75 cm.

Nu kan tabellen i figur 3 udfyldes ved at bruge fgrste del af ovenstadende reeson-
nement med de gvrige sideleengder i fgrste raekke i stedet for 4 cm. Denne metode
skal naturligvis “verificeres” ved at konstruere nye brikker vha. tabellen og se at de
passer sammen.

Pa baggrund af denne erfaring — som det formentlig vil tage mindst en lektion at
udvikle - kan leereren afslutningsvis formulere et princip for forstgrrelse: Sidelaeng-
derne skal ganges med en fast faktor. Man kan spgrge: Hvorfor ikke bare sige det fra
starten — ligesom jeg gjorde i forrige afsnit — hvorfor traekke eleverne gennem denne
frustrerende og maske ligefrem forvirrende oplevelse?

Svaret er naturligvis ikke at al officiel viden skal tilegnes gennem “discovery learning”
hvor den ggres personlig gennem mgjsommeligt arbejde med en konkret situation.
Ikke desto mindre tyder den tilsyneladende sikkerhed hvormed mange elever umid-
delbart vil bruge “leegge til”-modellen, pd at vi i dette tilfelde har at ggre med en mere
grundleggende forhindring for den officielle viden. I modsaetning til misforstaelser
som skyldes undervisningen opstar idéen om additiv forstgrrelse nemlig spontant hos
mange elever. En direkte meddelelse af den officielle viden vil dermed for en del elever
installere en slags parallelviden; den “naturlige” strategi (forleeng alle stykker med den
samme leengde) forsvinder ikke ngdvendigvis hvis man ikke har indset dens utilstraek-
kelighed. Den vil s& dukke op i alle de situationer som man ikke umiddelbart forbinder
med den officielle viden. Forhindringen mé derfor overvindes ved at den personlige
“viden” (som altsa i dette tilfzelde er forkert) udfordres og zendres i en konkret situation
hvor den officielle viden preesenterer sig selv med en vis fornuftsmaessig ngdvendighed.
Den direkte meddelelse af den vil derimod basere sig pa leererens og fagets autoritet, og
eleven vil da kun (méske) forbinde den med bestemte typer af skoleopgaver.

Teorien om didaktiske situationer
TDS handler grundleeggende om undervisningssituationer i matematik. Samspillet
mellem leerere og elever kaldes en didaktisk situation under to forudseaetninger:

+ Leereren handler ud fra en intention om at eleverne laerer noget — ikke blot om at
de skal leere “et eller andet”; leererens intention omfatter en tilsigtet matematisk
viden.
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+ Eleverne har pa deres side en intention om at deltage i undervisningen.

Den didaktiske situation udfolder sig altsd som et samspil mellem en lzerer (evt. flere),
en elevgruppe og den tilsigtede viden.

Undertiden arbejder eleverne pa egen hand i tilknytning til en didaktisk situation;
de siges da at veere i en adidaktisk situation. Adidaktiske situationer er saledes teet
knyttet til didaktiske situationer hvor laereren er i direkte samspil med eleverne.

Undervisningens bestanddele

Den simpleste form for didaktisk situation er at leereren meddeler den tilsigtede
viden direkte til eleverne. Det vil leereren normalt ggre i det mindste i nogle faser af
situationen. En sddan fase kaldes institutionalisering. For eleverne far den meddelte
viden en officiel karakter i og med at den kommer fra institutionen, repraesenteret
ved leereren.

I andre faser af undervisningen szetter leereren eleverne i gang med forskellige
former for fagligt arbejde som hun ikke direkte er involveret i (fx opgaveregning).
Man siger at leereren devoluerer* en arbejdsopgave til eleverne; man siger at leereren
foretager en devolution. Herefter fglger normalt en kortere eller laengere adidaktisk
situation hvor eleverne arbejder med opgaven.

Eleverne handler og formulerer sig efter bedste evne inden for de rammer som er
fastlagt i devolutionsfasen. Der vil ofte veere en del af formuleringerne som frem-
kommer i direkte samspil med leereren (fx nar eleverne spgrger om noget). Mens
handlingssituationer er adidaktiske, vil formuleringssituationer altsa kunne vaere savel
adidaktiske som didaktiske. Leereren kan saledes deltage direkte, fx med henblik pa
at tydeligggre og feellesggre elevernes formuleringer.

Det er selvfplgelig ikke nok at eleverne handler og formulerer sig. Eleverne ved selv
at ikke alt er lige godt, specielt da ikke i faget matematik. S& fgr eller senere forventer
de at der foretages en rationel vurdering af deres formuleringer. Man taler da om en
valideringssituation, som normalt er didaktisk. Laererens efterfglgende opsamling af
den indvundne viden - som derved bliver fzlles, officiel viden — er en vigtig form for
institutionalisering.

Puslespilssituationen indeholder ganske klart disse elementer. Leereren devoluerer
fprst opgaven med at forstprre puslespillet hvorefter eleverne er i en adidaktisk si-
tuation. De formulerer maske en fgrste hypotese, men uanset om de har formuleret
en feelles strategi, handler de pa basis af en forestilling om en metode nar de produ-

4 Ordet devoluere kan opfattes som modsat involvere. Nar leereren devoluerer en arbejdsopgave, betyder det at hun
overgiver arbejdet med den til eleverne og altsa “ikke-involverer” sig — for en tid, forstas.
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cerer de nye brikker. Behovet for at formulere sig omkring metoden opstér i hvert
fald nar de opdager at metoden ikke virker. Det kan fx ske ved at se pd simplere dele
af puslespillet, som vist i figur 2. Efter méske flere forspg opstar elevernes gnske om
validering eller evt. om institutionalisering af en “rigtig” metode. Laereren reagerer
i fprste omgang pa disse krav ved at forsteerke formuleringssituationen, fx gennem
forslaget om at repreesentere forstgrrelsen af sideleengderne gennem en tabel (figur
3). Dette giver anledning til nye formuleringer og handlinger. Leereren afventer, sa
vidt muligt, at eleverne — som fglge af deres egne handlinger og formuleringer — kan
deltage i valideringssituationen hvor den korrekte metode genkendes. Metoden er
fortsat knyttet til den devoluerede problemstilling men kan derpa institutionaliseres i
sin officielle form (ved forstgrrelse multipliceres sideleengderne med en fast faktor).

Uanset hvordan en didaktisk situation er bygget op, kan ovenstdende begreber
bruges til at genkende dens centrale faser. De kan godt komme i en anden raekke-
fplge eller fx blot besta af institutionalisering. Der er sdledes ogsa tale om et szt af
analytiske begreber som beskriver den didaktiske situations mulige elementer. Det
de udtrykker, vil veere velkendt for enhver leerer. En pointe med at ggre beskrivelsen
eksplicit er at et sddant begrebsapparat kan bidrage til at fremme den feelles forstaelse
af konkret, observeret undervisning (se fx Hersant & Perrin-Glorian, 2005).

Nar det geelder tilrettelaeggelsen af didaktiske situationer — og en dybere forstéelse
af betingelserne for deres succes — ma vi have en mere preecis beskrivelse af hvad det
vil sige at eleverne arbejder med den tilsigtede viden. Det didaktiske system vil jo kun
iinstitutionaliseringsfasen indeholde den tilsigtede viden i officiel form; den faglige
viden optreaeder i andre former i de gvrige faser af situationen. Jeg har allerede naevnt
at dette kan veere npdvendigt — nemlig ndr eleverne ikke umiddelbart kan tilegne sig
den tilsigtede (officielle) viden.

Didaktiske miljper
Ordet “miljp” bruges her i en overfprt betydning. En biologisk organisme udvikler sig
gennem tilpasning til et miljg — og samtidig pa basis af sine genetiske forudsaetninger.
Pa samme made udvikler den menneskelige erkendelse sig i et komplekst samspil
med det omgivende miljp samtidig med at der er visse regelmaessigheder knyttet
til udviklingen af erkendelsen. Allerede Jean Piaget taler om erkendelsens tilblivelse
—leering og kognitiv udvikling — med biologiske metaforer.

Selvom Piagets teorier er baseret pd omfattende empiriske studier, er de natur-
ligvis blevet kritiseret af eftertiden’. Og selvom en forstielse af hvordan mennesker

5  Endel leerere vil have stiftet bekendtskab med Piagets teorier i deres leereruddannelse. Vi kan her hverken komme
ind pa detaljerne i disse teorier eller pa den omtalte kritik (se fx Winslpw, 2006, kap. 5). Som det er antydet i citatet i
introduktionen, er der en vis sammenhaeng — og betydelige forskelle — mellem TDS og Piagets teorier.
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leerer, naturligvis er af stor betydning i en didaktisk teori, s& kan viden (eller teorier)
om undervisning ikke direkte afledes af viden (eller teorier) om leering. Men Piagets
centrale idé — at leering er en tilpasningsproces som bade afhzenger af omgivelserne
og af individets aktive konstruktion af viden — har fiet en blivende plads i den ud-
dannelsesvidenskabelige teenkning om laereprocesser.

Atleering afheenger af omgivelserne - miljget — far en seerlig betydning i forbindelse
med undervisning i et fag som matematik. Matematiklaering sker jo ikke spontant i et
“naturligt” miljg, ndr vi ser bort fra ganske simple erfaringer af logiske, geometriske
og aritmetiske sammenheaenge (som Piaget interesserede sig for). Undervisning bestar
ien vis forstand i at etablere et “kunstigt miljp”, i den hensigt at befordre leering af
noget bestemt:

I en undervisningssituation organiserer leereren et miljg, fx et problem, som mere
eller mindre klart er motiveret af hendes intention om at formidle en bestemt viden
til eleven, men som skjuler denne viden og det forventede resultat tilstreekkeligt til
at eleven kun kan opné det gennem en personlig tilpasning til det stillede problem.
Veerdien af den saledes opndede personlige viden afheenger derfor af miljpets kvalitet
som igangseetter af en virkelig, kontekstualiseret funktion af den tilsigtede viden, altsa
af graden af den opnaede adidaktiske forskydning. (Brousseau, 1989, s. 325; oversat fra
fransk af CW)

Det er denne intention om elevernes leering af noget som fgrer til konstruktionen
af et didaktisk miljg. Enhver undervisningssituation — fra det &bne projektarbejde til
den institutionaliserende foreleesning — anbringer altsd eleverne i et didaktisk miljp
som giver bestemte betingelser for deres leering. Leererens handlinger i den didaktiske
situation drejer sig i hgj grad om at etablere og endre dette miljp.

Et didaktisk miljp har en objektiv dimension som i princippet hverken afhaenger
af leererne eller eleverne. Det er denne del af miljget som kan beskrives — sddan som
jeg har gjort det i forbindelse med puslespilssituationen. Hertil hgrer fx de materielle
genstande som handlinger udfgres med, men ogsa opgaver og instruktioner, mate-
matiske repraesentationer mv. som fx indgar i formuleringssituationer. I puslespils-
situationen indgar de udleverede brikker, papir, linealer mv. som materielle dele af
miljget som eleverne arbejder med i handlingssituationen, og til miljget hgrer ogsa
leererens instruktioner og puslespilsopgavens formulering (som i gvrigt udvikles
undervejs, fx med indfgrelsen af tabeller som i figur 3).

Det didaktiske miljp har ogsd en subjektiv dimension der bl.a. handler om de mere
uudtalte spilleregler som gzelder for aktgrerne i miljpet (specielt eleverne). Selvom
den subjektive dimension af miljpet er af stor betydning i praksis (og kan studeres
naermere, fx vha. begrebet didaktisk kontrakt, jf. fx Blomhgj, 1995 og Winslpw, 2006,
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afsnit 7.4), sa ligger hovedinteressen i forbindelse med didaktisk design i beskrivelsen
og udviklingen af det objektive miljg.

En meget veesentlig egenskab ved et didaktisk miljp er dets adidaktiske potentiale,
dvs. de muligheder for selvsteendigt elevarbejde som miljget indeholder (jf. ovensta-
ende citat). Og her er den naevnte skelnen mellem det objektive og det subjektive miljp
veaesentlig. Det objektive miljps adidaktiske potentiale handler om raekkevidden og
kvaliteten af de matematiske indsigter som miljpet og elevernes forudsaetninger ggr
mulige. Det realiserede adidaktiske potentiale bestemmes selvfplgelig ogsa af det sub-
jektive miljp, og det viser sig ofte i forlgbet af devolutions- og valideringsfaserne.

Det er vigtigt at understrege at selv det objektive miljp er en dynamisk stgrrelse
som udvikles i lpbet af den didaktiske situation — dels som funktion af lzererens (eller
andres) planleegning af situationen, dels i forhold til situationens faktiske forlpb. Man
kan ikke pa forhand planlegge alle detaljer i elevernes arbejde i miljpet.

I beskrivelsen af puslespilssituationen har jeg da ogsa veeret ret forsigtig med at
sige at “eleverne ggr sddan og sddan” som en slags automatisk reaktion i et givet
miljp. Den stgrre sammenhaeeng — herunder de didaktiske situationer som géar forud
- er betydningsfuld for den grad af stabilitet som kan observeres empirisk. Og i en
sadan sammenhaeng er elevernes leering langtfra tilfeeldig eller uforudsigelig.

Didaktisk ingenigrarbejde

Design af didaktiske situationer — og specielt planlagte objektive miljper for leering
—udger sdledes en af didaktikkens hovedopgaver. Det betyder ikke at al undervisning
skal planleegges af matematikdidaktikere. I mange tilfeelde vil didaktikerens design
veere lavet til brug under bestemte kontrollerede betingelser hvor man gnsker at
underspge bestemte didaktiske feenomener. Men netop nar sddanne design er om-
hyggeligt dokumenterede, kan de faktisk udggre produkter af didaktisk forskning og
udvikling som er brugbare i den forstand at passende uddannede leerere kan tilpasse
dem deres egen undervisningssammenheng, videreudvikle dem etc.

I konkret brug af en didaktisk situation ma man naturligvis tage hensyn til ele-
vernes interesser og forudseetninger. Et vaesentligt element i dokumentationen af
et didaktisk design er sdledes at preecisere hvordan situationen kan varieres uden
at miste sine essentielle egenskaber. Den centrale, overordnede egenskab er natur-
ligvis muligheden af at eleverne konstruerer den tilsigtede viden i det didaktiske
miljp.

En naermere beskrivelse af metoden i didaktisk ingenigrarbejde er givet af Artigue
(1994). En vigtig pointe er det nzere samarbejde mellem undervisere (i forspgsklas-
serne) og matematikdidaktikere — bade i design- og analysefaserne. Forbilledet er her
Brousseaus eget forspgscenter i Talence, med tilknyttet skole. Her var et stort antal
forskere, ph.d.-studerende og leerere involveret i drelange studier af eksperimentelle

Artikler




MONA 2006 - 2 Didaktiske miljger for ligedannethed 59

undervisningsforlpb. Den sekvens af situationer som puslespilssituationen indgar i,
blev udviklet i denne sammenhaeng — sammen med de grundleeggende dele af TDS.

Didaktiske miljper i gymnasiet og pa universitetet
TDS er oprindelig udviklet til og pa basis af didaktiske design for matematikunder-
visning pa grundskoleniveau. I dette afsnit antyder jeg hvordan TDS kan bruges pa
undervisning pa gymnasie- og universitetsniveau, med udgangspunkt i et eksempel
der matematisk set ligger i forleengelse af puslespilssituationen.

I forbindelse med den elementeere trigonometri (typisk i 1. g) vil eleverne normalt
bla. skulle leere om den sdkaldte sinusrelation for vinklerne og siderne i en trekant:

sinA_sinB _sinC
a b c

Formlen praesenteres normalt som en teknik til brug for trekantsberegninger, og
der preesenteres som regel ogsa et bevis (arealet af trekanten kan udregnes som
!/, ac sin B,/ ab sin C osv.). Den tilsigtede viden er her formlen og den nzevnte tekniske
brug. Men det er en interessant idé at overveje om forbindelserne til ligedannethed
kunne give emnet et bredere matematisk indhold for eleverne og knytte det neermere
til elevernes viden om elementeer geometri. Problemet som sinusrelationerne er en
form for Ipsning af, kan derved komme til at antage en mere praktisk og personlig
karakter for eleverne, s relationen ikke simpelthen bliver én blandt mange formler
man i bedste fald kan “sla op” efter behov.

Thales’ seetning er et specialtilfeelde af sinusrelationen. Af denne fglger jo

sinA_a sinA_a

= 0g ——=—,

sinB b “sinC ¢

s hvis vinklerne i to trekanter er ens, star deres sider i samme forhold til hinanden,
og omvendt.

Euklid (1904, bog VI) giver i sine Elementer et bevis for Thales’ seetning som er no-
get mere indviklet end det bevis for sinusrelationerne som blev antydet ovenfor. Til
gengaeld bygger formlen for sinus i retvinklede trekanter — som benyttes i beviset for
sinusrelationerne — pd et specialtilfeelde af Thales’ seetning.

Eleverne il g m antages at vide mere end elever i 6. klasse om puslespilssituatio-
nens problemstilling (herunder om hvordan man forstgrrer en trekant). Fx omtales
Thales’ seetning (uden navn eller bevis) pé s. 80 i en almindeligt brugt laerebog for
gymnasiet (Carstensen og Frandsen, 1997), hvor sinusrelationen indfgres pa s. 187
(med bevis, men uden eksplicit sammenhzeng til ligedannethed). Formlen for sinus
ien retvinklet trekant fremsaettes s. 185 (heller ikke her omtales sammenhaengen til
ligedannethed).
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Man kan nu overveje om disse sammenhaenge kan etableres tydeligere for ele-
verne gennem et objektivt miljp som har nogle af de gnskelige egenskaber som vi s
i puslespilssituationen:

- Eleverne gives mulighed for at skaffe sig en vis fortrolighed med de problemer
som den tilsigtede viden lgser (her fx: Hvad kan man sige om en trekant hvis man
kender dens vinkler?)

 Iarbejdet med miljpet kan eleverne se relationer til, uddybe og bruge deres eksiste-
rende viden (fx om ligedannethed), og miljpet far derved et betydeligt adidaktisk
potentiale.

- Miljpet ggr det muligt og ngdvendigt at konstruere denne viden i det mindste i
nogle specialtilfaelde.

At konstruere et sddant objektivt miljp er en segte matematikdidaktisk arbejdsopgave
som jeg ikke vil pdeleegge for leeseren ved at fremkomme med en “lpsning”, der i pvrigt
ikke ville have noget entydigt over sig.

Lad mig alligevel gore et par almene bemaerkninger som vedrgrer denne type af
opgave. I den lidt videregdende matematik, iseer i forbindelse med dens mere tekni-
ske resultater som fx sinusrelationerne, kan det ofte veere vanskeligt at teenke sig et
didaktisk miljp som bade har stort adidaktisk potentiale, og som samtidig med indre
ngdvendighed vil “tvinge” eleverne til at konstruere den tilsigtede viden.

En principiel mulighed der er af seerlig betydning i netop denne sammenhang, er
de sakaldt returnerede miljger (Bloch, 2005). Ideen er i korthed at man fgrst devoluerer
“dbent” didaktisk miljp der tjener til at gpre eleverne
fortrolige med problemstillingen gennem en ret fri udforskning af nogle specialtil-
feelde. Dernzest devolueres det returnerede miljp gennem en preecisering (maske endda
indsnzevring) af problemfeltet der stiller mere specifikke krav til arbejdets resultater.
Bemezerk at det didaktiske miljp i puslespilssituationen fra starten indeholder den af-
gorende betingelse for resultaterne (forstgrrelsen af puslespillet skal kunne samles).
Betingelsen kan kun opfyldes gennem konstruktion af den tilsigtede viden; der er
saledes ikke behov for en returnering.

Problemet med den tilsigtede videns tekniske og teoretiske karakter bliver na-

en adidaktisk situation med et

turligvis endnu mere tydeligt nar vi ser pa universitetsniveauet. Men ogsa her kan
grundbegreberne fra TDS — herunder idéen om adidaktisk potentiale af didaktiske
miljper — bruges til at gge de studerendes muligheder for at tilegne sig personlig
viden. Begrebet linezer afbildning kan, som jeg allerede har antydet, motiveres gen-
nem arbejde med geometriske egenskaber (fx vinkelbevarelse) for afbildninger af
planen ind i sig selv — evt. under anvendelse af computerstgttede visualiseringer.
Hvilke matricer svarer mon til vinkelbevarende afbildninger? Og hvordan kan man
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beregne malforholdet (den faktor hvormed afbildningen forstgrrer eller formind-
sker)? Hvad har malforhold at ggre med mal, fx Lebesguemalet? Se Dorier (2000)
for en samling af didaktiske studier af linezer algebra og relationen til elementaer
geometri.

TDS har faktisk gennem en arreekke veeret anvendt til eksperimentelle design
ogsd i den universiteere matematikundervisning, specielt pa de indledende trin. Ar-
tigue (1994) omtaler séledes et omfattende didaktisk ingenigrarbejde som havde
til formal at skabe computerstgttede miljper for fprstedrsstuderendes arbejde med
differentialligninger. Det kan ogsé dreje sig om at etablere en sakaldt videnskabelig
debat i forelzesninger for mange studerende (Legrand, 2001) eller om at stille mere
avancerede tematiske opgavesaet inden for den matematiske analyses teori (Grgnbaek
og Winslpw, 2006). I alle disse tilfeelde er de konkrete miljpers adidaktiske potentiale
en hovedpointe. Nar det forpges, muligggres nye former og kvaliteter i undervisernes
interaktion med de studerende.

Konklusion

Teorien om didaktiske situationer er af stor interesse for sdvel leerere, leereruddannere
og matematikdidaktikere (og kombinationer heraf). En almindelig kritik af matematik-
kens didaktik gar pa at feltet kun marginalt interesserer sig for almindelig undervis-
ningspraksis, og at matematikdidaktiske resultater ikke er brugbare og bekendte for
matematiklaerere. Jeg finder at denne kritik i et vist omfang er berettiget, og at TDS
repraesenterer et lovende redskab til at komme kritikerne i mgde.

I dansk sammenhaeng er der ogsa praktiske grunde til afstanden mellem forskning
og undervisningspraksis — specielt de institutionelle rammer for forskning og laerer-
uddannelse til forskellige trin. Men selv under bedre institutionelle betingelser vil
forskningen kun fa betydning for praksis hvis den faktisk beskaeftiger sig med praksis
- og har effektive redskaber til at gpre det. Her er TDS et blandt flere tankevaekkende
bud.

Jeg har i denne artikel forspgt at ggre de grundlaeggende ideer i TDS sa tydelige og
praksisneere som muligt. Alligevel kan det ikke benzegtes at teoriens tankegang og
begreber kreever en vis tilveenning. At det er umagen veerd, er der god evidens for fra
de sammenhaenge hvor TDS indtager en central plads i leereruddannelse, forskning
og ... undervisningspraksis.
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