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Abstract: Artiklen rapporterer et studie der skal afdeekke om brug af CAS-veerktgjer (Computer Algebra
Systems) i en matematikundervisning hvor rammen er undersggende, eksperimenterende og proces-
orienteret, zendrer elevers tilgang til behandling af matematiske problemstillinger pd en sddan mdde
at det pger elevernes viden, faerdigheder og kompetencer. I forlpbet medvirkede godt 500 elever fra ni
kommuner ligeligt fordelt pd forsggs- og kontrolklasser pd mellem- og afsluttende klassetrin. Vores

undersggelse viser at drenge pd mellemtrinnet havde signifikant udbytte af adgang til et CAS-vaerktgj.

IT indgdr som bade mal og middel i folkeskolens matematikundervisning. Det er
bl.a. et mal at eleverne udvikler hjeelpemiddelkompetence, herunder at de kan bruge
digitale veerktpjer til matematiske undersggelser, og at de kan vurdere muligheder
og begraensninger i anvendelsen.

En dansk ekspertgruppe formulerede disse spprgsmal (Matematiklpftet, 2013):

a.

Hvor meget skal matematikfaget vaere forpligtet til at tilgodese en almen it-
dagsorden?

. Hvordan pavirker it matematikundervisningens mél, og hvordan kan matema-

tikfaget fa gavn af den ggede brug af it i samfund og skole?
Hvilke formal har it i matematikundervisningen, med henblik pa om it er et
middel eller et mal?

. Balancer: Gevinster og omkostninger ved it i matematikundervisningen.
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Gruppen anbefalede en dybtgédende underspgelse og en didaktisk-paedagogisk diskus-
sion af IT i matematikundervisningen. Det fgrte til en konference i 2014 med deltagelse
af bla. Artigue der i mange sammenheenge har formuleret sig om faktiske og mulige
succeser og fiaskoer ved brug af IT i matematik (2002).

Der er mange veerktpjer til radighed for matematiske beregninger, men der sy-
nes ikke at veere s megen viden om hvordan brug af IT-veerktgjer pavirker elevers
problemlgsning i folkeskolen. Dette projekt har i en afgreenset ramme bidraget til
relevant viden om emnet, specielt spprgsmélet om og hvordan matematisk software
som Computer Algebra Systemer (CAS) brugt som veerktgj kan bidrage positivt til
elevernes matematikleering.

Forskning i matematikundervisning med
anvendelse af CAS-programmer

Der er en del forskning om CAS-anvendelse i matematikundervisningen pa gymna-
sieniveau —isaer internationalt — men neesten ingen pé grundskoleniveau.

Drijvers’ (2003) afthandling var bl.a. styret af dette forskningsspgrgsmal: How can
the use of computer algebra promote the understanding of algebraic concepts and
operations?” I afhandlingen begraenses algebra til begrebet parameter.

Hans analyse viste at CAS gav bade begrebsmaessige og tekniske vanskeligheder
for eleverne:

“Samlet set tyder resultaterne af denne undersggelse pa et teet og omvendt forhold mel-
lemCAS teknikker og begrebsmaessig forstaelse. Eleverne matte opbygge instrumentel
forstdelse, der forenede tekniske og begrebsmaessige aspekter. Denne instrumentelle
genese kraevede tid og kreefter, og forhindringer skulle overvindes. Tilsyneladende tekni-
ske vanskeligheder var titforbundet med manglende begrebsmeessig forstéelse. [...] Som
konsekvenser for undervisningen anbefaler vi udvikling af en ny didaktisk kontrakt, der
fremmer en kollektiv instrumentering gennem fzelles diskussioner og demonstrationer i
klassen, og at man drpfter kongruens eller inkongruens mellem papir-og-blyant og CAS-

teknikker.” (s.326, vores oversaettelse)

Zbiek et al. (2007) diskuterer bl.a. “representational fluency” (den mulige adgang til
hidtil for sveert fagligt indhold), “mathematical concordance” (match og mismatch
fx mellem den matematik leereren intenderede med en bestemt teknologisk aktivitet
og den matematik, eleven faktisk leerte gennem aktiviteten) samt “amplifiers and
reorganizers” (ift. forsteerkning eller reorganisering af faglige leeringsmal). I deres
omfattende gennemgang henviser de bl.a. til Drijvers (2003) der rapporterede hvordan
CAS kan medvirke til hgjere ordens forstaelse for eleveri9. og 10. klasse. CAS kan fun-
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gere som mediator mellem teknologiens fysiske artefakt og elevernes tankemaeessige
handlinger. Denne proces kalder Drijvers og flere andre (Trouche, 2005) konstruktion
af instrumentel genese (“construct of instrumental genesis”).

Forskere har spgt at identificere bade produktive og uproduktive tilgange nar ele-
ver anvender teknologi som CAS. Heid et al. (1998) har reviewet forskning i netop
effekten af CAS, men blandt de 50 empiriske studier der indgik her, var der mange
uden nogen markant positiv effekt af CAS pa elevernes matematikleering. De under-
spgte udbytter faldt i fem kategorier: “Achievement, Affect, Behavior, Strategies and
Understanding”. Der var studier der viste udbytte mht. problembehandling, men der
peges pa den npdvendige fortrolighed med en szerlig CAS-syntaks. I syv studier af ef-
fekten pa elevers begrebsmeessige forstaelse viste de fem at CAS-eleverne fik bedre
begrebsmaessig forstaelse, mens de to andre ingen signifikant effekt viste.

Tynan og Asp (1998) viste i et mindre studie at CAS havde effekt pa 9. klasseelevers
ligningslgsning i fer-algebra. De identificerede en del faktorer der kunne have betyd-
ning:

* Omfanget af elevernes CAS-adgang

» Leerernes viden, “belief” og foretrukne undervisningsstil

* Elevers algebraiske feerdigheder og foretrukne laeringsstil

* Elevernes motivation

* Strukturelle faktorer —konkurrerende pres pa elev/lzerer, tid

* Omfanget af kommunikation mellem forskere og undervisere

* Graden af lererstptte

* Opgavedesign —der understptter hvilken made CAS-veerktpjerne bliver brugt pa
» Opgavetyper —balancen mellem abne og rutineopgaver.

Konklusionen var at CAS syntes at have en vis indflydelse pa de metoder eleverne
valgte til ligningslgsning, og der var tegn pa at CAS har hjulpet eleverne til at foku-
sere pa at veelge hensigtsmeessige manipulationer. De fleste elever var glade for at
bruge CAS til kontrol, og CAS sa ikke ud til at mindske elevernes feerdigheder med
“papir og blyant”.

Der er endnu ikke megen dansk forskning om CAS-vaerktgjers effekt p& grundsko-
lens matematikundervisning. Derfor er der behov for underspgelser der kan belyse
dette omrade yderligere.

Jankvist og Misfeldt noterer (2015) at CAS i matematikundervisningen ikke entydigt
har fert til et forventet stprre udbytte, samt at nyere forskning mest har fokuseret pa
at karakterisere leereprocesser (Artigue, 2002) og undervisningsprocesser (Tabach et
al,, 2013).

I Danmark indgar viden om anvendelse af CAS-veerktgjer i undervisningsfaget
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matematik i leereruddannelsen. Et forberedelsesmateriale til en proveopgave fra som-
meren 2013 omfattede en artikel af Nabb (2010) der diskuterer fem forskellige former
for brug af CAS. De fem former repraesenterer en progression som vist i figur 1 hvor
CAS bruges forskelligt afheengigt af malene for den konkrete undervisning. Det er
séledes underviserens planleegning der seetter rammen for hvordan CAS-veerktgjerne
kommer til at virke for eleverne.

Black box

White box

Forstaerker

Diskussions-

redskab

Katalysator
for reform

Figur 1. Fem former for brug af CAS.

1. Black box hvor man stoler pa resultatet frembragt af CAS-veerktpjet uden at reflek-
tere neermere over hvordan eller hvorfor.

2. White box hvor CAS-veerktgjet bruges til at underspge og forstd matematikken.

3. Forsteerker hvor veerktgjet forsteerker intellektuel aktivitet igennem en let tilgang
til at opdage regelmaessigheder gennem mange gentagelser.

4. Diskussionsredskab hvor man gennem oplaeg og CAS-undersggelser diskuterer de
resultater der fremkommer.

5. Katalysator for reform hvor selve brugen af CAS-veerktpjer fornyer undervisningen
og elevernes made at mpde matematiske begreber pa.

Nar CAS anskues som et veerktgj eller et middel til matematikundervisning og leering,
ma man overveje hvordan CAS sé bedst bruges i et samspil med bl.a. leererrolle, orga-
nisering af undervisning og andre undervisningsmidler. Heri indgar ogsa vurdering
af cost-benefit-karakter. CAS-anvendelse krzever pvelse og opmaerksomhed for bade
underviser og elever.
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Med Nabbs betegnelser kan CAS benyttes til at udvide og forstzerke kapaciteter
eleverne har erhvervet, udviklet og forstdet i matematik, og som de behersker i ikke-
komplekse situationer, til anvendelse i mere komplekse situationer hvor det er uover-
kommeligt, mere tidskraevende eller pad anden made besveerligt kun at benytte sig af
de grundleeggende kapaciteter. Men CAS kan ogsa treede ind blot som en black box-
leverandgr til erstatning for matematiske aktiviteter og processer som eleverne selv
kun kender og forstar de mest indledende dele af, som de selv hpjst kan gennemfgre i
de allermest elementeere situationer, og som de ikke har muligheder for selv at kunne
gennemskue og raesonnere over.

Samarbejdet med praksis

Danmarks Matematikleererforening bad i 2014 om forskningsmeessig bistand i et
forspgsprojekt om CAS-veerktgjer i folkeskolens matematikundervisning. Formalet
var at afdeekke om brug af CAS-veerktgjer i en underspgende, eksperimenterende og
procesorienteret matematikundervisning kan sendre elevers matematiske problembe-
handling pé en sddan méde at det pger elevernes viden, feerdigheder og kompetencer.

Efter indledende mgder med forskerne beskrev Danmarks Matematikleererforening
projektet i en henvendelse til skoler i ni kommuner. De deltagende matematikleerere
blev inviteret til et mgde med introduktion til projektets rammer og feelles opleeg
omkring underspgende og eksperimenterende undervisning, procesorienteret op-
gavelpsning samt et opleeg omkring CAS-varktpjer. I forbindelse med projektet blev
skolerne tilbudt brug af CAS-programmerne MatematiKan og TI-Nspire i skolearet
2014-15 for de deltagende klasser og for skolernes leerere. Projektet var planlagt til at
forlgbe i klasserne i efteraret 2014.

Det var gnsket at forskningsdesignet kunne undersgge ligheder og forskelle i lpsnin-
ger og lpsningsstrategier mellem elever der har brugt CAS, og elever der har arbejdet
uden CAS.

Metode

Der blev udviklet forskellige opgavetyper, herunder regnehistorier, feerdighedsopga-
ver med de fire regningsarter og regnearternes hierarki, omskrivning af algebraiske
udtryk, formler, variable og ubekendte samt opgaver i logik.

I hver opgave indgik en vurdering af hvilke matematiske kompetencer der seerligt
blev provet blandt problembehandling, modellering, kommunikation, reesonnement
og tankegang, hjeelpemiddel samt repraesentation og symbolbehandling.

Opgaverne blev fordelt pa “fritekst”-opgaver (med forklaring), matchopgaver, mul-
tiple choice-opgaver, indseet rigtigt svar-opgaver samt logiske opgaver (sand/falsk).
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Et opgaveheefte til praetest og posttest til hhv. indskoling, mellemtrin og zldste
klassetrin blev udviklet af erfarne leerere og gennem korrekturrunder godkendt af
forskerne. Bl.a. skulle det sikres at items i preae- og posttest var sammenlignelige mht.
fagligt indhold, format, sveerhedsgrad og genkendelighed. Der skulle ogsa sikres et
tilstreekkeligt og repraesentativt udvalg af items for hver eneste kompetence og faglige

delomrade.
Kompetencer 4.-6. klasse
49 items
Raesonnement og Opgave 1-2 =
tankegang 2 items o o |
Problembehandling Opgave 3,9, 13-16 “TT? <) ) %
17 items Devoon o eI
Hjzelpemiddel Opgave 4-7
16 items [ oo |
Reprzesentation og Opgave 8,10-12, 20 f’_'““l"’l"_'lw .__m s
symbolbehandling 5 items -
Kommunikation Opgave 17- 19

9 items

Figur 2. Opgaveeksempel fra preetest (4.-6. klassetrin). Hvert item blev tilknyttet en eller
flere af de udvalgte kompetencer.

Forskningsdesignet skulle underspge ligheder og forskelle i lpsninger og lgsningsstra-
tegier for de elever der brugte CAS-veerktpjer, og de elever der arbejdede uden, men i
artiklen her rapporteres alene pa baggrund af en opsummeret opggrelse af elevernes
besvarelser malt som antal rigtige itembesvarelser.

Kvantitativ analyse af data fra projektet

Der blev gennemfgrt en kvantitativ analyse af projektets resultater hvor udvalgte
parametre blev signifikansvurderet. I denne analyse var det ngdvendigt med en strin-
gent definition af de variable der indgik. Det var ogsé vigtigt at have datapunkter nok
til at fa tilstreekkelig forklaringskraft i den statistiske model.

Analysen blev derfor afgraenset til at underspge om adgangen til CAS-veerktgjer
havde medfgrt en sendring i elevernes evne til problemlgsning, malt gennem de be-
svarede opgavesaet. Den kvantitativt undersggte hypotese kan derfor formuleres
saledes:
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Er elevernes sendring i testscore signifikant pavirket af tilgangen til CAS-hjzelpemidler,
og er denne effekt aftheengig af klassetrin, klasseidentitet (malt via parameteren “leerer”)

eller kgn?

Det empiriske materiale fra projektet bestod som naevnt af en praetest og en post-
test. Den variable er sa forskellen mellem testscore i preetesten og i posttesten. Ud
fra denne variabel blev elevernes udbytte i studiet analyseret. Mélet med analysen
var at underspge hvorvidt adgangen til CAS-veerktgjer kunne medfere en signifikant
endring i forhold til de elever der blev undervist uden adgang til CAS.

Der blev udarbejdet forskellige tests til mellemtrinnet (4.-6. klasse) og udskolingen
(7.-10. klasse). De to populationer af data er derfor analyseret uaftheengigt af hinanden.

Kompetencer Data Prze Gennemsnit Standardafvigelse
Reesonnement og tankegang 51 2,44
Hjeelpemiddel 9,8 2,97
Repraesentation og symbolbehandling 3,9 1,86
Problembehandling 1,5 1,68
Kommunikation 2,9 1,75
Kompetencer Data Post Gennemsnit Standardafvigelse
Reesonnement og tankegang 0,9 0,76
Hjeelpemiddel 16,6 426
Repraesentation og symbolbehandling 11,9 3,56
Problembehandling 8,2 2,56
Kommunikation 9,2 2,64

Tabel 1. Samlet testscore for en deltagende klasse. I den rapporterede analyse indgdr
alene &ndringer i samlet testscore.

Idéelt set kunne man gnske et datasset hvor den eneste forskel mellem elevgrup-
perne var tilgangen til CAS-veerktgjer, men som enhver med tilknytning til undervis-
ningspraksis vil vide, er der mange andre faktorer som indvirker pa elevers udbytte
af undervisningen, og det er naturligvis ikke muligt at kontrollere dem alle i selve
undersggelsen. Til gengaeld er det muligt at inkludere nogle af dem i den statistiske
analyse og dermed bade kontrollere for konfunderende effekter og for samspil mel-
lem adgang til CAS og andre faktorer.

MONA 2016-1
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Nar man skal underspge kvantitative effekter af mange faktorer pa én gang, kraever
det en statistisk model der kan rumme alle de faktorer som man forventer kan influ-
ere pa datasaettet, samt interaktionerne mellem disse faktorer. Analyserer man blot
faktorerne enkeltvis, lgber man ind i to typer vanskeligheder: For det fgrste vil man
overvurdere signifikansniveauet (populeert sagt vil én ud af tyve tilfeeldige faktorer
ved gentagne analyser af samme dataseet fremtreede som signifikante med en 5 %’s
signifikansgreense), og for det andet vil signifikante ikkelinesere sammenhaenge som
skyldes interaktioner mellem flere faktorer, veere umulige at analysere. De vil enten
fremstd som ikke signifikante —eller fejlagtigt tilskrives én af de bidragende faktorer
uden at sammenhaengen mellem faktorerne afklares.

En analysemodel der tillader samtidig inklusion af mange faktorer, er den mul-
tifaktorielle variansanalyse. En variansanalyse kan forstas som et n-dimensionalt
koordinatsystem hvor hver af de n-akser beskriver en variabel i analysen. Analysen
undersgger om der kan tegnes en regressionslinje gennem koordinatsystemet som
forklarer en signifikant andel af datapunkternes varians. P4 denne made rummer
variansanalysen bade et signifikansmal og et effektmal (den andel af variansen der
kan tilskrives en signifikant faktor).

Til at analysere materialet i underspgelsen blev der brugt en multifaktoriel va-
riansanalyse af typen GLM (Generalized Linear Model). I denne blev alle de kendte
parametre indsat i testen som variable i analysen; det vil i denne sammenhzeng sige:
CAS-adgang, klassetrin, kgn og leerer. I studiet deltager hver leerer kun med én klasse,
sd variablen “leerer” i analysen deekker derfor reelt alle effekter der skyldes klassei-
dentiteten: bade effekten af den specifikke leerers undervisning samt andre effekter
der pévirker leeringsmiljpet i den specifikke klasse.

Tekstboks 1 — Multifaktoriel variansanalyse

Multifaktoriel variansanalyse gér kort fortalt ud pé at se pé den samlede varians i aen-
dringen i testscore for alle elever i studiet og sammenligne denne samlede varians med
variansen inden for de grupper som man ud fra analysens faktorer kan underinddele
eleverne i. P& denne méde kan variansen altsé partitioneres, og varianskomponenterne
kan signifikanstestes gennem en F-test.

GLM-typen af variansanalyse er valgt fordi denne test kan rumme faktorielle data og
ikke stiller strenge krav til fordelingen af datapunkter.
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Tekstboks 2 — Model for variansanalyse

Den samlede varians er partitioneret i et szt varianskomponenter som kan tilskrives
hver enkelt faktor i datasaettet, samt interaktionskomponenter der kan beskrive samspil-
let mellem de enkelte faktorer. Vores data omfatter faktorerne CAS, lzerer, klassetrin og
ken. Den meengde af variansen der ikke kan knyttes til faktorerne i modellen, kaldes
residualvariansen og er sidste led i modellen.

En fuld model for variansanalyse af vores dataszet ville se ud som felger:

VAR(AndringScore] = VAR(CAS) + VAR(Lzrer) + VAR(Klassetrin) + VAR(Ken) +
VAR(CAS*Laerer) + VAR(CAS*Klasse) + VAR(CAS*Ken) + VAR(Leerer*Klasse) +
VAR(CAS*Laerer*Kon) + VAR(CAS*lzerer*Klasse) + VAR(Lzerer*Klasse*Kon) +
VAR(CAS*Lzerer*Klasse*Kan) + VAR(Residual).

Det er ikke muligt at analysere denne model direkte da antallet of frihedsgrader i modellen
overstiger antallet af datapunkter (gennemferte tests) i studiet. Derfor er der gennemfert
en systematisk modelreduktion, sa ferst hajere ordens interaktionskomponenter er fjernet
indtil antallet af frihedsgrader muliggjorde analysen.

Derefter blev de eliminerede modelparametre substitueret med dem der ikke havde signi-
fikant effekt i den reducerede model indtil modellen fik den starst mulige forklaringskraft.

Denne optimerede model rummer felgende parametre:

VAR(AndringScore) = VAR(CAS) + VAR(Lzerer) + VAR(Klassetrin) + VAR(Ken) +
VAR(CAS*Kan) + VAR(Residual).

Den endelige analyse viser to tydeligt signifikante faktorer for eleverne pa mellem-
trinnet, mens kun én faktor har signifikant indflydelse hos eleverne i udskolingen:
Variablen “leerer” er steerkt signifikant (p < 0,0005) i begge datasaet. Denne varianskom-
ponent rummer som naevnt bade effekter specifikke for den enkelte klasse (leerings-
miljpet i klassen, aktuel klassehistorie, omsteendigheder omkring testens afvikling i
den enkelte klasse etc.) samt effekter af den enkelte leerers undervisning.
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Modelfaktor Frihedsgrader F-veerdi Signifikansniveau
CAS-adgang 1 1,30 0,26
K¢n 1 0,34 0,56
Leerer 10 18,59 *0,00
Kgn*CAS-adgang 1 4,44 *0,04

Tabel 2. Tabellen viser frihedsgrader, testvaerdier (F-test) og de resulterende p-veerdier
(signifikansniveau) i vores analyse af eleverne pd mellemtrinnet. Signifikante veerdier
er markeret med en stjerne (*). Frihedsgraderne bestemmes af antal mulige faktorer fra-
trukket 1. F-veerdier og signifikansniveauer er beregnet med SPSS-programmet.

Den anden tydeligt signifikante faktor for mellemtrinnets elever er interaktionskom-
ponenten “Kgn*CAS”. Denne komponent siger hvordan udbyttet af CAS-veerktgjer
har pavirket eendringen i elevscore, henholdsvis i drengegruppen og i pigegruppen.
Analysen viser ingen overordnet effekt af CAS-adgang i sig selv eller af elevernes kgn
i sig selv. Der er saledes ikke overordnet forskel pa pigers og drenges score gennem
underspgelsen og heller ikke overordnet forskel pa klasser med eller uden adgang
til CAS. Man kan ikke desto mindre se at ndr drenge pa mellemtrinnet far adgang til
CAS-veerktgjer, sa har de oplevet en signifikant pget score i dette studie.

Kon/CAS Uden CAS Med CAS
Dreng -6,2 -1,7
Pige -3,7 -3,1

Tabel 3. Tabellen viser hvorledes den gennemsnitlige forventede testscore pd mellem-
trinnet pdvirkes af adgang til CAS-veerktgjer i henholdsvis pigegruppen og drenge-
gruppen. En dreng med adgang til CAS kan sdledes forventes at score gennemsnitligt
4,5 point hgjere hvis klassen fik adgang til CAS-veerktgjer. Pigegruppen oplevede ikke
samme effekt.

De negative tal indikerer at den samlede score for alle elever er mindre i posttesten
end i preetesten. Posttesten har altsa veeret vanskeligere end preetesten. Men som det
fremgar af tabel 3, viser modellen en fremgang pa 4,5 testpoint i vores forventning til
drenge fra mellemtrinnet hvis klassen har adgang til CAS, i forhold til drenge fra klas-
ser undervist uden CAS-veerktgjer. Denne effekt ses ikke i pigegruppen hvor adgang
til CAS medfgrer en fremgang pd kun 0,6 point i forventet testscore.
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Reliabilitet og validitet

Der er to centrale ngglespprgsmal man altid bgr veere opmaerksom pé& nar man for-
sker. Det ene er hvor reliabel en underspgelse er, og det andet er hvor valid en under-
spgelse er.

Reliabiliteten handler dels om det tekniske: Er der materiale nok til at man tro-
veerdigt kan drage konklusioner? Og dels om hvor hg¢j grad af objektivitet der er i
undersggelsen: Vil andre forskere med samme datamateriale s drage de samme
konklusioner?

Validiteten handler om hvor gyldig undersggelsen er i forhold til det man gerne
vil undersgge. Derfor er det lettest at f& hgj validitet hvis man undersgger forholdsvis
simple elementer i matematikundervisningen, som fx om eleverne kan multiplicere
to tal. Det er meget sveert at opretholde hgj validitet hvis man underspger mere kom-
plekse elementer af matematikundervisningen, som fx de matematiske kompetencer.

Bade validitet og reliabilitet er afheengige af de elever der deltager i undersggelsen,
bade af hvilke elever der deltager (om de er repreesentative), og af antallet af elever
der er med i underspgelsen.

I forhold til den tekniske del er der i projektet valgt et passende antal opgaver der
matchede de elementer af matematikundervisningen som skulle testes. I forhold til
graden af objektivitet har der veeret abenhed omkring data og kun veeret tolket og
behandlet data ud fra alment anerkendte metoder, sdledes at andre forskere ogsa ville
komme til de samme konklusioner ud fra vores data.

Iforhold til validiteten er kompleksiteten holdt nede ved at se pd méalformuleringer
fra feelles mal. Intentionen var oprindeligt at se pa mere komplekse dele af matema-
tikundervisningen, men da der ikke var andre danske undersggelser at bygge videre
pa, blev det besluttet at teste bredt og alene se pa samlet testscore. Opgaverne blev
dog kodet, saledes at man yderligere kunne undersgge hvordan opgavesvar forholder
sig til mal og kompetencer. Konsekvensen er at vores underspgelse bade opretholder
hgjvaliditet og reliabilitet ndr man ser pa eendringen af elevernes score mellem de to
test og sammenligner kontrol- og CAS-klasser. Det ville ikke veere tilfeeldet hvis man
fx havde haft fokus pa de matematiske kompetencer.

Undersggelsen kan dog kritiseres for at der ikke var mulighed for at veelge klasser
ud tilfeeldigt og sikre en passende geografisk og sociopkonomisk repreesentation.

I denne artikel er fremlagt tendenser der ses i vores projekt, men der er brug for
yderligere forskning fgr vi kan generalisere til alle elever i Danmark.

Diskussion af resultaterne

Nar man indsamler kvantitative data, anbefales det at man sd vidt muligt ensret-
ter alle de forhold der kan pavirke disse indsamlede data, s man kan sammenligne
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entydigt pa de fremkomne data. Men praksis i folkeskolens matematikundervisning
@ndres lgbende og bl.a. bestemt af lovgivning, arbejdstid, elevforudseetninger samt
leereres holdning og erfaring.

Matematiklererne i projektet har modtaget vejledning i at planleegge og udfgre en
“underspgende, eksperimenterende og procesorienteret” matematikundervisning, og
det har veeret den 4bne ramme for bade kontrol og testklasser. I vores undersggelse af
CAS-veerktgjer i undervisningen har det ikke veeret meningen herudover at ensrette
eller underspge praksis og flow i de deltagende laereres matematikundervisning, men
blot at underspge CAS-veerktgjets effekt pa elevers udbytte nér det bliver integreret
i den aktuelle matematikundervisning.

Der er mange andre muligt bestemmende forhold i denne undersggelse der ikke
er en RCT (randomized controlled trial). Leererne har tilmeldt sig fordi de selv var
interesserede i CAS. Og man kan geette pa at leererne i de deltagende CAS-klasser var
seerligt entusiastiske og/eller dygtige. Alle lzerere har formentlig ogsa arbejdet meget
forskelligt med det valgte delemne tali perioden mellem de to test, de har maske haft
et forskelligt antal matematiktimer med klasserne i projektet, og de har forskellig
forudgaende erfaring med brug af CAS-veerktgjer.

Den kvantitative metode der er valgt i analysen, er derfor afgprende for muligheden
for at pavise en effekt af CAS-veerktpjerne. I artiklen er der redegjort for hvordan den
kvantitative analyse er gennemfprt med et bevidst og begrundet metodevalg.

Men kgnsforskellen er et overraskende fund som det bliver interessant evt. at fa be-
kreeftetien fortsat underspgelse af CAS i folkeskolens matematikundervisning. I Dan-
mark ved vi godt at drenge og piger viser forskellig tilgang til undersggelser og ekspe-
rimenteribl.a. naturfag. Derfor er der eksperimenteret med kgnsopdelt undervisning i
fysik/kemiikorte perioder pa flere folkeskoler. Det er ikke en anbefaling her, menidet
fortsatte projekt vil vi supplere nye testdata med data om undervisnings- og arbejds-
form der kan bruges i en evt. triangulering for om muligt at bidrage til en forklaring.

Forgasz & Tan (2010) har ogsa beskrevet kgn som en faktor der kan have betydning
for effekten af CAS-adgang. De opdagede at drenge scorede klart hgjere end piger i CAS-
delen af en australsk undersggelse af testscore pa gymnasieniveau (12. klasse). Elever-
ne var i 2002-2008 fordelt i parallelle forlpb pa “Intermediate level” (sammenligneligt
med det danske B-niveau): Mathematical Methods hhv. Mathematical Methods CAS.

Som antydet er det blevet muligt at fortseette underspgelsen af den mulige effekt
af CAS i et lignende forspgsdesign med mange kontrol- og forspgsklasser. Og i fortsaet-
telsen af forspget er det aftalt ogsa at samle kvalitative data fra enkelte klasser. Bla.
gennem forskerbespg og logs eller andre data fra leererne.

Her vil det veere interessant at identificere Nabbs (2010) forskellige former for brug
af CAS, méaske iseer som:
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» “White box” der er en paedagogisk brug af veerktgjet hvor CAS-veerktgjet bruges til
at undersgge og forstd matematikken

» “Forsteerker” hvor vaerktgjet spiller en rolle som forsteerker af intellektuel aktivitet
igennem en let tilgang til at opdage regelmaessigheder gennem mange gentagelser

» Diskussionsredskab hvor eleverne gennem oplaeg, underspgelser eller andet delta-
ger i diskussion om de resultater der fremkommer.

Cheung og Slavin (2013) opsummerede 74 undersggelser af effekt af teknologiske
hjeelpemidler i matematikundervisning og papegede en reekke af svagheder i data-
indsamling der pavirkede underspgelsernes validitet negativt. Disse svagheder var
bla. fraveer af kontrolgrupper, undersggelser baseret alene pa posttests sa elevgrup-
pernes sammenlignelighed ikke kan undersgges, samt decideret subjektiv udveelgelse
af datapunkter.

Vores underspgelse var tilrettelagt med henblik pd at undga disse designmees-
sige faldgruber og sikre at den pa trods af sin relativt begreensede stprrelse har en
hgj grad af troveerdig og gyldighed. Det er veerd at bemzerke at en simpel t-test af de
gennemsnitlige sendringer i testscore i studiet, som bruges i rigtig mange paedago-
giske underspgelser, ville have konkluderet at der ikke var signifikant effekt af CAS-
veerktgjer for elevernes udbytte da den paviste effekt ville have veeret maskeret af de
andre faktorer vi har inkluderet i analysen.

Undersggelsen har vist evidens for at brug af CAS-veerktpjer kan péavirke drenges
udbytte positivt i matematikundervisningen.

Referencer

Artigue, M. (2002). Learning Mathematics in a CAS Environment: The Genesis of a Reflection
about Instrumentation and the Dialectics between Technical and Conceptual Work. Inter-
national Journal of Computers for Mathematical Learning, 7, s. 245-274. Lokaliseret den 19.
november 2015 pa:

www lkl.ac.uk/research/came/events/freudenthal/l-Presentation-Artigue.pdf.

Cheung, A. & Slavin, R.E. (2013). The Effectiveness of Educational Technology Applications for
Enhancing Mathematics Achievement in K-12 Classrooms: A Meta-Analysis. Baltimore, MD:
Johns Hopkins University, The Center for Research and Reform in Education. Lokaliseret
den 19. november 2015 pa:

http://dx.doi.org/10.1016/j.edurev.2013.01.001L

Danielsen, C. (2011). CAS-veerktgjer i gymnasieskolens matematikundervisning. Gymnasieleere-
renes vurdering af CAS-veerktgjernes effekt pd elevernes algebraiske feerdigheder og konse-

kvenserne deraf. Aarhus Universitet (kandidatafhandling).

MONA 2016-1

19



20

Arne Mogensen, Adrian Bull & Mette Hesselholt Henne Hansen ARTIKLER

Drijvers, P.H.M. (2003). Learning Algebra in a Computer Algebra Environment: Design Research on
the Understanding of the Concept of Parameter. Dissertation, Freudenthal Institute, Utrecht.

Forgasz, H. & Tan, H. (2010). Does CAS Use Disadvantage Girls in VCE Mathematics? Lokaliseret
den 19. november 2015 pa:

http://files.eric.ed.gov/fulltext/EJ891807.pdf.

Heid, MK, Blume, G., Flanagan, K., Iseri, L., Deckert, W. & Piez, C. (1998). Research on Mathema-
tics Learning in CAS Environments. Paper fra 11th International Conference on Technology
in Collegiate Mathematics, New Orleans, LA.

Jankvist, U.T. & Misfeldt, M. (2015). CAS-Induced Difficulties in Learning Mathematics? For the
Learning of Mathematics, 35(1), s.15-20.

Matematiklgftet (2013). Ferste notat udarbejdet af ekspertgruppen i matematik. Undervisnings-
ministeriet. Lokaliseret den 19. november 2015 pa: www.uvm.dk/~/media/UVM/Filer/Udd/
Folke/PDF13/0kt/131011%20matematikekspertgruppens%20anbefalinger.pdf.

Nabb, K.A. (2010). CAS as a Restructuring Tool in Mathematics Education. Proceedings of the 22nd
International Conference on Technology in Collegiate Mathematics.

Tabach, M., Hershkowitz, R. & Dreyfus, T. (2013). Learning Beginning Algebra in a Computer-
Intensive Environment. ZDM, 45(3), s.377-391.

Trouche, L. (2005). Instrumental Genesis, Individual and Social Aspects. I: D. Guin, K. Ruthven & L.
Trouche (red.), The Didactical Challenge of Symbolic Calculators (s. 197-230). New York: Springer.

Tynan, D. & Asp, G. (1998). Exploring the Impact of CAS in Early Algebra. I: C. Kanes, M. Goos &
E. Warren (red.), Proceedings of the 2Ist Annual Conference of the Mathematics Education
Research Group of Australasia (vol. 2, s. 621-628). Brisbane: MERGA. Lokaliseret den 19. no-
vember 2015 pa: www.merga.net.au/documents/RP_Tynan Asp 1998.pdf.

Zbiek, R.M., Heid, M.K. & Blume, G.W. (2007). Research on Technology in Mathematics Education:
The Perspective of Constructs. I: FX. Lester (red.), Second Handbook of Research on Mathe-

matics Teaching and Learning. Charlotte: Information Age Publishing.

Den statistiske analyse er foretaget med analyseprogrammet SPSS Statistics for Win-
dows, version 22.0, Armonk, NY: IBM Corp.

English abstract

We report on a study designed to identify effects of the use of CAS tools (Computer Algebra Systems)
on learning outcomes in mathematics teaching. The study investigates teaching mathematics in an
exploratory, experimental and process-oriented setting, and aims to change students’ approach to
the treatment of mathematical problems in the direction of increased knowledge, skills and com-
petences. More than 500 students from nine municipalities, equally divided between experimental
and control classes in middle and final stages, participated in the study. Our findings reveal that

boys in middle school experienced significant benefits from access to a CAS tool.
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