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Abstract I artiklen preesenterer vi en skematik der kan udspsende brugen af forskellige repraesentationer
af sdvel proces- som objektaspekter af matematiske begreber i en modelleringskontekst. Skemaet er
en af tre metoder, der er de forelpbige resultater af vores forskning i hvordan der kan bygges bro mel-
lem didaktisk forskning og udvikling af matematikundervisning. Vi illustrerer, hvordan skemaet i et
modelleringsprojekt om alkohol og THC der blev udviklet og afpravet af gymnasielaerere i forbindelse
med et efteruddannelseskursus, kan fungere som et medierende link mellem didaktisk teori og udvik-

ling af undervisningspraksis. Skemaet kan sdledes stgtte en forskningsbaseret udvikling af praksis.!

Introduktion og forskningsspargsmél

Gennem de seneste tre-fire artier er der udviklet teorier om undervisning og leering i
matematisk modellering. Ofte er teoriudviklingen foregdet i teet samspil med under-
visningsforsgg og udviklingsprojekter. Det har givet anledning til neermere definition
af begreberne matematisk model og matematisk modellering, kategorisering af for-
skellige typer af matematiske modeller, analyse af forskellige begrundelser for ind-
dragelse af modellering i matematikfaget og definition af modelleringskompetence,
samt forslag til og analyse af forskellige mader at inkludere og bedpmme udbyttet af
modellering i forskellige type af curricula. De definitioner og teoretiske idéer, der er
udviklet i denne forskning, har allerede haft betydelig indvirkning pa modellerings
rolle og placering i matematikundervisningen pa curriculum niveau og i et vist om-
fang ogséd pa matematikleereres forstaelse af matematisk modellering. Gennemslaget

1 Artiklen bygger pa et foredrag af forfatterne ved Big Bang konferencen i marts 2013 og den findes ogsa en kortere
engelsk version (Blomhgj & Kjeldsen, 2013).
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af denne forskningsmeessige udvikling i curricula og praksis er naturligvis meget
forskelligt i forskellige kontekster. I Danmark har modeller og modellering laenge
veeret en del af matematikfaget pa bekendtggrelsesniveau i gymnasiet. Emnet findes
behandlet i leerebpger, og modellering kan ogsa indga til den mundtlige eksamen.

I matematikdidaktisk forskning findes der ogsé teorier, der spger at afdaekke lee-
ringspotentialerne samt de didaktiske og leeringsmaessige udfordringer ved mate-
matisk modellering mere specifikt. Modellering ses her som et middel til at stptte
elevernes tilegnelse af matematik (Zbiek & Conner, 2006) (Blomhgj & Kjeldsen 2006,
2010Db). Denne forskning abner for et samspil med mere generelle teorier om tilegnelse
af matematiske begreber. Fgr disse teorier kan anvendes af laerere som grundlag for
at udvikle og reflektere over egen praksis, ma de imidlertid fprst konkretiseres i lze-
rernes aktuelle undervisningsforlgb. Det kraever typisk udvikling af ny teoriiform af
nye begreber eller kategoriseringer der kan skabe forbindelse mellem de didaktiske
og leringsmaessige udfordringer leererne oplever i deres undervisning.

I takt med matematikdidaktikkens udvikling til en videnskabelig disciplin er der
sket en stigende specialisering og teoretisering der har gget afstanden mellem mate-
matikdidaktisk forskning og undervisningens praksis. Der er en tendens til at forsk-
ningsprocesserne adskilles fra de udviklingsprocesser, der anvender forskningens
resultater. Vi ser det som en generel udfordring for matematikdidaktisk forskning at
skabe bedre forbindelse og sammenheeng mellem disse to typer af processer. Forsk-
ningsprocessen er traditionelt forskerens domaene og ansvar, mens ansvaret for pro-
cesser, der spger at anvende forskningsresultater i udvikling af undervisningspraksis
ikke kan placeres sa entydigt i vores forsknings- og uddannelsessystem. Forskere, der
indgar i udviklingsprojekter, leereruddannere, fagkonsulenter, leerere der holder efter-
uddannelseskurser, samt leerere eller grupper af leerere der arbejder med at udvikle
deres egen praksis kan alle indga i sddanne udviklingsprocesser, men ofte er det ikke
deres primeere ansvarsomrade at sikre forskningsbaseret udvikling af praksis. Der
mangler organisatoriske rammer, der systematisk kan stgtte udvikling af undervis-
ningspraksis i matematik gennem anvendelse af forskningsresultater. Der er ingen
institutioner, der har direkte ansvar for at understptte forskningsbaseret efter- og
videreuddannelse af leerere. Det gaelder bade pa grundskole- og gymnasialt niveau.
Samtidig er det ikke en del af lzerernes professionelle forpligtelse, at de skal deltage i
forskningsbaseret efter- og videreuddannelse eller i udviklingsprojekter med henblik
pa at udvikle egen praksis. De skal deltage i efteruddannelse, men der er ingen krav
om forskningsbasering, og der er typisk ikke krav om at arbejde med udvikling af
egen praksis i forbindelse med efteruddannelse.

I et stgrre oversigtsstudium over brugen af forskning i udvikling af praksis konklu-
derer Jo Boaler (2008, s.103) at leerernes direkte involvering i brug af teori i udviklingen
af deres egen praksis er en meget veesentlig faktor for en succesfuld anvendelse af
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forskningsresultater. Det bgr veere en opgave for matematikdidaktisk forskning at
udvikle metoder der kan bringe forskningens resultater i kontakt med udvikling af
undervisningens praksis.

I1pbet af de sidste tre-fire 4r har vi forsket i at udvikle sddanne metoder. Vi har
fokuseret pé at udvikle metoder til at styre leereres involvering i forskningsbaseret
udvikling af deres egen undervisningspraksis. Vores forskning er dels udsprunget af
og dels foregdet i samspil med et efteruddannelseskursus for gymnasieleerer i pro-
blemorienteret projektarbejde i matematisk modellering (Blomhgj & Kjeldsen, 2006).
Vi designede kurset i 2003 i forbindelse med gymnasiereformen og har siden aftholdt
kurset otte gange. Der er saledes tale om udviklingsbaseret forskning hvor resultaterne
af forskningen indarbejdes i udvikling af leerernes praksis allerede i forskningsproces-
sen.

Forelpbig har vores forskning resulteret i udvikling af metoder inden for tre omrader,
der kan stgtte forbindelsen mellem forskning og udvikling af undervisningspraksis:
(1) Detaljeret og konkret beskrivelse og analyse af den modelleringsproces der er in-
deholdt i et modelleringsprojekt, med henblik pa at afdeekke projektets potentiale
til at udvikle elevers modelleringskompetence og til at stptte elevernes tilegnelse af
centrale matematiske begreber og metoder. (2) Skema til at udspaende de forskellige
repraesentationer af centrale matematiske begreber der kan indga i elevers arbejde
med en given modelleringsproblemstilling. (3) Konstruktion af dialoger (forventede
eller forestillede) mellem leerer og grupper af elever i situationer hvor eleverne star
over for en konkret udfordring i en given modelleringsproces.

I denne artikel preesenterer vi det andet af disse tre forskningsprodukter. Vi illu-
strerer brugen af sddanne skemaer i et problemorienteret projektforlgb i matematisk
modellering om nedbrydningen af alkohol og THC (det euforiserende stof i hash).
Dette projekt er udviklet af en gruppe leerere pa kurset, og analyserne viser, hvordan
skematikken kan bruges af leererne i udviklingen af deres undervisningsforlgb, og
hvordan den kan fungere som et medierende link mellem matematikdidaktisk teori og
udvikling af undervisningspraksis og sledes stgtte en forskningsbaseret udvikling af
praksis. Artiklen belyser gennem eksemplet fplgende generelle forskningsspgrgsmal:

Hvordan kan teorier om matematisk modellering og matematikleering integreres i et mo-
delleringskursus for leerere i de gymnasiale uddannelser, sdledes at leererne involveres i

forskningsbaseret udvikling af egen praksis?
I det fplgende redegpres der for organisering af kurset, samspillet mellem forskning

og praksisudvikling og brugen af teori i kurset. Artiklen rundes af med afsluttende
kommentarer og refleksioner om relationen mellem teori og praksis.
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Kursets struktur, organisering og formail

De otte gange, kurset har veeret afholdt, har der deltaget mellem 12 og 22 matematik-
leerere pd gymnasialt niveau. Leererne kommer fortrinsvis i par eller tre fra samme
skole. Der er en seerlig pointe ved at leerere fra samme skole udvikler feelles forlpb, som
de kan dele med andre kolleger pé skolen, og at de har mulighed for at observere hin-
andens undervisning under forlpbet. Kurset afvikles over fem til otte méneder inden
for et skoledr. I denne periode gennemfgrer leererne et forlgb af en til to ugers (fem-ti
lektioners) varighed, som typisk aflgser skriftligt arbejde svarende til to normale op-
gavesaet. For laererne svarer kurset til 7,5 ECTS-point, og de dokumenterer resultater
og erfaringer fra forlpbene i rapportform der fremlaegges og diskuteres pa kurset.

Kurset indledes med et tre-dagesseminar hvor leererne far inspiration og stette til
at udvikle et undervisningsforlpb inden for matematisk modellering. Der gives god
tid til at leererne kan samarbejde i grupper af to-tre laerere om at udvikle idéer til og
designe dele af deres undervisningsforlgb. Efter seminaret faerdigggres planlegnin-
gen og forlgbene gennemfpres i leerernes egne klasser. Undervejs i forlpbet mgdes
kursusdeltagerne til et heldagsseminar. Fokus er her dels pa paedagogisk observation
irelation til udvalgte spprgsmal eller opmaeerksomhedspunkter. Dels gives der ideer
og stette til rapportering af udviklingsforlpbene saledes at rapporterne kan blive af
interesse for kolleger i matematik eller i de naturvidenskabelige fag. Kurset afsluttes
med et to-dagesseminar hvor leererne fremlaegger deres udviklingsprojekter baseret
pa forelpbige rapporter fra undervisningsforlpbene og en mundtlig preesentation pa
seminaret.

Ved det fgrste seminar introduceres deltagerne til matematisk modellering og pro-
blemorienteret projektarbejde som ramme for udvikling af deres undervisningsforlgb.
Endvidere introduceres forskellige teorier om leering af matematiske begreber. Disse
bliver naermere preesenteret i afsnittet “Brugen af teori i kurset”.

I den fprste fase af arbejdet med udvikling af undervisningsforlgpbene bliver grup-
perne bedt om at fokusere pa fire punkter: (1) Deres intentioner for egen udvikling
som matematikleerere i forbindelse med kurset. Hvad er det de specifikt gnsker at
eksperimentere med i forlgbet i forhold til deres seedvanlige undervisning? (2) Hvad
er hovedintentionerne for elevernes udbytte af arbejdet med modellering og problem-
orienteret projektarbejde? (3) Hvordan kan scenen saettes for elevernes projekt(er)
saledes at de selv kan overtage styringen af (dele af) modelleringsprocessen i forlpbet?
(4) Hvordan skal elevernes arbejde evalueres (krav til rapport, fremleeggelser mv.), og
hvordan skal elevernes leeringsudbytte vurderes gennem observation og vurdering
af produkter?

Gruppernes forste idéer og skitser til forlpb bliver fremlagt og diskuteret under
det forste internat, og de far feedback fra de gvrige grupper og fra os kursusleerere. Et
par uger efter det fprste seminar rundsendes reviderede elevmaterialer og skitser til
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undervisningsforlgbene. I lpbet af et par méaneder er forlpbene feerdigudviklede og
leererne gennemfgrer hver iseer deres forlpb i mindst én klasse. Pa nogle skoler er det
muligt for leererne at oververe (dele af) forlpbet hos hinanden. Det giver et szerlig
godt grundlag for efterfplgende refleksion og videreudvikling af forlpbet.

Forud for det afsluttende seminar indsender grupperne forelpbige rapporter over
deres udviklingsprojekter, og disse fordeles til alle deltagere. Rapporterne indeholder
overvejelser om forlpbets udviklingssigte for leererne og leeringsmal for eleverne, do-
kumentation af forlpbet med timeplan og materiale til eleverne, eksempler pé elevrap-
porter eller andre produkter, udvalgte paedagogiske observationer og indledende
overvejelser om vurdering af elevernes udbytte og evaluering af projektet. Ved det
afsluttende seminar preesenteres og diskuteres de forelgbige rapporter, og grupperne
far feedback til videreudvikling af forlpbet og til afrapporteringen. Pa grundlag heraf
og efterfplgende skriftlige kommentarer til de forelpbige rapporter fra kursusholderne
udarbejder leererne endelige rapporter over deres udviklingsprojekt med reviderede
planer for undervisningsforlpbet. Hvis leererne gnsker det, bliver de endelige rapporter
gjort tilgeengelige via webportalen emu.dk.

Samspil mellem forskning og udvikling af praksis

Overordnet betjener vi os i udviklingen af vores kursus og i den tilhgrende forskning
af en metodisk forstelse og tilgang, der er teet pd den man finder i critical mathema-
tics education (Skovsmose & Borba, 2004), (Skovsmose, 2006). Her skelnes mellem tre
typer af situationerirelation til et forsknings- og udviklingsprojekt, der sigter pa at in-
tegrere forskningsprocesser og forskningsresultater i udviklingen af en konkret mate-
matikundervisningspraksis. De tre forskellige situationer og deres fortolkning i forhold
til vores kursus er: den aktuelle situation (AS) som betegner den eksisterende praksis
vedrgrende matematisk modellering for den enkelte lzerer, der deltager pa kurset; den
forestillede/intenderede situation (FS) som den enkelte leerer forstillede sig/gnskede at
skabe i projektforlgbetisin klasse, og den tilrettelagte situation (TS) som betegner den
undervisningssituation, der rent faktisk etableres i det planlagte undervisningsforlgb
nar den enkelte leerer gennemfgrer det planlagte forlpb. I de tre situationer indgér bade
overvejelser om leerernes mal for egen udvikling samt deres mal for elevernes projekt-
arbejde, deres modelleringsarbejde og deres leering af udvalgte matematiske begreber.
I hvilket omfang og hvor tyngden ligger hvad angdr elevernes arbejde afheenger af,
hvad leererne har angivet som hovedintentionerne for elevernes udbytte af projektfor-
lpbet. Det er en pointe, at de tre situationer vil veere forskellige for alle leerere i samme
gruppe selvom de i gruppen samarbejder om udvikling af “det samme” projektforlgb.

Der er tilsvarende tre forskellige processer, der forbinder de tre situationer: (1) paeda-
gogisk eksperimenteren med praksis; (2) udforskende analyse af det realiserede i lyset
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af det forestillede/gnskede; (3) peedagogisk fantasi i form af udvikling af forestillinger/
pnsker om en anden praksis vedrgrende matematisk modellering. Figur 1 gengiver
forbindelsen mellem de tre situationer og de tre processer skematisk (Skovsmose,
2006, s.263).

TS’
TS
o
& 5,
& £
&> %4
& \)
&
R
< FS’
AS FS

(3) Fantasi

Figur 1. Den metodologiske trekant i kritisk matematikundervisning. Figuren er
omarbejdet fra Skovsmose (2006, s. 263).

Ivores kursus bruger vi teori om matematisk modellering og teori om laering af mate-
matiske begreber til at skabe et feelles grundlag for udvikling af deltagernes forestil-
lede/gnskede situationer i relation til forlgb i deres eget klasserum. I gruppearbejdet
diskuterer leererne deres idéer til projektforlpb ud fra bl. a. deres forestillinger om den
situation eller praksis, de gerne vil etablere i deres undervisning (proces 3). P4 det fprste
seminar hjeelper vi leererne med at anvende elementer fra de introducerede teorier
(se nedenfor) som grundlag for deres design af et projektforlgb (proces 1). Det er en
vaesentlig pointe i metodologien, at der er afstand mellem den forestillede/pnskede
situation og den i forlgbet tilrettelagte (realiserede) situation. Der findes ingen direkte
vej til realisering af en bestemt mere eller mindre ideal didaktisk situation. I stedet
for at opfatte dette grundforhold som frustrerende leegger metodologien op til at se
diskrepansen mellem den realiserede og den forestillede situation som drivkraft for
fortsat udvikling gennem udforskende analyse og refleksion (proces 2).

Ved det afsluttende seminar fremleegges og diskuteres de enkelte projekter ved at
sammenholde leerernes mal for egen udvikling og for elevernes leering som udtryk
for den forestillede situation pa den ene side og pa den anden side den faktisk gen-
nemfprte undervisning og elevernes modelleringsvirksomhed, som den kom til udtryk
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i undervisningen gennem gruppearbejdet, dialoger med leereren, fremleeggelserne,
de skriftlige rapporter og efterfgplgende refleksioner. Det ser vi som udforskende ana-
lyse (proces 2) af relationen mellem TS og FS for grupperne og for den enkelte lerer.
Sammen med leererne diskuterer vi idéer til videreudvikling af designet med henblik
pa at komme teettere pa den forestillede situation (proces 3). Der etableres herved et
grundlag for et nyt gennemlgb af den metodologiske trekant i figur 1: Den faktisk
etablerede situation (TS) som leererne realiserede i deres undervisning som led i vo-
res kursus, er nu i mere eller mindre overensstemmelse med den aktuelle situation
(AS’) alt efter i hvor hgj grad det lykkes lereren at implementere den nye praksis i
sin almindelige undervisning. P4 grundlag af leerernes erfaringer fra deres forlpb
og efterfglgende refleksion sendrer leererne ogsa deres forestillede situation (FS’) af
hvad de vil med matematisk modellering i deres undervisning. Méalet flytter sig med
andre ord og udviklingsprocessen mé fortszette. Neeste gang leererne gennemfeprer
det modelleringsprojektet i en ny klasse har deres udgangspunkt sendret sig fra AS
til AS’, og deres pnsker har sendret sig, som beskrevet ovenfor, fra FS til FS’, og nar de
har gennemfprt modelleringsprojektet i klassen vil den tilrettelagte situation have
@ndret sig fra TS til TS’ — og processen kan fortsaette. Se figur 1.

Pa kurset fplger vilaererne i det fprste gennemlgb af trekanten og videre i beskrivel-
sen af den nye aktuelle situation (AS’), i processen (proces 3) fra AS’ til en ny forestil-
let/pnsket situation (FS’) og i processen (proces 1) af en ny tilrettelagt situation (TS’). I
diskussionerne pa kursets afsluttende seminar danner de tre omtalte metoder (1)-(3)
til at stgtte forbindelsen mellem teoriniveauet og undervisningspraksis en afggrende
rolle i processen med at vejlede leererne om de tre situationer og i analysen af hvordan,
de selv kan videreudvikle modelleringsprojektet. Laererne stpttes i at forbinde teori
og praksis ved hjeelp af de tre metoder i deres fortsatte arbejde med at udvikle deres
praksis i matematisk modellering. Selve gennemfgrelsen af det reviderede modelle-
ringsprojektforlgb (etableringen af TS’) og den udforskende analyse (proces 2) af det
realiserede (TS’) i forhold til den forestillede/gnskede situation (FS’) fplger vi ikke pa
kurset. Disse elementer af den videre udvikling er overladt til leererne i deres forha-
bentligt fortsatte samarbejde pa skolerne.

Vihar ikke systematisk indsamlede oplysninger om i hvilket omfang udviklingspro-
cessen fortsaetter for kursusdeltagerne, men vi har spredte oplysninger og information
om at flere af projekterne der er udviklet pa kurset, bliver videreudviklet enten i for-
hold til progression eller i forhold til implementering i andre klasser pa samme klas-
setrin. Som eksempel pa det fgrste er et forlpb om medicindosering, der blev udviklet
og provet afi en 1. g-klasse, blevet videreudviklet og taget op igen da klassen giki3. g
hvor der var mulighed for at eleverne kunne arbejde med differentialligninger og un-
derspge modellerne analytisk i stedet for somil.g at arbejde med differensligninger og
beregning i regneark. Som eksempel pa det andet kan vi neevne et projekt om design
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af en vodkaklovn (en 33-cl-flaske i et spaendende og appellerende design). Det indgér
nu som et mere eller mindre fast element i 2. g-klasser med matematik pd A-niveau
pa det pageeldende gymnasium i et forlpb om differentialregning og optimering.

Brugen af teori i kurset

Ved det fgrste seminar bliver deltagerne introduceret til matematikdidaktiske teorier
inden for nedenstdende tre domaener.

(I) Teori om problemorienteret projektarbejde (Blomhgj & Kjeldsen, 2010a; Kolmos,
2009). Fokus er her pa betydningen af formuleringen af et problem, der kan veere
styrende for modelleringsprocessen, og som derved ggr det muligt for eleverne at
tage kontrollen over deres arbejde, samt pd hvordan processen kan styres gennem
milepzele for elevernes proces og gennem laererens vejledning undervejs i processen.
Den made scenen seettes pa for projektet i klassen — problemformuleringen og de eks-
plicitte krav til form og indhold i elevernes rapporter - er de veesentligste didaktiske
instrumenter til at styre projektforlgbet.

(I) Teorier om matematiske modeller, herunder begrundelser for modellering i
gymnasial matematikundervisning, modelleringsprocessen og -kompetence (Blomhgj,
2006), (Niss et al, 2007; Blomhgj & Kjeldsen, 2010a). Fokus er her pa at illustrere og
diskutere modelleringsprocessen i forhold til konkrete eksempler og leerernes idéer
til modelleringsprojekter i deres undervisningsforlgb. Vi leegger specielt vaegt pa de
forskellige typer af refleksioner ved de forskellige delprocesser i modelleringsproces-
sen og deres potentielle leeringsmaessige udbytte for eleverne.

(III) Teori om leering af matematiske begreber. Udgangspunktet er her at arbejdet
med modellering i gymnasiets matematikundervisning har som en vaesentlig del af
sin berettigelse at modellering kan veere et effektivt didaktisk middel til at stgtte og
udvide elevernes forstdelse af de indgdende matematiske begreber og metoder og til
at motivere (nogle af) eleverne til at arbejde med de matematiske begreber (Blomhgj
& Kjeldsen, 2010Db). Vi preesenterer og diskuterer teoretiske idéer i relation til: forskel-
lige repreesentationers betydning i tilegnelsen af matematiske begreber (Steinbring,
1987), samspillet og dualiteten mellem proces- og objekt forstdelse af matematiske
begreber samt Anna Sfard’s (1991) model for udvikling og tilegnelse af matematiske
begreber; elevers begrebsforstéelse og begrebsbilleder (Tall & Vinner, 1981; Vinner &
Dreyfus, 1989); samt idéen om udviklingen i modellers rolle i tilegnelse af et matema-
tisk omrade fra en model af en bestemt konkret situation til en model for tilegnelse af
og refleksion over et matematisk begreb eller begrebsomrade. Denne teori er udviklet
inden for RME (realistic mathematics education), se Gravemeijer (1994).

Vimener parallelt med diSessa & Cobb (2004), at disse (og andre teorier) har meget
at tilbyde som grundlag for og inspiration til udvikling af matematikundervisningens

MONA 2014-2

49



50

Morten Blomhgj & Tinne Hoff Kjeldsen ARTIKLER

praksis gennem udviklingsprojekter generelt og i seerdeleshed i relation til udvikling
af undervisningsforlgb inden for matematisk modellering. Men inden teorier kan blive
til hjeelp og inspiration for leerernes udvikling af projektforlgb, er det ngdvendigt at de
bliver konkretiseret og forbundet til leerernes projekter og den undervisningskontekst
hvori de skal gennemfgres. Der kan skabes sddanne forbindelser mellem forskning og
udvikling af praksis gennem mellemled af teori eller kategorisering, der forbinder de
mere generelle teoretiske idéer med de konkrete udfordringer leererne star over for
ved design og gennemfgrelse af samt refleksion over eksperimenterende undervis-
ningsforlpb i matematisk modellering.

Som naevnt i introduktionen har vi med udgangspunkt i vores fortsatte udvikling
af efteruddannelseskurset i lpbet af de sidste tre-fire ar forsket i at udvikle metoder,
der kan fungere som sddanne mellemled. Vi har efterfplgende indarbejdet vores forsk-
ning i kurset i form af redskaber til udviklingen af leerernes praksis. I den forstand er
der tale om udviklingsbaseret forskning, hvor resultaterne af forskningen er blevet
indarbejdet i udvikling af leerernes praksis allerede i forskningsprocessen.

Indtil videre har vi inden for de neevnte tre omrader udviklet tilgange og repraesen-
tationer der kan fungere som mellemled og skabe forbindelse mellem teoriniveauet
og undervisningspraksis. I denne artikel fokuserer vi som nzevnt pa det andet af disse
omrader, men i det fplgende gives en kort praesentation af alle tre omrader.

(1) Detaljeret og konkret beskrivelse og analyse af den modelleringsproces, der
potentielt er indeholdt i leerernes forslag til problemstillinger for elevernes model-
leringsprojekter. Beskrivelserne er bygget op om den seksfasede model af en mate-
matisk modelleringsproces (Blomhgj, 2006, s. 88). Men pointen ligger i den konkrete
udfoldning af modelleringsprocessen i leerernes forslag til problemstillinger. Heri-
gennem bliver leererne opmaerksomme pa de leeringspotentialer som den konkrete
modelleringsproces rummer bade i forhold til udvikling af elevernes modelleringskom-
petence (hvilke elementer af modelleringsprocessen bliver eleverne udfordret til at
arbejde med og hvordan?) og i forhold til elevernes tilegnelse af centrale matematiske
begreber og metoder. En sddan udfoldelse og konkretisering af modelleringsproces-
sen giver leererne grundlag for at diskutere hvor de forventer, at eleverne vil opleve
vanskeligheder, og til at teenke over hvordan man kan stgtte eleverne i at overvinder
disse uden at forpasse essentielle leeringsmuligheder.

(2) Skemaer (se figur 2 og 3 nedenfor) til at udspaende de forskellige repraesentationer
af centrale matematiske begreber, der kan indga i elevernes arbejde med en given
modelleringsproblemstilling. Disse skemaer er bygget op dels omkring forskellige
repreesentationer af de matematiske begreber, der indgdr i elevernes modelleringsar-
bejde, dels omkring proces- og objektaspekter af disse begreber. Repraesentationerne
er elevernes indgang til leering af de matematiske begreber (Stienbring, 1987). Derfor
er det afggrende at man som laerer er opmaerksom pa hvordan de forskellige repree-
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sentationer henviser og giver mening til begrebernes forskellige aspekter i en given
sammenheeng. Ifplge Sfard (1991) er det vigtigt at skelne mellem proces- og objekt-
aspekter af de matematiske begreber for at kunne stptte elevernes begrebsudvikling.
Begge aspekter af et matematisk begreb skal udvikles gennem undervisningen, og
fuld begrebsforstaelse kraever at man kan skifte mellem proces- og objektperspektivet
pa et matematisk begreb. Vores analyser peger pa at denne grundleeggende dualitet
for matematiske begreber gor sig gaeldende ogsd inden for de enkelte repraesenta-
tionsformer af et begreb. Der har vi udviklet en skematik, hvor vi krydser proces/objekt
perspektivet med de forskellige repraesentationsformer af et matematisk begreb, som
eleverne kan komme til at arbejde med i en given modelleringskontekst. I den givne
sammenhaeng drejer det sig om de fem repraesentationsformer: naturligt sproglig
(ord), numerisk (tal og tabeller), symbolsk (algebraisk), algoritmisk (regneark) og gra-
fisk, se figur 2 og 3. Endvidere giver modelleringskonteksten mulighed for at de enkelte
repreesentationer af et begreb kan fortolkes bade i forhold til modelleringskonteksten
og i forhold til det abstrakte begreb. Derfor har vi opbygget skemaet saledes, at hver
celle udfyldes bade i forhold til det abstrakte matematiske begreb og i forhold til den
konkrete modelleringskontekst.

Det er vores opfattelse at matematisk modellering netop har sit potentiale for at
stgtte leeringen af begreber ved at eleverne kan f& mening med de forskellige repree-
sentationer af et begreb gennem deres konkrete udmegntning og fortolkning i model-
leringskontekster.

Skemaerne som leererne selv kan veere med til at udfylde, bliver herved et redskab
til at afdeekke det leeringsmeessige potentiale af en modelleringsproces i forhold til
elevernes begrebsdannelse. Samtidig kan dette arbejde give inspiration til seendring i
designet af undervisningsforlgbet, sdledes at eleverne udfordres til at arbejde med og
skabe sammenhaeng mellem flere eller bestemte repraesentationer af de involverede
matematiske begreber. Figur 2 og 3 viser konkrete eksempler pa sddanne skemaer i
forhold til modellering af henholdsvis alkoholforbreending og nedbrydning af THC.

(3) Konstruktion af forventede eller forestillede dialoger mellem lzereren og grup-
per af elever i situationer, hvor eleverne star over for et konkret problem i en given
modelleringsproces eller en laeringsmeessig udfordring i forhold til fortolkning eller
refleksion over en model eller dens resultater (Blomhgj & Kjeldsen 2010b).

Diskussionen af dialoger der konstrueres med baggrund i savel de omtalte teorier
som forfatternes egne erfaringer med undervisning i matematisk modellering, giver
mulighed for at diskutere med leererne hvordan teoribelyste leeringsvanskelighe-
der kan vise sig i den konkrete undervisningssituation, og hvordan man som laerer
kan udnytte teoretisk viden i dialogen med eleverne og i fortolkningen af elevernes
virksomhed i forhold til eventuelle grundleeggende leeringsmaessige vanskeligheder.
Herved kan konstruktion og diskussion af dialoger hjeelpe leererne i deres forberedelse
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med at se hvordan de konkret kan stgtte og udfordre eleverne undervejs i modelle-
ringsprocessen uden at overtage ansvaret for elevernes leering.

I denne artikel fokuserer vi som naevnt pa brug af teori neevnt under omrade (II) il
konstruktion af skemaer vist i figur 2 og 3. Det vil sige at vi bruger de neevnte teorier i
udviklingen og anvendelsen af skemaet. Skemaet bliver herved et teoribaseret redskab
til at udspaende og analysere laeringspotentialet i forhold til centrale matematiske
begreber i givne modelleringsaktiviteter. En sddan analyse kan tjene som grundlag
bade for design af modelleringsprojekter og for vurdering af leeringspotentialet i
elevernes rapporter og andre produkter.

Modelleringsprojekt om alkohol og THC som eksempel

Til at illustrere hvordan skemaerne i (2) ovenfor kan indgé i elevernes arbejde, analy-
serer viidette afsnit et konkret modelleringsprojekt om henholdsvis forbraendingen af
alkohol og nedbrydningen af THC i hash. Projektet blev udviklet af fire matematiklee-
rere fra tre forskellige gymnasier og blev gennemfgrt i tre 1.g stx klasser. Vores analyse
bygger pa diskussionerne med laererne under kurset, leerernes praesentation ved det
afsluttende seminar, leerernes rapport over projektet, det konkrete design af forlgbet
samt rapporterne fra seks grupper af elever —to fra hver af de tre involverede klasser.

Inden leererne besluttede sig for dette emne blev de etiske aspekter af emnet dis-
kuteret. Leererne ndede frem til at det var et veesentligt og relevant emne at tage op
i et modelleringsprojekt i 1.g, men at det ved preesentationen af projektet i klasserne
skulle understreges at det ikke var en opfordring til hverken at drikke alkohol eller
ryge hash, men en anledning til at bruge matematisk modellering til at beskrive og
forsta forskellen mellem de to feenomener og til at reflektere over resultaterne. Det
faglige hovedargument for valg af emnet var at alkoholforbraending og nedbryd-
ning af THC kan modelleres ved henholdsvis en linezer funktion og en eksponentielt
aftagende funktion, og at klasserne ville fa daekket veesentlige dele af disse faglige
emner gennem projektet samtidig med at eleverne i projektet ville f& szerligt gode
muligheder for at forholde sig til forskellene mellem disse to typer af funktioner bade
rent matematisk og i modelleringssammenhaengen.

Leererne opstillede fplgende syv leeringsmal for elevernes udbytte af projektet:
Projektet skulle
1. give eleverne en positiv oplevelse af at de kan anvende deres matematiske viden

og feerdigheder til at besvare vedkommende spprgsmal fra deres egen livsverden

. stptte elevernes begrebsdannelse om matematisk modellering
. leere eleverne at have et kritisk blik p& brug af matematiske modeller
. stotte elevernes tilegnelse af begreberne lineaer funktion og eksponentialfunktion
. udvikle elevernes forstaelse og fortolkning af parametrene i de to modeller

O I VRN
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6. treene eleverne i at kommunikere ved hjeelp af matematik og matematisk model-
lering
7. stptte elevernes kompetencer til at anvende it-redskaber i matematik.

Disse intentioner for elevernes leering var inspireret af de teorier der blev introduceret
og diskuteret pa det fgrste seminar pa kurset. De falder i tre grupper: (I) aspekter af ud-
vikling af elevernes modelleringskompetence (1-3), (II) aspekter ved udvikling af elever-
nes begrebsbilleder og begrebsforstaelse af linezer funktion og eksponentialfunktion
(4-5), (IIT) aspekter af udvikling af elevernes it- og kommunikationskompetence (6-7).

Under projektet arbejdede eleverne i grupper af tre til fire. De fik udleveret fire stot-
tende opgaver og den fglgende udfordring om at skrive en avisartikel om feenomenet:

“Skriv en artikel til unge pa jeres egen alder om alkoholforbreending og nedbrydning af
THC i den menneskelige krop. I artiklen skal I forklare matematisk, hvordan man kan
besvare spgrgsmalene i de fire opgaver. Jeres svar pa opgaverne og de tilhgrerende be-

regning og grafer skal integreres i artiklen.”

I de to fgrste stgttende opgaver bliver eleverne praesenteret for realistiske (men ikke

autentiske) tidsseriedata for henholdsvis forbreending af en given maengde alkohol og

nedbrydning af en given maengde THC i to fiktive personer. Eleverne bliver udfordret

til at preesentere og analysere disse data ved hjzelp af deres it-veerktpjer (Excel og TI-

Nspire). De bliver videre udfordret til:

* at karakterisere de to dataserier med deres egne ord

+ atundersgge hvor lang tid der gar for maengden af stof er halveret henholdsvis en
gang og to gange i hvert af de to tilfzelde (for herved at fa en konkret erfaring med
den fundamentale matematiske forskel pa de to feenomener, og de funktioner, der
kan modellere dem)

* at finde funktionsforskrifter der beskriver hver af de to dataserier bedst muligt;

* at fortolke parametrene i de to funktionsforskrifter matematisk og i forhold til det
feenomen, som dataserien beskriver

* at spge information og data pa nettet om forbreending af alkohol og nedbrydning
af THC og sammenligne informationerne med resultaterne af deres modeller for
de to faenomener.

I stgtteopgave 3 bliver der givet oplysning om alkoholprocenten i forskellige populeere
drinks, og eleverne udfordres til at beregne, hvor meget alkohol de hver iser har ind-
taget ved den seneste fest, og at anvende resultaterne som begyndelsesveerdier i deres
model for forbreending af alkohol. I den sidste stptteopgave bliver grupperne bedt om
at give en sammenlignende analyse af alkoholforbreending og nedbrydning af THC.

MONA 2014-2

53



54

Morten Blomhgj & Tinne Hoff Kjeldsen ARTIKLER

Udvikling af elevernes begrebsforstdelse gennem modellering

I dette afsnit ser vi neermere pa elevernes udbytte af projektet. Med hensyn til den
fgrste gruppe af intentioner viser leerernes evalueringer af forlpbene at de fremhee-
vede aspekter af modelleringskompetence faktisk kom i spil i alle tre klasser. Det
fremgar af elevernes artikler at de opstiller og fortolker henholdsvis linezere og eks-
ponentielle funktioner som modeller for forbraeending af alkohol og for nedbrydning
af THC. Eleverne oversaetter frem og tilbage mellem pa den ene side deres grafiske
repreesentationer af data og funktionerne og pa den anden side de to virkelige feeno-
mener de modellerer. Flere grupper reflekterer over gyldigheden af modellerne ved
fx at problematisere, at deres modeller kun bygger pa data for en bestemt person, og
at der ma antages at veere variation mellem forskellige mennesker fx. mellem maend
og kvinder. De finder data pd internettet, der bekreefter, at omszetning af alkohol
primeert foregar i leveren med en nogenlunde konstant rate pd omkring 8 g/time, og
at denne omsaetning kun varierer meget lidt med fx kropsveegten. Elevernes erfarin-
ger med, at det er meget forskelligt, hvor meget alkohol der skal til for at forskellige
personer fpler sig pavirket, mé sa forklares med, at alkoholmeengden fordeles i for-
skellige kropsvolumen hos forskellige personer, og individuelle forskelle i hvordan
man reagerer pa forskellige alkoholkoncentrationer i kroppen. For THC kan sggning
pa internettet bekreefte, at nedbrydningen foregar med en rate, der er proportional
med koncentrationen, og at halveringstiden er omkring tre degn.

Eleverne kommer i fprste omgang til at reflektere over forskellen i, hvordan de to
stoffer omseettes i kroppen gennem deres arbejde med spgrgsmalene om, hvor lang
tid det tager for meengden af alkohol og THC er halveret henholdsvis én og to gange.
Nogle grupper brugte estimeret data for elevernes eget alkoholindtag ved den seneste
fest som udgangspunkt for beregningerne, og flere grupper udtrykte forundring over,
hvor lang tid det ifglge modellen tager, fgr al alkoholen er helt forbreendt i kroppen.
Nogle grupper bemeerkede selv, at det med THC er endnu veerre. Selv efter tre dpgn er
halvdelen af stoffet tilbage i kroppen, og det forsvinder - ifplge modellen —aldrig helt!
Sadanne oplevelser og refleksioner kan bidrage til at udvikle elevernes begrebsbilleder
pa en hensigtsmeessig made. Her fik disse elever, i kraft af modelleringskonteksten,
en direkte erfaring med forskelle i hvordan to forskellige funktionstyper opferer sig
med hensyn til den made, de aftager pa. Disse forskelle blev heegtet op pa konkrete
erkendelser af hvor mange dage der gar, for hhv. alkohol- og THC meengden i kroppen
er halveret. Det gav anledning til, at disse grupper fik formuleret den fundamentale
egenskab om konstant halveringstid for den aktuelle eksponentialfunktion og en
konkret oplevelse af, at den linezere funktion for alkohol forbreending ikke har denne
egenskab. Modelleringskonteksten ggr det muligt for eleverne at saette ord pa disse
forskelle og beskrive dem i deres eget sprog. Efterfglgende kan disse oplevelser bruges
som grundlag for en generel behandling af de to funktionstyper.
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Det var dog ikke alle grupper, der af sig selv foretog sddanne refleksioner. Som en
af leererne bemaerkede:

“Idéen var at eleverne selv skulle erkende, at der er en konstant halveringstid ved ekspo-
nentialfunktionen og ved nedbrydningen af THC, men ikke i den linezere funktion og ved
forbreending af alkohol. Mange elever brugte imidlertid i fprste omgang deres grafer til
at afleese tiderne for halvering en og to gange, og de fik derfor lidt forskellige estimater

[for tiden for halvering fgrste og anden gang].”

Sadanne observationer kan sa efterfplgende give grundlag for overvejelser om, hvor-
dan designet af opgaver eller rammerne kan aendres sé alle eller flere elever selv nér
frem til denne centrale erkendelse.

Hvad angdr intentionen om at eleverne skulle udvikle deres forstaelse af para-
metrenes matematiske betydning i de to typer af funktioner og fortolkningenide to
modelleringskontekster blev dette tydeligvis ikke realiseret for alle grupper eller alle
elever. Tilsvarende leeringsmaessige potentialer og udfordringer er dokumenteret i
Michelsen (2002).

Generelt var grupperne fint i stand til at opstille funktionsudtryk for henholdsvis
en lineser model for alkoholforbraending og en eksponentiel model for nedbrydning
af THC. Og de var ogsa i stand til at bestemme og fortolke parameterveerdierne i den
linezere model som henholdsvis maengden af alkohol til et starttidspunkt og den (kon-
stante) meengde af alkohol, der omszettes pr. time i leveren. I nogle grupper opstod
der dog forvirring om hvorvidt det var meengden eller koncentrationen af alkohol
(alkoholpromillen), som modellen beskrev eller skulle beskrive. Ogsa denne obser-
vation kan fgre til overvejelser om sendring af designet. Der var af leererne bevidst
foretaget et forsimplende valg ved at lade eleverne arbejde med maengder i stedet for
koncentrationer, men det ggr det s& sveerere for eleverne at bruge deres erfaringer og
dagligdagsbegreber som fx alkoholpromille.

Iforhold til den matematiske fortolkning af parametrenes betydning i de to model-
ler afdeekkede projektet nogle leeringsvanskeligheder, som det maske ellers er nemt
at overse i arbejdet med standardopgaver. Som en af leererne skrev:

“Overraskende mange elever havde problemer med at af-matematisere [fortolke] parame-
teren a’s betydning i henholdsvis: y=a-x+b og y=b-e®xog med at forklare deres betydning
for henholdsvis omsaetningen af alkohol og THC. Hovedproblemet var [for disse elever]
at forsté at a star for den [absolutte] meengde alkohol der omszettes pr. time i den linezere
model, mens a i den eksponentielle model bestemmer det relative fald i maengden af THC

pr. time til ea. ... Neeste gang vil jeg anvende forskellige symboler!”
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Hvad angar den sidste gruppe (III) af leeringsintentioner om at eleverne skulle ud-
vikle deres kompetence til at anvende it-redskaber og til at kommunikere, virkede
designet med at eleverne skulle skrive en artikel tilsyneladende hensigtsmaessigt.
Artikelformen var samtidig effektiv til afdeekning af elevernes vanskeligheder med
at argumentere klart og gyldigt i en modelleringskontekst. Argumenter som neden-
stdende var saledes ikke ualmindelige i elevernes artikler.

“Ialle disse beregninger har vi set at hash er i kroppen i leengere tid end alkohol, og derfor

kan det skade ens evner til at leere, hvis man ryger hash regelmaessigt.”

Elevernes modeller siger ingenting om leeringsvanskeligheder som fplge af hverken
alkohol eller THC. Citatet er et typisk eksempel pa elevernes overfortolkning af model-
resultater. S&danne eksempler og eksempler pd gyldig argumentation fra elevernes
artikler kan efterfglgende anvendes i undervisningen med henblik pa at udvikle ele-
vernes (selv)kritiske sans i forhold til argumenter baseret pa matematiske modeller
(og argumenter generelt).

Sammenfattende var det leerernes vurdering at deres intentioner for elevernes
leering blev opfyldt i rimeligt omfang. Eleverne opstillede og brugte matematiske
modeller til at beskrive feenomener som de har erfaringer med eller kender til fra deres
ungdomsliv. Neesten alle elever var pd udfordring i stand til at reflektere fornuftigt
over og i en vis udstraekning ogsa at kritisere deres egne modeller. Modelleringskon-
teksten skabte situationer, der gjorde leererne opmaerksom pa at mange af eleverne
havde stprre vanskeligheder end leererne umiddelbart forventede med at forsta og
fortolke parametrenes betydning i den lineaere og den eksponentielle model. Det
geelder selvom flere af de behandlede teorier netop forklarer, hvori sddanne leerings-
vanskeligheder kan besta.

I det fplgende afsnit ser viidetalje p&, hvordan en kombination af Sfard’s model for
dannelse af matematiske begreber og betydningen af samspillet mellem begrebers
forskellige repraesentationsformer, som er behandlet af bl.a. (Vinner & Dreyfus (1989)
og Steinbring (1987), kan forklare nogle af de leeringsvanskeligheder som eleverne
oplever og samtidig udspaende laeringspotentialet i elevernes virksomhed i forhold
til udvikling af deres begrebsforstaelse.

Virunder behandlingen af eksemplet af med (1) en diskussion om forholdet mellem
projektets potentialer og det realiserede udbytte af projektet i forhold til intentionerne
om at stptte elevernes begrebsforstdelse og (2) en redegprelse for forbindelsen mellem
de valgte teorier, skemaet over proces- og objektaspekter af repraesentationer af de
matematiske begreber der arbejdes med (se figur 2 og 3 nedenfor), og de ved analysen
synliggjorte vanskeligheder som eleverne har med at forstd og fortolke parametrenes
betydning i de to typer af funktioner.
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Brug af didaktisk teori i analyse af projektet — forbindelse til praksis

Vi fokuserer i denne analyse netop pa kombinationen af de ovenfor neevnte teorier,
fordi vi mener at de tilsammen udggr et kraftfuldt teoretisk grundlag for at identificere
leeringspotentialet i forhold til dannelsen af centrale begreber ved elevernes arbejde
med matematisk modellering. Samtidig finder vi at kombinationen og rekontekstu-
aliseringen af de udvalgte teorielementerne som vi har foretaget i forbindelse med
analyse af projektforlpbene i kurset, klart illustrerer hvilken type forskning og teori-
dannelse der er ngdvendig for at skabe stprre samspil og sammenhaeng mellem forsk-
ning og udvikling af undervisningspraksis. Vi opfatter i denne sammenhaeng vores
arbejde som et bidrag til udvikling af metodologi for hvordan man kan integrere teori
og teoriudvikling i samarbejde med leerere i en efter- og videreuddannelseskontekst.

Til illustration af disse pointer fokuserer vi pd hvordan modelleringskonteksten
i dette eksempel kan udfordre elevernes forstielse af sammenhzengen mellem de
forskellige repraesentationsformer: naturligt sprog, numerisk beskrivelse, algebraisk
beskrivelse, algoritmisk (it-baseret) beskrivelse og grafisk beskrivelse i forhold til be-
greberne linezer funktion og eksponentialfunktion. Hver af disse repraesentationer kan
bringes i spili forhold til bade en proces- og en objektforstaelse af de to funktioner. Vi
har derfor udviklet et skema, hvor vi kombinerer de fire repraesentationsformer med
adskillelsen af proces- og objektperspektiv pa begrebet. Det giver et skema med otte
celler for hvert af de to begreber linezer funktion og eksponentialfunktion. I hver celle
anfgrer vi repraesentationer af bade den konkrete model for henholdsvis alkoholfor-
breending og nedbrydning af THC og de generelle modeller for henholdsvis linezer og
eksponentiel udvikling - se figur 2 og 3.

De valgte matematikdidaktiske teorier beskaeftiger sig med udvikling af begrebs-
forstaelse ud fra et matematisk-kognitivt perspektiv. Sfards (1991) model for dannelse
af matematiske begreber har tyngden pa samspillet mellem forstaelse af begrebernes
proces- og objektperspektiv, mens Tall & Vinner (1981) og Vinner & Dreyfus (1989)
har fokus pa udvikling af elevers begrebsbilleder. Steinbring (1987) understreger i sit
arbejde med den epistemologiske trekant betydningen af at adskille begrebet fra dets
repraesentationer, og at de enkelte repraesentationer skal have mening for eleverne
gennem deres konkrete anvendelser.

Disse tre teorielementer bliver kombineret i skemaerne i figur 2 og 3 i forhold til
begreberne linezer funktion (figur 2) og eksponentialfunktion (figur 3). Ved hjzelp
af skemaerne re-kontekstualiseres teorierne fra generel matematikdidaktisk teori
til praksis - til realiserede undervisningsforlpb i matematisk modellering. Derud-
over konkretiseres teorierne i forhold til begreberne linezer funktion og eksponen-
tialfunktion, hvis forskellige repreesentationer optraeder i skemaet i forhold til pro-
ces- henholdsvis objektforstdelse af begreberne i de to modeller. Resultatet af denne
sammenkobling af de tre teorier, re-kontekstualiseringen og konkretiseringen i de
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to modeller er et skema der gpr det muligt for leererne eksplicit at adressere de van-
skeligheder analysen af projektet viste eleverne har med at forstd og fortolke parame-
trenes betydning i de to funktionstyper. Betydningen af parametrene indgar eksplicit
isavel proces- som objektforstaelsen af begreberne, den indgar i det naturlige sprog
i forbindelse med modelleringssituationen som den mengde alkohol hhv. THC der
forsvinder pr. tidsenhed. Dette knyttes i den numeriske repreesentation sammen med
beregninger af successive veerdier af x og y og tabellaegning af funktionerne. Den
symbolske repraesentation viser hvordan parametrene indgdr i funktionsudtrykkene,
og hvor de optreeder i de grafiske afbildninger af funktionerne. Arbejder eleverne med
modellerne i forhold til alle felterne i skemaerne, burde deres begrebsforstaelse blive
styrket ifplge teorierne. P4 denne méde far skemaerne en medierende funktion, der
styrker relationen mellem teori og praksis.

Skemaerne udspaender i hver af de to situationer potentialet for, hvordan eleverne
ideres modelleringsarbejde kan blive udfordret i forhold til forbindelserne mellem de
forskellige repreesentationer, i forhold til proces-/objekt-perspektivet og i forhold til
sammenhangen mellem den konkrete model og den generelle model for henholdsvis

Naturligt sprog Numerisk Symbolsk/ Algoritmisk Grafisk
Algebraisk (Bxcel)
8 gram alkohol x 01 2 Sfx+D)=f(x)-8 | B2=-8
fjermes per time. |y 60 52 44 A0)=60 A5=0 "
8 - o
12 gram tilfores 8 -8 As=ASHL... |1\
per genstand B5=60 L IR
o B6=B5+B$2.... |+ \
g | e -
enhed betyder x0 1 2 bt
& | mndringiyps  |yb ath latb Generelved . 10\
hzldningstallet a. +a +a  |fx+ax)= oyndelses- : \
, S0 +adx; | yiistand og UL
K:ndles med x 0 Ax A0)=b haeldninestal
ldningstalleta |y b a Ax+b samt aft%sds- ?
gange sndringen +adx skridtet
1X, som er Ax )
Efter Sgenstande |x 01 2 3 [y=-8x+60 |C2=-8;C3=60; =
og x timer: y 6052 44 36 A5=0 o
Q| y=60—28x AG=AS+1....
%'| gram alkohol i C5=C$2*A5+
&| kroppen C$3 1 s ds
C6=C$2*A6+ x
C$3 P
En linezr kom- ) I T i
bination af to ?n t)abeldf o Sy =ax+b Generel ved T
variable med X.y) me Ax+By=C | 87 parametre
konstant sum. y=axtb |

Figur 2. Skema over proces- og objektaspekter af repraesentationer af alkoholmodellen.
Hver celle rummer en repraesentation af bdde den konkrete model for nedbrydning af
alkohol og den generelle linezere funktion.
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linezer og eksponentiel udvikling. Vi ser det som en teoretisk pointe ved denne skema-
tik, at udvikling af elevernes overgang fra en procesforstaelse til en objektforstaelse
kan (og formentlig skal) stpttes selvsteendigt inden for hver repraesentationsform.
Men dette er en tese, der ma belyses naermere forskningsmaessigt.

Vi mener og har allerede fra vores kursus nogle indikationer for, at skematikken
repraesenterer en re-kontekstualisering og konkretisering af de anvendte teorier om
matematikleering der ggr dem anvendelige for leerere som grundlag for udvikling af
praksis, men ogsa dette ma underspges naermere gennem fortsat forsknings- og ud-
viklingsarbejde. Skematikken kan veere et redskab ved design af modelleringsforlpb
pa den méade at det kan hjeelpe med at fokusere forlpbets bidrag til elevernes begrebs-
forstdelse i forhold til udvalgte repraesentationsformer og deres samspil. Den kan ogsa
veere et redskab for leereren til at udfordre elevernes forstéelse undervejs i processen.
Det kan understpttes gennem konstruktion af dialoger der udfordrer eleverne til at
etablere forbindelser mellem de enkelte celler i en konkret modelleringskontekst.
Endelig kan den veere et redskab for leereren til at opsamle og formidle det potentielle
leeringsudbytte til eleverne efter et modelleringsforlgb.

Figur 3. Skema over proces- og objektaspekter af repraesentationer af modellen for THC.
Hver celle rummer en repreesentation af bdde den konkrete model for nedbrydning af

THC og den generelle eksponentielt aftagende funktion.
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Samlet vurdering af forlobet

Lererne blev introduceret til de teoretisk belyste laeringsvanskeligheder og potentialer,
som skemaerne repraesenterer, ved det fgrste seminar pa kurset. Skematikken spillede
imidlertid ikke en dominerede rolle ileerernes design af forlgbet. Ved det afsluttende
seminar reflekterede leererne selv over de ikke fuldt realiserede leeringspotentialer
i projektforlgbet i forhold til deres intentioner om at stptte elevernes forstaelse af
begreberne linezer funktion og eksponentialfunktion. Laererne vurderede, at eleverne
fokuserede for meget pa de grafiske repraesentationer, som de frembragte ved hjeelp af
it-veerktgjer, og at opleegget til elevernes arbejde ikke i tilstraekkelig grad udfordrede
eleverne til at arbejde med de forskellige repreesentationsformer og deres indbyrdes
sammenheenge. Samtidig fandt leererne ikke at proces- og objekt perspektivet pa de
to funktioner blev klart for eleverne. Forslag til hvordan man kunne sendre opleegget
og kravene til elevernes arbejde s forlgbet naeste gang kunne indfri nogle af disse
potentialer blev diskuteret. En mulighed kunne veere direkte at kraeve at eleverne i
deres artikler skulle anvende alle fem repraesentationsformer fra skemaerne. Det blev
ogsa diskuteret hvordan man kunne skabe en situation hvor eleverne pa baggrund
af deres erfaringer fra forlpbet kunne veere eller blive interesseret i at foretage en
systematisk sammenligning mellem hvert par af de otte felter i de to skemaer.

Vi ser nogle speendende muligheder for at integrere sddanne intentioner om mere
specifikt at stptte elevernes begrebsforstdelse i modelleringskonteksten. Det kunne
fx ske ved at udnytte idéerne i “model eliciting activities” som forklaret i Arleback,
Doerr & O’Neil (2013).

Endelig gav projektet ogsa anledning til at diskutere et vigtigt aspekt af kritisk
matematikundervisning, nemlig at seette elever i stand til at reflektere over og kri-
tisere matematikken i dens mange forskellige anvendelsesformer. I projektet kunne
eleverne saledes forholde sig reflekterende og kritisk savel til modellernes beskrivelse
af virkeligheden som til deres egen praksis eller kulturen omkring indtagelse af alkohol
ved ungdomsfester. Modelprojekter af den type der er beskrevet her, hvor projekterne
giver elever anledning til at eleverne kan erfare at de via matematisk modellering kan
opnd indsigt i situationer fra deres livsverden, bidrager til at udvikle elevers kritiske
stillingtagen bade i forhold til og ved hjeelp af matematisk modellering.

Afsluttende om teori-praksis-relationen

Udvikling af elevernes forstaelse af matematiske begreber og metoder er en vaesentlig
begrundelse for at matematisk modellering skal spille en rolle i gymnasial matema-
tikundervisning. I modelleringssituationer er der mulighed for at udfordre elevernes
begrebsforstaelse ud over det, at kunne lpse standardopgaver hgrende til de enkelte
begrebsomrader. Det er vigtigt ikke alene for at eleverne skal kunne anvende begre-
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berne i modelleringssammenhznge ogsa uden for matematikundervisningen, men
ogsa for at skabe et solidt begrebsgrundlag for fortsat tilegnelse af matematik, hvilket
er centralt i en studieforberedende undervisning. For at kunne efterleve disse laerings-
mal ma undervisningspraksis i matematisk modellering udvikles under inddragelse
af didaktiske teorier om matematikleering. Det kan kun ske gennem inddragelse i
uddannelsen af nye leerere (hvilket kun sker i yderst begreenset omfang), i efter- og
videreuddannelse af laerere som i vores kursus, samt i udviklingsprojekter, hvor lee-
rere og forskere samarbejder om udvikling af undervisningspraksis. For at kunne
facilitere brugen af didaktisk teori i disse kontekster er der behov for udvikling af
medierende teorier og idéer der kan skabe forbindelse mellem de generelle teorier og
behovet for / pnsket om udvikling af en konkret undervisningspraksis. Skematikken,
der forbinder og konkretiserer repreesentationsformer og proces/objekt perspektivet
i forhold til de centrale begreber i et modelleringsforlgb, ser vi som eksempel pa en
sddan medierende teori. I vores fortsatte forskning sigter vi mod at (videre-) udvikle
en metodologi for samarbejde med leerere om netop at bruge og udvikle didaktisk
teori i eksperimenterende undervisningsforlgb, der sigter pa at udvikle matematik-
undervisningens praksis.
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ing practice in mathematics. We illustrate the use of the schema in a modeling project on alcohol/
THC that was developed and tested by high school teachers at an in-service course. We discuss how
the schema function as a mediating link between theory and teaching practices, hereby supporting

research-based development of practice.
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