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Abstract I denne artikel argumenterer jeg for det hensigtsmaessige i at arbejde med (matematisk)
modelleringskompetence og (matematisk) problemlgsningskompetence som to vaesensforskellige
leeringsmdl fordi en sddan skelnen kan bruges som kommunikationsvaerktgj ndr der skal etableres en
dagsorden i og omkring klasserummet i almindelighed, og ndr der skal udvikles og/eller veelges gode
elevudfordringer i seerdeleshed. Fprst karakteriserer jeg de to kompetencer. Derefter fremhaever jeg
deres forskellige kerner, bdde abstrakt og mere konkret ved at analysere formuleringen af forskellige
eksemplarisk valgte opgavetyper. Afslutningsvis omtaler jeg kort nogle af mine egne erfaringer med
at bruge den fremlagte form for analyse i konkrete udviklingsrettede projekter og leegger op til videre
undersggelse, udvikling og debat ved at formulere to hypoteser om hvilke opgavetyper der dominerer

den danske matematikundervisning, og hvorfor.

Introduktion og konklusioner
Her er tre opgaver:

1. Hvilken transportform er bedst?

2. Hvordan afheenger den skat man betaler, af indkomstskatte-procenten og moms-
procenten?

3. I den sakaldte Gompertz-model for en bestemt population af kyllinger kan sammen-
hzengen mellem en kyllings veegt M (malt i kg) og kyllingens alder t (malt i degn efter

udklzekning) beskrives ved
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In(M)=1,6524 —4,612.e 90423t
a) Benyt modellen til at bestemme veegten af en kylling der er 30 dggn gammel, og be-

stem M som funktion af t.

I denne artikel, som er en udvidet og redigeret udgave af Jensen (i trykken), udfolder
og eksemplificerer jeg fplgende konklusioner:

+ Refleksioner blandt og kommunikation mellem laerere og elever om kernen i for-
skellige matematiske kompetencer kan potentielt fremme mange gnskveerdige
typer arbejdsprocesser i matematikundervisningen.

I den forbindelse er det frugtbart at arbejde med matematisk modelleringskom-
petence og matematisk problemlpsningskompetence som to kompetencer der
i deres udgvelse ofte overlapper hinanden, men hvis leeringsmaessige kerner er
vaesensforskellige.

+ En del af potentialet ved at ggre sig de to kerners forskellighed klart bestar i at
det kan fokusere maden laerere inviterer deres elever til at udvikle hver af de to
kompetencer pa, fx gennem formulering og/eller udveelgelse af skriftlige opgaver.

Som eksempler herpd kan den fprste og den anden af de tre opgaver ovenfor bru-
ges som invitation til at udvikle henholdsvis matematisk modelleringskompetence
og matematisk problemlgsningskompetence, mens den tredje som kontrast er en
kompetencemeessigt ufokuseret opgave som gpr mere skade end gavn i forhold til
at stgtte udviklingen af disse to kompetencer.

Et KOMpetenceperspektiv

Mit matematikdidaktiske forsknings- og udviklingsarbejde har i efterhanden lang tid
haft en bestemt analytisk toning som rg¢d trad. Toningen kommer af mit engagement
iudviklingen af en generel idé: at bruge et saet af faglige komptencebeskrivelser som
perspektiv pd hvad det vil sige at mestre et fag, og i forleengelse heraf undersgge hvor,
hvornar og hvordan et sddant kompetenceperspektiv pa faglighed kan og bgr bruges
til at udvikle uddannelse og undervisning relateret til det pageeldende fag. Afsaettet
var min deltagelse i det sdkaldte KOM-projekt som handlede om at udfolde denne idé
med eksplicit afseet i en analyse af matematik som undervisningsfag.
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KOM-projektet

Projektet “Kompetencer og matematiklaering” — her og mange andre steder refereret
til som KOM-projektet — foregik i arene 2000-2002 under ledelse af Mogens Niss
fra Roskilde Universitetscenter med mig som akademisk sekretaer, omrejsende “kom-
munikationsminister” og medforfatter pd den afsluttende rapport (Niss & Jensen,

2002). Begrebsanalytisk handlede KOM-projektet om at bevaege sig

e fra betoning af begrebet kompetence, som jeg — med en formulering der ikke
ligger langt fra ordvalget i KOM-rapporten — bruger som betegnelse for nogens
indsigtsfulde parathed til at handle pé& en made der lever op til udfordringerne i
en given situation (Jensen, 2007a, s. 126; Jergensen, 1999)

e over fokus p& begrebet en matematisk kompetence, forstéet som nogens ind-
sigtsfulde parathed til at handle p& en made der lever op til en bestemt slags
matematiske udfordringer i en given situation

e til konkret at identificere, karakterisere og eksemplificere et saet af matematiske
kompetencer som der kan argumenteres for er uafhaengige dimensioner i en
udspaending af hvad det vil sige at mestre matematik, jf. visualiseringen af an-

strengelserne i figur 1.

Figur 1. En visuel repraesentation — “KOM-blomsten” — af de ofte matematiske kom-
petencer som er omdrejningspunktet for det perspektiv pd matematikundervisning
som fremleegges i KOM-rapporten (Niss & Jensen, 2002, s. 45).
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Et seet af faglige kompetencebeskrivelser som dem fremlagt i KOM-rapporten (jf. figur
1) kan potentielt fungere som omdrejningspunkt for planlaegning, tilretteleeggelse,
gennemfgrelse og evaluering af fagligt orienteret undervisning fordi sddanne beskri-
velser kan gennemfgres sa de byder sig til som sproglig ramme for en fokuseret diskus-
sion af mélene med undervisningen (Blomhgj & Jensen, 2007a). Der er efterhdnden
gennemfgrt mange udviklingsprojekter, bl.a. med fokus pa matematik, som viser det.

Jeg har selv deltaget i adskillige sddanne projekter hvor potentialet ved at arbejde
med matematikfaglige kompetencebeskrivelser blev forspgt udnyttet. Det vender
jeg tilbage til senere ved at omtale mine erfaringer fra to afsluttede projekter. Nu
skal det handle om den del af KOMpetenceperspektivet der er i fokus i denne artikel:
opfattelsen af matematisk modelleringskompetence og matematisk problemlgsnings-
kompetence som to ofte overlappende, men essentielt helt forskellige dimensioner
af matematisk kompetence.

Matematisk modelleringskompetence
Kort og unuanceret handler denne kompetence om at kunne hdndtere matematik-
beskrivelser af noget der i udgangspunktet ikke er matematisk.

Mere preecist bruger jeg matematisk modelleringskompetence som betegnelse for
nogens indsigtsfulde parathed til selv at gennemfgre alle dele af en matematisk
modelleringsproces og til at forholde sig kritisk undersggende til andres ageren i den
henseende (Jensen, 2007a, s. 126).

Med betydeligt flere ord og nuancer beskriver vi det saledes i KOM-rapporten:

Denne kompetence bestar pa den ene side i at kunne analysere grundlaget for og egenska-
berne ved foreliggende modeller og at kunne bedpmme deres raekkevidde og holdbarhed.
Hertil hprer at kunne “afmatematisere” (treek ved) foreliggende matematiske modeller,
dvs. at kunne afkode og fortolke modelelementer og -resultater i forhold til det felt el-
ler den situation som er modelleret. Pa den anden side bestar kompetencen i at kunne
udfgre aktiv modelbygning i en given sammenheng, dvs. at bringe matematik i spil og

anvendelse til behandling af anliggender uden for matematikken selv.

Aktiv modelbygning indeholder en raekke forskellige elementer. Fgrst at kunne strukturere
det felt eller den situation der skal modelleres. Dernzest at kunne gennemfgre en mate-
matisering heraf, dvs. en oversaettelse af objekter, relationer, problemstillinger m.v. til et
omrade af matematikken, resulterende i en matematisk model. At kunne behandle den
opstaede model, herunder lgse de matematiske problemer den matte give anledning til,
samt at kunne validere den feerdige model, dvs. bedgmme dens holdbarhed bade internt

(i forhold til modellens matematiske egenskaber) og eksternt (dvs. i forhold til det felt og
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den situation modellen omhandler). Der indgar tillige at kunne analysere modellen kritisk,
béade i forhold til dens egen brugbarhed og relevans og i forhold til mulige alternative
modeller, og at kunne kommunikere med andre om modellen og dens resultater. Endelig
indgar det i aktiv modelbygning at have overblik over og kunne styre den samlede model-

leringsproces. (Niss & Jensen, 2002, s. 52)

Der er to karakteristika ved disse beskrivelser som er vaerd at bide marke i. Det ene er
at kompetencen —ilighed med alle sine “spskende” i KOM-rapporten —bdade har en
undersggende side hvor forstaelse og kritisk bedgmmelse af allerede udfprte processer
er i fokus, og en produktiv side hvor fokus er pa selv at kunne gennemfgre den type
processer som kompetencen stiller skarpt pa, in casu matematisk modellering (jf. Niss
& Jensen, 2002, s. 63 f,; Jensen, 2007a, s. 126).

Det andet er at disse og andre kompetencebeskrivelser fprst for alvor far fylde og
substans ndr man —som i anden del af citatet ovenfor —kaster sig udiat beskrive sin
forstéelse af det eller de begreb(er) som rent sprogligt udggr stammen i navngivningen
og karakteristikken af kompetencen. Hvis man forpligter enhver kommunikation om
kompetencers indhold pa en sddan begrebsafklaring, fastholdes kompetenceorien-
tering som noget konstruktivt debatskabende. Analyser som dem i KOM-rapporten
skal ikke leses som en religips besveergelse af nogle kanoniske begreber som blot har
ventet pd en endegyldig analytisk afklaring og efterfplgende leeren udenad (Jensen,
2007a, s.127).

Den matematiske modelleringsproces

Jeg “skylder” i forleengelse af ovenstdende en beskrivelse af hvad jeg mener ndr jeg i
kompetencekarakteristikken ovenfor taler om “en matematisk modelleringsproces”.
For mig betegner det — helt i trdd med beskrivelsen fra KOM-rapporten gengivet
ovenfor — en kompleks og ofte meget lidt strgmlinet proces der involverer mange
forskelligartede tankemader og former for handlinger. Jeg har i mange sammen-
heenge haft gleede af at arbejde med en model der beskriver processen ved hjeelp af
seks delprocesser, jf. visualiseringen heraf i figur 2. Ud over at fremstille de forskel-
lige delprocesser pd en made der forhadbentlig hjeelper med at bevare overblikket, har
jeg her ogsa forspgt at “standse op” efter hver aktivitet og vurdere hvilket niveau i
modelkonstruktionen man som modellpr befinder sig pa.
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Oplevet
virkelighed
(f) Procesévaluering (a) Motivering
Handling/erkendelse Underspgelsesomrade

C) For’%lkning (b) Syste%aﬁsering

Erfaringer/

resultater System
(d) Matematisk analyse (c) Matefnatisering

Matematisk system

Figur 2. En visuel repreesentation af en model af den matematiske modelleringsproces
(Blomhgj & Jensen, 2007a, s. 48; Jensen, 2007a, s. 114).

Modellen, og alle de begreber der indgar, er grundigt diskuteret og kommenteret i
Jensen (2007a, s. 107 ff.). I artiklen her supplerer jeg med et eksempel, men fgrst efter
ogsa at have bragt matematisk problemlpsningskompetence i spil sa jeg kan bruge
eksemplet som led i at diskutere de to kompetencers forskellige kerner.

Matematisk problemlasningskompetence

Kort og unuanceret handler denne kompetence om at kunne handtere en situation
hvor man for at komme videre skal finde pa et eller andet der ikke lige springer i
ginene (Jensen, 20074, s. 120).

Mere preecist bruger jeg matematisk problemlgsningskompetence som betegnelse for
nogens indsigtsfulde parathed til selv at Ipse sdvel rene som anvendelsesorienterede
matematiske problemer og til at forholde sig kritisk undersggende til andres ageren
i den henseende (Jensen, 20073, s. 126).

I KOM-rapporten kombineres denne kompetence med det at kunne opstille mate-
matiske problemer. Det betegnes matematisk problembehandlingskompetence og
karakteriseres bl.a. med fplgende ord:

Denne kompetence bestér dels i at kunne opstille, dvs. detektere, formulere, afgraense og

» o«

preecisere forskellige slags matematiske problemer, “rene” savel som “anvendte”, “a4bne”
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savel som “lukkede”, delsiat kunne lgse sdidanne matematiske problemer i feerdigformu-

leret form, egnes savel som andres, og, om forngdent eller gnskeligt, pa forskellige mader.

[.] Et (formuleret) matematisk problem er en szerlig type matematisk spgrgsmal, nem-
lig ét hvor en matematisk underspgelse er ngdvendig for besvarelsen. Sadan set kunne
ogsa spprgsmal, som kan besvares alene ved hjeelp af (fa) specifikke rutineoperationer,
falde ind under begrebet “problem”. Sddanne spgrgsmal, som for den der skal lgse dem,
kan besvares ved aktivering af rutinefeerdigheder, henregner vi imidlertid ikke under
matematiske problemer i denne forbindelse. Derved bliver begrebet “matematisk pro-
blem” ikke absolut, men relativt til den person som stilles over for det. Det, som for én
person kan veere en rutineopgave, kan for en anden vzere et problem, og omvendt. (Niss
& Jensen, 2002, s. 49-50).

Det centrale begreb at f4 hold pa i forbindelse med disse kompetencer er “problem”.
Det er et af de begreber som jeg oplever stgrst usikkerhed og uafklarethed omkring
nar jeg holder kurser med faglige kompetencebeskrivelser som omdrejningspunkt
for forskellige grupper af matematikleerere. Nogle taler om problemlgsning nar man
regner opgaver, andre taler om opgaveregning nar man lgser et problem stillet af
opgaven. Som supplement til KOM-citatet ovenfor om begrebet “problem” vil jeg
derfor preecisere min forstdelse heraf (jf. Jensen, 2007a, s. 120 ff., som resten af dette
og begyndelsen af naeste afsnit er redigerede uddrag af).

Opgave, ovelse og problem

“Opgave” bruger jeg bredt som betegnelse for en eksplicit formuleret udfordring, til
forskel fra udfordringer som ikke er eksplicit formulerede, og som derfor kun er en
udfordring i kraft af nogens leesning af situationen. En opgave har saledes en objektiv
karakter, forstaet sdledes at hvorvidt der er tale om en opgave eller ej, ikke er afhaen-
gigt af hvem der stiller den eller modtager den.

Ved et “problem” forstar jeg en situation der involverer en raekke metodedbne
spprgsmal der udfordrer en eller anden intellektuelt som ikke umiddelbart er i besid-
delse af direkte metoder/procedurer/algoritmer der er tilstraekkelige til at besvare
sporgsmalene (jf. Blum & Niss, 1991, s. 37). Et problem har séledes en subjektiv karakter
ikraft af karakteristikkens understregning af at det drejer sig om noget der “udfordrer
en eller anden”. Derfor medferer eksistensen af et problem ogsé eksistensen af en eller
flere personer som det er et problem for.

En opgave kan for eksempel veere “Sla graesset” eller “Find rgdderne i andengrads-
ligningen 2x* +2x —4 =0". At skulle udfgre et sddant stykke arbejde kan selvfplgelig
sagtens give anledning til forskellige problemer. For eksempel kan graesslamaskinen
veere giet i stykker, man kan have mistet sin formelsamling, eller man kan veere pa
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et for lavt uddannelses- eller erfaringsniveau (for et 8-arigt barn giver begge opgaver
sandsynligvis anledning til problemer). Man kan altsa stille alle en opgave, men ikke
vide sig sikker pa for hvem det er et problem.

For at kunne skelne klart mellem begreberne taler jeg om en “gvelse” hvis det
med rimelighed kan antages at en opgave ikke er eller vil fgre til et problem for
modtageren. I de tilfeelde hvor lgsningen af opgaven giver anledning til et problem
for modtageren, vil jeg benytte termen “problem” i stedet for opgave. Opgave bliver
derfor foreningsmeengden af begreberne gvelse og problem, og jeg benytter termen
opgave nar modtagerens formden ikke kan afggres, eller nar opgavetypiseringen i
gvelser og problemer ikke er i fokus.

Matematisk problemlasning

“Problemlpsning” betegner simpelthen den proces hvorigennem man forspger at
lpse et problem. Det helt centrale ved denne proces er at den - som “komplemen-
teermaeengden” til arbejde med gvelser — er karakteriseret ved ngdvendigheden af
bevidste eller ubevidste metodemaessige overvejelser. I min ph.d.-afhandling (Jensen,
2007a, kap. 10) er der en leengere diskussion af hvad sddanne overvejelser neermere
kan siges at bestd i, og hvilke udfordringer det i gvrigt kan give at skulle gennemfgre
en problemlgsningsproces. Her skal jeg kun bruge papegningen vedrgrende det me-
todemeessige til en begrebsmaessig preecisering:

Jeg synes kun det er meningsfuldt at tale om “matematisk problemlgsning” hvis
det definerende ved processen —de metodemaessige overvejelser — involverer visse
matematiske begreber, metoder og resultater. Det er med andre ord ikke matematisk
problemlgsning hvis matematikken fgrst kommer pa banen pa det tidspunkt i pro-
cessen hvor det i givet fald er lykkedes en at reducere problemet til en rutinemaessig
pvelse.

En vigtig undervisningsmeessig konsekvens heraf er at man ikke kan ngjes med en
simpel iagttagelse af om der optreeder matematik i besvarelsen af en opgave, for at
kunne afggre om der har veeret tale om matematisk problemlgsning. Man er ngdt til
at ga dybere ned i besvarelsen og arbejdsprocessen bag den for at afggre karakteren
af den made matematik er brugt pa.

De to kompetencers forskellige kerner

I en matematikundervisningspraksis er det nemt at forestille sig betydelige overlap
mellem situationer der udfordrer henholdsvis matematisk modelleringskompetence
og matematisk problemlgsningskompetence. Gennemfgrelsen af en matematisk mo-
delleringsproces vil ofte indebzere lpsningen af et eller flere matematiske problemer,
ikke mindst i forbindelse med matematiseringen og den matematiske analyse (fase
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c og d i figur 2), og alle anvendelsesorienterede matematiske problemer er del af en
matematisk modelleringsproces som modtageren af problemet eventuelt blot fpres
ind i pa et stadie hvor dele af processen er gennemfegrt (Jensen, 2007a, s. 106 ff.).

“Kernen” i de to kompetencer er imidlertid forskellig, hvilket jeg nu vil udfolde neer-
mere ved at diskutere karakteren af hver type udfordring og relevansen af forskellige
typer opgaver i den forbindelse.

Problemlasning og felelsen of fastlésthed

Matematisk problemlgsningskompetence handler om at handtere en personlig ople-

velse, hvis veesentligste karakteristika er frustration over at veere kognitivt fastlast —

man ved ikke hvordan man skal fa “hul pd bylden” (jf. Blomhgj & Jensen, 2003, s. 127).
Som eksempel vil jeg stille dig som lzeser fglgende opgave, lant fra Schoenfeld

(1985) som er en matematikdidaktisk klassiker og pionerudgivelse om matematisk

problemlgsning:

En vilkérlig trekant kan deles i to dele ved hjeelp af et linjestykke parallelt med den ene side

itrekanten. Hvordan skal linjestykket placeres sa de to dele af trekanten bliver lige store?

Som leeser af denne artikel er du sandsynligvis en der beskaeftiger sig professionelt
med matematikholdig undervisning, sa jeg vil tro denne opgave opleves som et ma-
tematisk problem og derfor inviterer til matematisk problemlgsning fordi du

+ iden konkrete situation godt forstdr opgaven og har et klart billede af hvad udfor-
dringen gar ud pa

+ godt kan se at der ma eksistere en rimelig klart identificerbar Igsning

« ikke umiddelbart ved hvordan man skal na frem til den.

Modellering og héndteringen af dbenhed

Matematisk modelleringskompetence handler om en arbejdsproces hvis vaesentligste
karakteristika er behovet for forskellige former for afgreensning og preecisering for at
leve op til det definerende ved processen: at ggre en ekstra-matematisk udfordring
tilgaengelig for matematisk repraesentation og bearbejdning. Afgreensningsbehovet
opstar ikke mindst i de indledende “ydre” dele af modelleringsprocessen hvor der er
rigtig meget andet end matematik i spil. Det svarer til de delprocesser der pa figur 2
betegnes motivering og systematisering.

Pa grund af den “underbestemte” karakter af disse meget abne dele af modellerings-
processen kan hovedudfordringen ofte beskrives som “handlingslammelse grundet de
mange forskellige veje man kan gd og fraveeret af et udleveret kompas at navigere med”
(jf. Blomhej & Jensen, 2003, s. 127). Man skal handtere de mange tilsyneladende lige
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meningsfulde valg der skal treeffes for matematiske begreber og teknikker kan veere
til nogen nytte, kombineret med manglen pa en veldefineret strategi for hvordan
man treeffer disse valg. Set gennem en didaktisk “kompetencelinse” er matematisk
modellering primeert interessant som laeringsaktivitet hvis processen indebeerer et
sadant forspg pa handtering af abenhed (jf. Niss & Jensen, 2002, s. 52-53).

Et illustrerende, udfoldet eksempel

Lad mig illustrere det didaktiske potentiale ved at arbejde med matematisk model-
leringskompetence ved at komme med det tidligere lovede eksempel. Det har form af
en konstrueret episode (Blomhgj, 2006; Blomhgj & Jensen, 2007b) hvor nogle elever
pa demonstrativt eksplicit vis arbejder med de “ydre” dele af en matematisk model-
leringsproces som den er beskrevet i figur 2. Afseettet er den fgrste opgave fra denne
artikels indledning:

Hvilken transportform er bedst?

Hvis vi lader de to 9.-klasses-elever Adam og Berit udgve deres veludviklede mate-
matiske modelleringskompetence med afszet i denne opgave, kan det eksempelvis
se sddan ud:

A: Blandt leererens forskellige opleeg til vores modelleringsprojekt synes jeg vi skal lade
os inspirere af det om transportformer. Jeg har selv indimellem overvejet hvilken der er
den bedste at bruge. Skal vi ikke underspge det ved hjeelp af matematisk modellering?
B: Det kan man da ikke undersgge sadan uden videre —det afheenger af hvad man mener
med “transportform” og “bedst”.

A:Jeg teenker pé situationen hvor jeg skal til skole: Jeg kan vaelge mellem at g3, cykle, tage
bussen eller fa et lift af min mor, sa kan vi ikke sammenligne de fire transportformer?
B:Jo, okay, men det er stadig for sveevende at spgrge om hvad der er “bedst”: Bilen er nok
hurtigst og mest komfortabel, mens man i bussen mgder flest nye og speendende men-
nesker. Pa cyklen far man til gengeeld mest motion og frisk luft, mens man ved at g& nok
opforer sig mest miljerigtigt.

A: Det med miljpet er noget af det jeg teenker pa nar jeg overvejer hvilken transportform
jeg skal veelge. Jeg plejer at tage bussen —hvorfor tror du at det er mest miljgrigtigt at ga?
B: Det ved jeg heller ikke om jeg tror — det var bare et eksempel! Men det kan vi jo vaelge
at undersgge: “Hvad er den mest miljgrigtige transportform?”

A: Nej, det duer ikke; “miljprigtig” er lige sa upreecist og individuelt som “bedst”. Men vi

kan kigge pé energiforbruget ...

MONA  2009-2



ARTIKLER Modellering versus problemlgsning

(Adam og Berit veelger at analysere energiforbruget forbundet med forskellige konstru-
erede, men for dem virkelighedsnaere scenarier med fokus pa hver sin transportform.
Energiforbruget i forbindelse med bilmuligheden volder lidt vanskeligheder fordi det
afheenger af om bilen skal kgre turen alligevel. Hvis det er tilfeeldet, er det oplagt at
der ikke er noget ekstra energiforbrug. Hvis det ikke er tilfeeldet, afgreenses systemet
til kun at handle om benzinforbruget. De har ogsa vanskeligt ved at matematisere
busscenariet pd grund af pa- og afstigningsproblematikker og ender med simpelt-
hen i fprste omgang ikke at medtage denne mulighed i modellen. Herefter fglger en
god gang matematisk analyse af det producerede datamateriale og fremkomsten af
nogle modelresultater som nu skal fortolkes inden den samlede modelleringsproces
evalueres).

B: Selv om cykling ifplge vores modelberegninger med fokus pa energiforbrug er den bed-
ste transportform, vil jeg stadig som regel vaelge at tage bussen til skole. Jeg har mindst
10 kilometer hver vej, s& jeg bliver treet bare ved tanken om at cykle, hvorimod bussen er
et sted jeg sidder og slapper af.

A: Det kan jeg godt forstd. Jeg har kun godt og vel én kilometer til skole, sa for mig er
alene ventetiden ved busstoppestedet lang nok til at det er hurtigere at cykle. Jeg ville
ikke engang tage bussen selv om den ingen energi brugte, s& vores modellering er et
utilstraekkeligt grundlag for at veelge transportform.

B: Nar vi begge to er sa optagede af hvor lang tid turen tager, skulle vi maske forspge at
opstille en model hvor vi afgreenser os til at se pa transporttiden som kriterium for hvilken
transportform der er bedst. Nar jeg teenker pé os to, vil jeg tro at svaret bliver noget med
en funktion af hvor langt man skal transporteres.

A:Ender den model ikke uundgaeligt med at have samme ulempe som fgr: Transporttiden
alene er da ogsa et urealistisk simpelt grundlag for at veelge transportform.

B: Ja, selvfglgelig, men sidst fik vi da lavet en god sammenligning ved at antage at ener-
giforbruget er det eneste der betyder noget, selv om det selviplgelig er urealistisk. Det
kan vi vel gpre igen og s& bagefter diskutere hvordan man i praksis kan kombinere de
to modeller.

A:Jeg synes hellere vi skal prgve at modellere en situation hvor bade energiforbruget og
transporttiden fra starten af indgar i det system vi veelger at seette fokus pé. Det virker
meget mere realistisk.

B: Ja, det synes jeg ogsa, men jeg tror ogsa det bliver mere uoverskueligt og derfor en
darligere hjeelp til at fa overblik over problemstillingen, og jeg er heller ikke sikker pa at
vikan finde ud at jonglere med den matematik der skal til for at matematisere det system

du snakker om. Men begge dele kan jo komme an pé en prove ...
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Her lukker jeg ned for episodekonstruktionen — Adam og Berit har gjort tilstreekkeligt
til at jeg pa baggrund af deres arbejde kan fremdrage tre pointer. Den fprste handler
om selve dialogen ovenfor: Det at arbejde med sddanne episoder i almindelighed
og det at tumle med selve konstruktionen af dem i seerdeleshed har et stort poten-
tiale i forhold til det at arbejde med faglige kompetencebeskrivelser som didaktisk
kommunikationsveerktgj. Jeg har sammen med gode kollegaer brugt denne tilgang
i forskellige sammenheenge, og erfaringerne herfra peger iser pa to kilder til dette
potentiale. Den ene er at man med en episodisk tilgang far fokuseret pa det som kom-
petencebeskrivelser per natur handler om: Nogle der bredt forstdet handler —snakker
sammen og/eller pa anden made udviser aktivitet —iforhold til nogle udfordringer i
en konkret situation. Den anden er at man far etableret en konkret forbindelse mel-
lem nogle ikke altid lige let tilgeengelige leeringsmal og en konkret klasserumspraksis,
og det virker altid forpligtende og dermed udviklende pa den relationelle forstdelse
(Skemp, 1978) af begge dele.

Den anden pointe er at transportopgaven i min optik som kompetenceorienteret
matematikleerer har potentiale som invitation til at arbejde med alle dele af en ma-
tematisk modelleringsproces og dermed potentiale til at udvikle de involveredes ma-
tematiske modelleringskompetence med fuld deekningsgrad (Niss & Jensen, 2002, s.
64-66; Jensen, 2007b). Det skyldes at det med afsaet i denne opgave forekommer mig
naturligt og ikke-teenkt at se en proces som den konstruerede for mit indre blik. I tekst-
boksen har jeg anfgrt nogle flere eksempler pa opgaver som jeg har erfaring for har
dette potentiale. Her er der frit slag for egen afprpvning af eksemplerne med afseet i
konstruktion af nye episoder fra klasserummet. Eksemplerne er kategoriseret med tan-
ke pa undervisningens tilretteleeggelse (jf. Jensen, 2007a, s. 196): Den ene kategori er
taenkt som opleeg til undersggelser som kan bruges som inspiration ved etableringen
af et projektarbejde, og den anden kategori som oplaeg til korterevarende opgavelgs-
ning som kan fungere inden for rammerne af en undervisningslektion eller to.

Den tredje pointe er at hverken opgave 2 eller 3 fra artiklens indledning har dette
potentiale til at udvikle opgavemodtagernes matematiske modelleringskompetence
med fuld deekningsgrad. Det er blandt andet begrundet i at det kreever mere end al-
mindelig god fantasi at se en modelleringsproces som den er beskrevet ovenfor, for sit
indre blik med afszet i disse opgaver. Det vil reelt kraeeve omformulering af opgaverne
ien grad sa der er tale om nye opgaver med et anderledes fokus og leeringsmaessigt
sigte.
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Eksempler p& opgaver der er udviklet til og brugt pa 9. klassetrin (Jensen et al., s.
14 ff. og 168 ff.) og gymnasialt niveau (Jensen, 20074, appendiks C og E) med
det eksplicit udtrykte mdl at stette udviklingen af elevernes matematiske modelle-
ringskompetence.

Invitationer til at udvikle matematisk modelleringskompetence
- laengere varighed (2-4 uger):

Hvilken transportform er bedst?
Kan man motionere sig slank?
Hvordan kan man navigere?

Hvor mange vindmeller skal der bygges i Danmark?

R

Hvad er den bedste form pd en konservesddse?

Invitationer til at udvikle matematisk modelleringskompetence
— kortere varighed (inden for 1-2 lektioner):

Hvor meget stof skal man bruge til at lave en borddug?
Tegn en skitse af et hus pa 135 m?.
Hvor langt vaek er horisonten?

©® N o

Hvor langt fremme ad vejen skal der veere fri bane for at man sikkert kan over-
hale?
10. Hvor lange braedder kan man f& rundt om et hjgrne?

Invitationer til at udvikle matematiseringskompetence
— kortere varighed (inden for 1-2 lektioner):

11. Hvordan afhaenger den skat man betaler, af indkomstskatte-procenten og moms-
procenten?

12. Under udsalg far man ofte rabat som en procentdel af varens normale pris.
Er det smartest at bede om at f& rabatten trukket fra for eller efter at momsen
leegges til prisen?

13. Hvor mellem tre lige store byer skal omrédets eneste gymnasium ligge?

14. Hovedet pd et snapsglas har form som en omvendt kegle. Hvor hgit skal snaps-
glasset vaere skaenket for at vaere halvt fyldt2

15. En indhegning skal laves s& den har form som et rektangel med en halvcirkel
i den ene ende. Hvor stort et stykke jord kan man indhegne med et givet antal
meter hegn til rédighed?
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Matematiseringskompetence

Opgave 2 fra indledningen - hvordan afthaenger den skat man betaler, af indkomst-
skatte-procenten og moms-procenten? —er konstrueret som en invitation til at arbejde
med matematisering, matematisk analyse og fortolkning, svarende til faserne ctil e
i en matematisk modelleringsproces (jf. figur 2). Motiveringen og systematiseringen
af udfordringen er der allerede taget hdnd om gennem formuleringen af opgaven, og
tilbpjeligheden til at evaluere modelleringsprocessen i sin helhed (fase fifigur 2) kom-
mer i vid udstraekning af selv at have arbejdet med de indledende afgraensende dele
af processen (jf. Jensen, 20074, s. 147-149). Opgaver af denne type kan som nzevnt ikke
bruges til at udfordre matematisk modelleringskompetence med fuld deekningsgrad,
men de kan med den rette formulering og orkestrering udfordre en leeringsmaessigt
ofte helt afggrende del heraf: anvendelsesorienteret matematisk problemlgsning med
fokus pad matematisering (ibid., s. 195-197).

Denne kombination vil jeg betegne matematiseringskompetence, som jeg i forleen-
gelse af min generelle kompetencedefinition (jf. tekstboksen om KOM-projektet) mere
formelt vil karakterisere som nogens indsigtsfulde parathed til at lpse problemer som
opleves som sadan fordi de inviterer til matematisering. I tekstboksen er der nogle
flere eksempler pd opgaver som jeg har erfaring for kan bruges til at udfordre denne
kompetence pa 9.-klasses-niveau og pé de gymnasiale uddannelser.

Udspaending af kompetencerne

Figur 3 er et bud pd en sammenlignende didaktisk udspeending af matematisk model-
leringskompetence og matematisk problemlgsningskompetence, med afseet i de be-
grebsdannelser og -forstaelser jeg har fremlagt i denne artikel. Hver opgave i skemaet
er udvalgt med henblik pd at veere eksemplarisk for den kategori den repraesenterer.
Som det fremgar af overlappet med boksen med faktisk anvendte opgaveeksempler,
er de fire opgaver gverst til venstre i skemaet udviklet og anvendt i konkrete projekt-
sammenhaenge.

Det ville veere givende at gennemfgre en sammenstilling som denifigur 3, baseret
pa en reekke konstruerede episoder. Nar jeg ikke har gjort det her, skyldes det dels
pladshensyn, dels at jeg har erfaret at der er en formidlingsmeessig pointe ved samlede
ensides-fremstillinger som kan sta og “blinke” som en implicit udfordring til videre
kollektiv udfoldning i forskellige undervisningssammenhange.
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Invitationer
til ...

Matematisk
modellering

Autentisk
matematisering

Pseudo-ekstra-
matematisk
orientering

Ingen ekstra-
matematisk
orientering

Matematisk
problemlgsning

Hvilken
transportform er

bedste

Hvordan
afhaenger den
skat man betaler,
af indkomstskatte-
procenten og
moms-procenten?

Et par sko med
snerebénd

koster 110 kr.
Skoene koster
100 kr. mere end
sngrebd&ndene.
Hvad koster
sngreb&ndene?

En bestemt terning
har et rumfang der
er k gange sterre
end rumfanget aof
en anden given
terning.

Hvad er
forholdet mellem
overfladearealerne
pd de to
terninger?

Modellering versus problemlgsning

Matematisk
ovelsesarbejde

Hvor meget stof
skal man bruge
til at lave en

borddug?

Tegn en skitse of et
hus p& 135 m2.

Anna og Bob
tiener 20 % of
indtzegten ved at
szlge is.

Hvor meget tjener
de hvis indtaegten
er

a) 100 kr.2

b) 500 kr.2

...

En funktion fer
givet ved

flx)=x*-3x2+4

Bestem f'(x),
og bestem
monotoniforholdene

for f.

Hverken problemlgsning
eller gvelsesarbejde

Irrelevant kategori.

Irrelevant kategori.

| den sakaldte Gompertz-model
for en bestemt population af
kyllinger kan sammenhaengen
mellem en kyllings veegt M
(malt i kg) og kyllingens alder t
(malt i degn efter udklaekning)
beskrives ved
In(M)=16524—4,612.e¢—0,0423
a) Benyt modellen til at
bestemme vaegten af en kylling
der er 30 degn gammel, og
bestem M som funktion af .

To funktioner fog g er givet
ved

f(x)=x2—x+2
glx)=-x2+5x-3

a) Bestem en ligning for
tangenten til grafen for fi
punktet P(2,f(2)).

Det oplyses at graferne for f og
g har netop ét flles punkt, Q.
b) Bestem koordinatsaettet til Q.

Figur 3. Eksempler pd opgaver der kan bruges til en didaktisk udspsending af

matematisk modelleringskompetence og matematisk problemlgsningskompetence.
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Erfaringer og arbejdshypoteser

Min forstaelse af og tilgang til matematisk problemlgsningskompetence og - ikke
mindst — matematisk modelleringskompetence er formet af mine erfaringer fra del-
tagelse i adskillige projekter som har haft disse kompetencer som mere eller mindre
centrale elementer:

KOM-projektet med fokus pa begrebsafklaring som grundlag for en samlet kompe-
tencebeskrivelse af matematisk faglighed (Niss & Jensen, 2002).

Allergd-forspget med fokus pé potentialer ved og hindringer for at ggre udvikling af
matematisk modelleringskompetence til omdrejningspunkt for matematikunder-
visningen gennem to ar i en forspgsklasse pa Allerpd Gymnasium (Jensen, 2007a).

Strukturering af laerebogssystemet Matematrix under inddragelse af hele begrebsfor-
staelsen fremlagt her: systematisk opdeling i opleeg til problemlpsning og gvelses-
regning og systematisk arbejde med de tre modelleringsrettede opgavetyper fra
tekstboksen (se fx Jensen et al., 2002).

LEKS-projektet, hvor min del havde fokus pa observationer af to 9.-klasser og deres
respektive matematikleereres arbejde med udvalgte anvendelsesorienterede PISA-
opgaver og overhalingsopgaven fra tekstboksen (afventer slutrapportering — se
www.dpu.dk/leks).

DOME II-projektet, hvor min del har fokus pa observationer af en gymnasielaerers
seerligt tilrettelagte forlpb med sigte pé udvikling af elevernes matematiske model-
leringskompetence (igangveerende —se www.dgime.uni-dortmund.de).

KOMPIS-projektet, hvor min del kommer til at have fokus p& en modificeret gentagelse
af Allerpd-forspget i en 8.-9.-klasse i Slagelse Kommune (under opstart — se www.
kompis.dk).

Zrindet med denne artikel er ikke at rapportere i detaljer om disse erfaringer, s jeg
vil ngjes med en enkelt observation som gar pa tveers af alle de neevnte projekter, og
som jeg endnu ikke har mgdt undtagelser fra: At forspge helhjertet at stgtte nogens
udvikling af faglige kompetencer i almindelighed og matematisk modelleringskom-
petence i seerdeleshed er for alle involverede parter en bdde meget meningsfuld og
meget kompleks og kreevende udfordring.

Ethvert forspg pa at mede en sddan udfordring vil derfor indebzere en afvejning
af entusiasme - drevet af oplevelsen af meningsfuldhed - og apati —drevet af ople-
velsen af bade tidsmaessig og mental ressourcemangel. Det er bade forventeligt og i
overensstemmelse med mine erfaringer at forskellige former for stgtte og opmuntring
til at gennemfpre kompetenceorienteret undervisning vil skubbe denne afvejning i
retning af entusiasme og veek fra apati. Tilsvarende vil det modsatte forventeligt veaere
tilfeeldet hvis den enkelte aktgr oplever en mangel pa stptte og opmuntring.
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Jeg har ikke forspgt at g& systematisk til veerks i forhold til at vurdere matematik-
undervisningens “helbredstilstand” i forhold til denne afvejning, men jeg har to ikke
alt for optimistiske hypoteser om brugen af de forskellige opgavetyper i figur 3 som
jeg haber kan bidrage til fremadrettet debat og udvikling.

Den ene hypotese er at invitationer til matematisk modellering alt for ofte erstat-
tes af invitationer til matematisering — fordi matematiseringsopgaver er nemmere
at formulere og orkestrere som leerer, nemmere at forstd og arbejde med som elev
og nemmere at arbejde med i eksamenssammenhang som leerer og “system”. Dette
kombineret med at der ikke ydes nogen form for systematisk stgtte til at beveege sig
i den modsatte retning — hvad eksamensopgaver angar snarere tveertimod.

Den anden hypotese er at invitationer til matematisering af de samme grunde alt
for ofte erstattes af pseudo-ekstra-matematisk orienterede opgaver som hverken er
fokuserede oplaeg til matematisk problemlpsning eller til matematisk pvelsesarbejde.

Den tredje opgave fra introduktionen er et eksempel pa en sddan type opgave, jf.
samme opgaves placering i figur 3. Den fungerer ogsd som en god illustration af den
tendens jeg forsgger at skitsere med de to hypoteser, i og med at den som én blandt
mange af sin slags er et eksempel pa den mest udbredte opgavetype i et aktuelt op-
gaveszet (maj 2008) til den skriftlige eksamen pa det almene gymnasiums hgjeste
niveau i matematik.

Hvad kunne alternativet til denne type eksamensopgaver veaere? Det er en uhyre
relevant og udfordrende problemstilling som fortjener sin egen selvsteendige analyse
og diskussion. Her vil jeg ngjes med at anfgre et enkelt konkret bud fra Allerpd-for-
spget: I tekstboksen med opgaveeksempler stammer nummer 9, 10, 11, 13, 15, 16 og 17
fra den skriftlige arsprgve, terminsprgve og afsluttende skriftlige studentereksamen
(jf. Jensen, 2007a, appendiks E). Der er masser af udfordringer gemt i at finde mader
at bedpmme elevernes arbejde med opgaver som disse pa (ibid., s. 230 ff.), men teenk
engang: Hvor meget mere kraftfuldt et signal om at tage kompetenceorienteringen
alvorligt ville det ikke veere hvis opgaver i stil med disse slog tonen an i centralt stil-
lede skriftlige eksamener i matematik?
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Abstract

In this paper I argue in favour of making a clear distinction between math-
ematical modelling competency and mathematical problem solving compe-
tency. Such a distinction has proven useful when working with competency
descriptions as a communicative tool in mathematics education in general and
when analysing the formulation of tasks in particular. The two competencies
are characterised and their different foci are highlighted. This is exemplified by
the formulation of different kinds of tasks, and two hypotheses are offered for
further debate and investigation concerning the kinds of tasks that dominate
in mathematics education and why.
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