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Introduktion til artiklen
Af Mogens Niss, professor, IMFUFA, Roskilde Universitet.

Edward G. Begles artikel, som vi her bringer i dansk oversaettelse, er en klassisk
artikel i matematikkens didaktik. Artiklen er ofte omtalt i fremstillinger af den histo-
riske udvikling af feltet. Ikke mindst den passus i slutningen af artiklen hvor Begle
fremsaetter sit credo — at sterre forbedringer i matematikundervisningen forudsaetter
at matematikkens didaktik mé& blive en eksperimentel videnskab pé linje med fysik,
kemi, biologi osv. — er jaevnligt citeret i litteraturen.

Naér artiklen er blevet en klassiker, er det fordi den er et af de ferste eksempler
i nyere tid p& at en aktiv matematikdidaktisk forsker leverer et overordnet bud pé
hvad matematikkens didaktik som forskningsomréde aktuelt (dvs. i 1969) tilbyder
og burde komme til at tilbyde. Artiklen er baseret p& Begles plenumforedrag ved
den ferste internationale matematikundervisningskongres, ICME-1, der blev afholdt i
Lyon i 1969 i Hans Freudenthals “regeringstid” som praesident for den internationale
matematikundervisningskommission, ICMI. Aret for havde Freudenthal pabegyndt
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udgivelsen af det ferste internationale matematikdidaktiske tidsskrift, Educational
Studies in Mathematics, og det er i dette tidsskrifts anden argang at artiklen blev
offentliggjort.

Begles artikel fremstér p& én gang meget nutidig og noget alderstegen. Nutidig
fordi mange af de betragtninger og problemstillinger der tages op rundtomkring i
artiklen, er lige sa aktuelle i dag som i 1969. Det gaelder fx nar der sparges om
hvorvidt alle elever skal beherske regneprocesserne sé godt at de kan forsté hvad
computere kan og ikke kan, og nér Begle gang p& gang fastslér at vores forestil-
linger om “selvfglgeligheder” i matematikundervisningen viser sig at vaere alt for
forenklede og ikke sjaeldent rent ud forkerte. Han eftersperger derfor en maengde ny
(grund)forskning til afklaring af hvordan det faktisk forholder sig p& en lang raekke
punkter. Alderstegen fordi artiklen udelukkende trackker p& en kvantitativt oriente-
ret forskningstradition hvor der eftersparges malbare effekter af dette og hint, og
hvor metoderne derfor i alt vaesentligt er komparativt statistiske, anvendt pé sterre
datasamlinger. Imidlertid omtaler Begle mod artiklens slutning nedvendigheden
af mere dybtgéende og mere detalierede undersegelser p&d mindre populationer
som forudseetning for efterfalgende undersegelser i sterre skala. Man kan naesten
fornemme de ferste skridt hen imod de kvalitative undersegelser i mindre skala der
i dag dominerer den empirisk orienterede matematikdidaktiske forskning.

Til slut et par biografiske bemaerkninger. Ed Begle (1914-1978) var uddannet
som forskningsmatematiker med en ph.d.-grad i topologi fra Princeton. Efter ophold
ved forskellige amerikanske universiteter (Michigan og Yale) blev han i 1961 profes-
sor ved Stanford University hvor han bade blev knyttet til uddannelsesforskning og
til matematik. Stanford blev derfor hjemmebasen for den i sin tid beremte School
Mathematics Study Group (SMSG) der — etableret i 1958 med Begle som leder —
var en hovedkraft i frembringelsen af den s&kaldte nye matematik, New Math, et
gennemgribende reformprogram der sggte at basere al matematikundervisning p&
maengdelaere og abstrakte matematiske strukturer. Ud over for sit arbejde med SMSG
og for den artikel vi bringer her, er Begle navnlig kendt for sit posthumt udgivne vaerk
Critical Variables in Mathematics Education: Findings from a Survey of the Empirical
Literature (1979) der rummer hans forsag pd at skabe et systematisk overblik over
den tids empiriske forskningsresultater inden for matematikkens didaktik. Interessant
nok blev kun to ph.d.-grader tildelt under Begles vejledning. Den ene blev erhvervet

af den fremtraedende matematikdidaktiker Jeremy Kilpatrick som er still going strong.

De enorme zendringer i matematikundervisningen der er sket i det sidste tiar [forud
for 1969, red.], er foregdet parallelt med og er faktisk i hgj grad formet af en lang raekke
diskussioner om problemerne inden for matematikundervisningen. Jeg har ikke i
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sinde at gennemga substansen i disse mange diskussioner. I stedet vil jeg gerne ggre
opmeerksom pa at disse diskussioner har drejet sig om et lille antal generelle katego-
rier af matematikdidaktiske spgrgsmal. En af disse kategorier omfatter spgrgsmal om
endegyldige mal med matematikundervisningen. Spgrgsmal som “Hvilke regnefeer-
digheder vil vi gerne have alle elever til at beherske?” eller “Skal alle elever forventes
at kunne beherske regneprocessernes beskaffenhed sa godt at de kan forsta hvad
computere kan, og hvad de ikke kan?” er eksempler pa spprgsmal i denne kategori.
Det geelder i pvrigt at ethvert spprgsmal om hvorvidt et givent emne har en veerdi i
sig selv, ligger i denne kategori.

En anden kategori omhandler spprgsmal om prioriteringen og reekkefplgen af de
forskellige emner i matematikpensum. Her placerer vi spprgsmal som med udgangs-
punkt i et givent matematisk emne spgrger hvilke andre matematiske discipliner
eleven skal kunne for at beherske dette emne. Et andet eksempel: Hvis der kendes to
veje hen imod et bestemt matematisk emne, hvilken af disse er da den bedste eller
mest effektive eller hurtigste?

En helt tredje kategori bestar af spprgsmal om paedagogiske tilgange. Her placerer
jeg spprgsmal om effektiviteten af undersggelsesbaseret undervisning, om veerdien
ved at bruge strukturerede materialer i regneundervisningen i de tidlige klasser, om
veaerdien af elev-elev- kontra leerer-elev-diskussioner i klasserummet osv. Her placerer
jeg ogsa spprgsmal om karakter og omfang af uddannelsesprogrammer for matema-
tikleerere.

Endelig er der den store kategori af spgrgsmal om den matematikleerendes beskaf-
fenhed og kapacitet. For eksempel “Kan alle elever leere rudimenteer algebra [her
neermest: regnereglerne, red. anm.]? Kan alle elever leere divisionsalgoritmen? Er der
elever der leerer bedst hvis matematikken praesenteres i geometrisk form, mens andre
finder en symbolsk fremstilling mest effektiv?”.

Ilgbet af det seneste tidrs diskussioner er der fundet svar pa et stort antal af spgrgs-
malene i hver af disse kategorier, i mange tilfeelde faktisk flere og sommetider ind-
byrdes modstridende svar.

Jeg har ikke i sinde at gennemga disse mange spprgsmal og deres mange svar, ej
heller agter jeg at give mine egne svar pa nogen af dem. Jeg vil derimod gerne frem-
fore to grundleeggende pointer om spprgsmal og svar. Min fprste pointe er at svarene
pa naesten alle de stillede spprgsmal har et faktuelt aspekt. Det er sandt at nogle fa af
de spprgsmal der kan stilles om malene med matematikundervisningen, kan besvares
som rene veerdiudsagn som vi nok kan veere uenige om, men ikke argumentere ratio-
nelt for eller imod. Men de fleste spgrgsmal kraever svar som foregiver at vere faktu-
elle udsagn om virkelige elever, virkelige laerere og virkelige klasserumssituationer.

Min anden pointe er at det faktuelle aspekt er blevet voldsomt ignoreret i alle vores
diskussioner, og at de fleste af de svar vi har fet, almindeligvis kun har ringe empirisk
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berettigelse. Jeg tvivler pd at mange af de svar vi har faet, er fuldsteendig forkerte. Jeg
tror snarere at svarene er alt for enkle, og at virkelige elevers matematiske opfgrsel
og preestationer er meget mere komplekse end svarene vil have os til at tro.

Lad mig for at give disse bemarkninger et vist empirisk grundlag tage fat i et
par specifikke spprgsmal. Som et eksempel pé at den virkelige situation kan vaere
betydelig mere indviklet end den man kunne have forventet, vil jeg beskrive et
eksperiment der for nylig blev udfert af en af mine kolleger, professor Jon Higgins,
pa Stanford Universitet [4]. Mange matematikere — og en endnu stgrre andel af
naturvidenskabsfolk — mener at naturvidenskab er en udmeerket motivationsfaktor
og kilde til nye idéer for matematik. Med det i tankerne tilrettelagde School Mathe-
matics Study Group (SMSG) for nogle fa ar siden nogle korte tekster beregnet pa
klasseundervisning i sd henseende. I kapitlet til 8. klassetrin som blev brugt i dette
eksperiment, skal eleven udfpre en raekke fysiske forspg, foretage malinger og lave
grafer over resultaterne. Denne eksperimentelle fase blev brugt til at introducere og
motivere matematikken om linezere ligninger og deres grafer. Kapitlet tager ca. 4
uger for klassen at gennemga.

29 8.-klasses-leerere deltog i eksperimentet og underviste hver iseer én klasse i em-
net. Elevernes gennemsnitsalder var omkring 14, og klasserne var i snit pa 33 elever.
Der blev holdt fire forberedende mgder med leererne sa de kunne blive bekendt med
det forspgsudstyr som eleverne skulle bruge.

Der blev afholdt en reekke test fpr undervisningen begyndte. I testmaterialet var
der en kort reesonnementsprgve, tre matematiktest af relevans for afsnittets mate-
matikemne og 18 kortskalatest til maling af forskellige facetter af elevers holdning
tilmatematik og andre skolefag. Efter at undervisningsforlgbet var gennemfert, blev
de oprindelige test, bortset fra reesonnementstesten, gennemfgrt igen.

Afvigelserne mellem for- og eftertest blev opgjort. Det viste sig at der var markant
fremgang for de tre matematikprovers vedkommende, og at der var signifikante
endringer pa seks af holdningsskalaerne. I fem ud af seks tilfeelde gik eendringerne
i en negativ retning.

For at analysere disse holdningseendringer neermere benyttede man en statistisk
metode der kaldes hierarkisk grupperingsanalyse. Denne procedure tager udgangs-
punkt i profilen af holdningsaendrings-scorer for hver enkelt elev og deler eleverne
ind i grupper sdledes at alle eleverne i hver gruppe har taettest sammenfaldende
holdningseendringsprofiler, mens to vilkarlige elever fra to forskellige grupper har
sa forskellige profiler som muligt.

Ved denne statistiske fremgangsmade blev der dannet otte grupper. (Hvis alle
elevers holdninger havde sendret sig p4 samme made, ville der naturligvis kun have
veeret én gruppe). Dataanalysen viste at der ikke var én af leererne der kunne tilskrives
ansvaret for elevernes gruppeplacering, idet antallet af laerere der var repraesenteret i
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en given gruppe —bortset fra den stgrste af grupperne - var nogenlunde det samme
som antallet af elever i den. Holdningsaendringerne var abenbart ikke afhzengige af
hvilken klasse en elev gik i.

Dette resultat illustrerer aldeles udmaerket min pastand om at det udgangspunkt vi
har féet for at forbedre matematikundervisningen, som regel har veeret overforenklet,
og at virkeligheden som regel er mere kompleks.

Faktisk er disse resultater endnu mere komplekse end jeg hidtil har angivet. En
variansanalyse viste at der dybest set ingen signifikante forskelle var pa fgrtesten
blandt syv af de otte gruppers scorer. (Den ottende gruppe omfattede elever som
havde meget lave initialscorer pa den holdningsskala hvor der var generel forbedring.
Denne gruppe udviste kun ubetydelige @endringer pa alle de andre skalaer). Det vil
sige at de mange typer information fra fgrtest-pakken ikke gav nogen indsigt i de
bagvedliggende grunde til disse forskellige mgnstre af holdningseendringer, og at de
ikke gav noget bud pa hvordan vi méaske kan influere pa dem.

Lad mig nu vende mig mod et andet emne som jeg tror de fleste af os har meninger
om, men som, trods styrken af disse meninger, mangler eller ligefrem er i modstrid
med empiriske resultater.

Jeg vil tro at de fleste af os er ret sikre pa at vi kan vurdere en bestemt leerers ef-
fektivitet efter at have siddet en halv times tid bagerst i lokalet og observeret laereren
i sving. Jeg deler imidlertid ikke denne sikkerhed. Masser af undersggelser af laerer-
effektivitet er blevet gennemfgrt i USA (oversigten [1] er ganske illustrativ for disse
underspgelser). Et resultat er klart. En vurdering af leerereffektivitet foretaget af én
slags person, for eksempel skoleledere, er ganske ukorreleret med vurderinger foreta-
get af andre, for eksempel leererkolleger. Bedgmmelser af leerereffektivitet er, uanset
hvem der foretager dem, normalt ikke korreleret med malinger af elevers leering.

Ikke desto mindre er spprgsmalet om leerereffektivitet, problemet med at male den
og problemet med at forudsige den ekstremt vigtige. I ethvert uddannelsessystem ta-
ges der et enormt antal beslutninger som forudseetter kendskab til leereres effektivitet.
Beslutningen om at optage en person pa et leereruddannelsesforlgb involverer, i det
mindste implicit, en forudsigelse af vedkommendes potentielle effektivitet som laerer.
Beslutninger om anseaettelse, forfremmelse eller fyring af leerere vil bl.a. veere baseret
pa en vurdering af leererens effektivitet. Beslutninger om sendringer i leereplaner bgr
til dels veere baseret pa information om effektiviteten af de leerere der skal veere med
til at gennemfgpre sendringerne.

Fordi dette spprgsmal er sa vigtigt, indsamlede SMSG i forbindelse med en stor,
langsgdende undersggelse af matematikpreestationer som startede 11962 og lgb i fem
ar, en betragtelig meengde information om et stort antal leerere. Vi er netop blevet
feerdige med at analysere en del af disse data i et forsgg pa at finde ud af mere om
leerereffektivitet.
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Fordi vurderinger af leerereffektivitet har vist sig at veere upalidelige, besluttede vi
at male leerereffektivitet udelukkende ved elevpreestationer. Selvfglgelig ville det ikke
veere nok at sige at denne laerer er mere effektiv end en anden leerer, hvis fprstnaevntes
elever fik hgjere karakterer ved drets udgang. Det kunne jo veere at den fgrste leerers
elever var bedre og/eller kunne mere af faget fra aret for. Vores tilgang tog derfor hen-
syn til en reekke mélinger ved drets begyndelse, bade af generel reesonnementsevne og
af matematiske forudseetninger. Ved hjeelp af regressionsanalyse beregnede vi hvilken
kombination af initial-scorer der bedst forudsagde en gennemsnitlig preestation pa en
bestemt test ved arets udgang, og kunne dermed tildele hver elev en beregnet score
pa denne test som tog hensyn til elevens udgangsposition. Forskellen mellem elevens
faktiske score og den forventede viste hvor meget bedre (eller hvor meget darligere
hvis den var negativ) hans preestation var i forhold til en gennemsnitsbetragtning.
Gennemsnittet af alle disse differencer blev anvendt som et udtryk for effektiviteten
af denne klasses leaerer.

Disse beregninger blev faktisk foretaget for en raekke forskellige grupper af lee-
rere. Vi havde en gruppe af 4.-klasses-laerere som benyttede hvad vi opfattede som
moderne lerebgger, og en anden gruppe som brugte hvad vi ville kalde traditionelle
leerebpger. Der var tilsvarende grupperinger af leerere i 7. og i 10. klasse. Vi opdelte
ogsa leererne efter ken og underspgte hvert kon for sig. I visse tilfeelde mente vi det
var rimeligt at undersgge drenge- og pigeelever for sig. Endelig brugte vi to forskel-
lige malinger ved arets udgang, den fprste af evnen til talbehandling, den anden af
begrebsforstaelse. Der blev sdledes beregnet to forskellige effektivitetsindekser for
hver leerer.

De resultater som vi opnéede, var, i hvert fald for mig, nedsldende. Der var signi-
fikante og i de fleste tilfeelde temmelig store udsving i leerereffektivitet. Men disse
udsving i leerereffektivitet var tilsyneladende ikke korreleret til noget som helst
andet vi vidste om leererne. Vi havde samlet betydelige meaengder oplysninger i to
kategorier om leererne. Den forste kategori bestod af faktuelle oplysninger sdsom
alder, kgn, undervisningsanciennitet, uddannelse ud over minimumskravene, aktuel
efteruddannelse osv. Vi var overbeviste om at en leerers personlighed og indstilling
til leerergerningen, til faget matematik eller til eleverne kunne have indflydelse pa
elevernes preestationer. Den anden kategori var udledt af et langt spprgeskema som
gav os information om laerernes holdninger og personlighedsvariable.

Enregressionsanalyse viste at denne betragtelige maengde information om leererne
pa ingen made kunne tages til indtaegt for mere end en brgkdel af udsvingene i ef-
fektivitetsscorerne, i de fleste tilfaelde under 10 %.

Netop spprgsmalet om leerereffektivitet er noget mange synes at de ved ret meget
om. Min gennemgang af forskningslitteraturen og af vores egen analyse overbeviser
mig om at denne viden ret beset er temmelig upalidelig. At denne situation i gvrigt
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ikke er speciel for USA, fremgar klart af kapitel 6 i bind 2 af rapporten International
Study of Achievement in Mathematics [7].

Lad mig, som et sidste eksempel, berette om nogle nye empiriske resultater som
kaster tvivl over noget der hidtil har veeret et universelt dogme. Nemlig troen pa at
matematiske evner, i lighed med intelligens, ikke er jeevnt fordelt blandt individer,
men at visse individer har hgje matematiske evner, mens andre har ringe matematiske
evner, og resten ligger et eller andet sted indimellem. Faktisk tror vi at i hvilken som
helst naturlig population af rimelig stprrelse svarer fordelingen af matematiske evner
nogenlunde til en normalfordeling. Vi gar ogsé ud fra at elever med ringe matematiske
evner ikke kan leere lige s meget matematik eller leere det i samme omfang som dem
der har hgje matematiske evner.

De fleste af vores skoleprogrammer er baseret pa denne antagelse. De er struktureret
sdledes at de, pa et eller andet passende trin, kan frasortere dem der indtil videre har
klaret sig darligt i matematik og dermed har udvist lave matematiske evner. Disse
elever placeres sa i forlpb som er mindre kreevende matematisk eller slet ikke fordrer
nogen matematik.

For nogle fa ar siden foreslog den fremtraedende psykolog og underviser John Carroll
en anden made at anskue boglige evner pd i almindelighed og dermed matematiske
evner i seerdeleshed [2]. Han fremsatte den hypotese at alle, eller neesten alle, ele-
ver kunne bringes op pa det samme niveau i et vilkarligt bogligt emne, men at den
meengde undervisning der var npdvendig for at tilvejebringe dette niveau, varierede
fra elev til elev. P4 nogenlunde samme tidspunkt hvor Carroll fremsatte sin hypotese,
var SMSGigang med at organisere et eksperiment som viste sig at underbygge denne
formodning. Eksperimentet involverede to eksperimentgrupper og to kontrolgrup-
per af elever. Fgrste eksperimentgruppe bestod af elever der skulle i 7. klasse (altsd
12-13-drige), og som befandt sig i 25-50- %-kvartilen i evner, bade som malt i en stan-
dard-intelligenstest og i en standard-matematiktest. Den anden eksperimentgruppe
bestod af elever i samme kvartil, men som skulle i 9. klasse. Kontrolgrupperne som
blev udvalgt et ar senere, bestod af elever ved indgangen til hhv. 7. og 9. klasse som
befandt sig i 50-75- %-kvartilen.

Bade eksperiment- og kontrolgrupperne fulgte i 7. klasse samme matematikforlgb
og brugte samme leerebog, en bog til 7. klasse udarbejdet af SMSG. Tilsvarende fulgte
de to 9.-klasses-grupper samme matematikforlpb og brugte samme SMSG-algebra-
leerebog.

Forskellen 13 i at eksperimentgrupperne fik to skoledr til at gennemga det stof
som kontrolgrupperne brugte det seedvanlige ene ar pa. En samling test blev afholdt
ved eksperimentets afslutning. Analysen af testresultaterne viste at 7.-klasses-eks-
perimentgruppen gjorde det neesten, men ikke helt, sa godt som kontrolgruppen. En
kovariansanalyse der brugte scorer fra et antal fprtest, gav en steerk indikation af at
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eksperimenteleverne havde leert betydelig mere pé de to r end de ville have leert pa
ét. P4 9.-klasses-niveauet var resultatet omvendt. Eksperimenteleverne scorede hgjere
end kontrolgruppen i udgangstestene.

Her er altsa et tilfeelde hvor elever med evner under gennemsnittet var i stand til
at nd nogenlunde det samme niveau som elever med evner over gennemsnittet som
resultat af en forggelse af den maengde undervisning de modtog.

Tidligere pd aret gennemfprte jeg et lignende eksperiment, omend meget min-
dre bade med hensyn til antal deltagende elever og varighed. Eleverne var halvvejs
gennem 4. klasse. Et meget lille matematikemne, fuldsteendig nyt for eleverne, blev
anvendt, og der blev undervist i det i én, to eller tre dage. I de leengerevarende under-
visningsforlpb blev der ikke introduceret nye idéer, men der var sat tid af til stprre
variation i illustrationerne af de indfgrte idéer og til elevdiskussioner og -spgrgsmal
end i de kortere forlpb.

Pa grundlag af en test af den aritmetiske reesonneringsevne blev eleverne grupperet
itre evneniveauer -lavt, middel og hgjt. Gennemsnitsscorerne i en eftertest var ikke
signifikant forskellige i nogen af de tre diagonaler gdende fra nederste venstre mod
pverste hgjre hjgrne.

Tabel 1

Evneniveauer 1 dag 2 dage 3 dage

Lavt
Middel

Hojt

Dette er altsd endnu et eksempel pa at elever med svagere evner naede det samme

preestationsniveau som elever med bedre evner nér de fik mere undervisning i emnet.
Selvom disse to underspgelser har temmelig begrzenset reekkevidde, sar de dog

tilsammen tvivl om den grundtro der er rodfzestet i vores uddannelsessystemer.

Jeg kunne sagtens fortsaette med flere beskrivelser af empiriske resultater, men jeg
tror jeg har givet Dem nok. Jeg har muligvis ikke overbevist Dem, men jeg tror at De
kan se hvorfor jeg er overbevist om at mange af de vejvisere vi fglger i bestraebelserne
pa at forbedre matematikundervisningen, er af tvivlsom veerdi, og at de svar vi har
faet pa vores fundamentale spprgsmal om matematikundervisning almindeligvis
ikke er palidelige.
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Hvorfor befinder vi os i denne ulykkelige situation?

I de debatter der har fort til anbefalinger af endringer i emnelister eller i paedagogisk
tilgang, har jeg kun veeret i stand til at identificere ganske fa logiske fejl. Jeg ser mig
ngdsaget til at konkludere at de antagelser som var starten pa disse argumenter, ma
have veeret fejlbehaeftede. De steerke meninger som vi alle sammen har om hvordan
bgrn leerer matematik, og hvordan laerere bgr undervise, er ofte forkerte og neesten
helt sikkert for snaevre.

Vi har ikke erkendt at ingen af os igennem vores almindelige ggremal har veeret i
stand til at oparbejde den brede viden om matematikundervisning som vi har behov
for. Matematikleereren med mange ars erfaring ved ganske meget om hvordan elever
leerer matematik og laver matematik i hans/hendes klassevaerelse. Men det forteeller
os tilsyneladende ret lidt om hvad der foregar i lokalet inde ved siden af. Forsknings-
matematikeren var sandsynligvis atypisk da han/hun gik i skole, og har sikkert under
alle omstaendigheder glemt det meste af hvad der foregik i timerne. Matematikdi-
daktikere har dels indtil for nylig veeret afskaret fra mainstream-matematik og dels
veeret afskaret fra at organisere den slags empiriske underspgelser der skal til for at
tilvejebringe brugbare oplysninger. Selv vores kolleger inden for psykologi med en
hovedinteresse i hvordan mennesker leerer, har i det vaesentlige beskaeftiget sig med
hvordan folk leerer ting der er irrelevante for matematik.

Vores kardinalfejl inden for matematikuddannelse har veeret den manglende er-
kendelse af at vi ikke besidder de veaerktpjer der er ngdvendige for virkelig at skabe
forbedringer af matematikundervisningen, og at det ikke er sandsynligt at vi gennem
vores normale ggpremal som undervisere og matematikere bliver udstyret med disse
veerktpjer.

Lad mig ile med at sige at jeg ikke tror at denne fejltagelse har haft katastrofale
fplger. Tveertimod er jeg sikker pa at selvom de pejlemaerker vi har fulgt, og de veerk-
tpjer vi har brugt i vores bestraebelser over det sidste tidr pa at forbedre matematik-
undervisningen, er af tvivlsom validitet, sa har vi beveeget os i den rigtige retning og
har opnaet positive resultater. Vi har alle sammen faet masser af anekdotisk evidens
bade fra elever og leerere for at det vi har gjort, har veeret godt. Jeg ma sige at vi er
veeldig glade for de resultater vi har opndet i analysen af de data der blev indsamlet
i vores langsgdende underspgelse [9]. Den matematik der er deekket i SMSG’s leere-
beger, ser ud til at give bedre forstaelse af matematik og bedre evner til at analysere
og lpse opgaver end det er tilfeeldet med de mere klassiske laerebgger. Den tid og de
anstrengelser vi har lagt i reformarbejdet i det sidste tidr, har ikke veeret spildt.

Ikke desto mindre kan vi ikke stoppe nu. Yderligere forbedringer er veaesentlige.
Vores bgrn kommer til at leve i en stedse mere kompliceret og mere kvantificeret
verden end den vi har i dag. De har brug for bedre matematikforlpb end de far nu. Vi
har stadig mange vanskelige problemer at lpse fgr vi kan ggre yderligere fremskridt.
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Faktisk tror jeg at vi hidtil kun har taget hul pa de letteste af matematikundervisnin-
gens problemer.

Lad mig gennemga nogle fa af disse problemer for at illustrere hvor stor den foresta-
ende opgave er. En stor del af en matematikleerers hverv er at udvikle en lang raekke
matematiske begreber i elevernes bevidsthed. Vi kender til mange méder at gpre det
pa, lige fra lige ud ad landevejen-beskrivelser til helt &bne underspgelsesmader. Bade
antallet og forskelligartetheden af eksemplariske (og ikke-eksemplariske) udgaver
af et begreb kan varieres. Forbindelserne mellem et begreb og andre mere velkendte
begreber kan fremhaeves eller ignoreres.

Der har veeret mange eksperimentelle underspgelser af alt dette. ([8] giver et ud-
meerket overblik over underspgelsesbaseret undervisning. [3] er en nyttig bibliografi
over leering af begreber). Desveerre er disse undersggelsers konklusioner sa forskellige
at der ikke kan udledes noget klart mgnster. Det vil vare leenge fgr vi kan sige at for
netop denne elev og netop denne leerer er den bedste paedagogiske tilgang sddan og
sadan. Men problemet er sa vigtigt at vedholdende underspgelser over en bred front
er uomgaengelige.

Et neert beslaegtet problem drejer sig om formelle reesonnementer. Det meste af
den matematik der undervises i pa universiteterne, behandles givetvis pa formel
deduktiv, endog aksiomatisk, vis. Og lige sa klart er det at formelle reesonnementer
ikke spiller nogen rolle i folkeskolens fprste ar. Hvordan skal overgangen gribes an?

Som et relevant tilfeelde vil jeg neevne multiplikation af negative tal. Hvordan skal
dette introduceres? Skal man traekke pd strukturegenskaber ved ikke-negative tal?
Eller er det bedst at starte med en stribe konkrete situationer? Der har veeret masser
af debat om dette, og mange forskellige tilgange er blevet prpvet. Uheldigvis er der
ikke blevet udskilt tilstreekkelig megen empirisk information fra alle disse forsgg til
at vi har nogen ledetrad her.

Feerdighed i talbehandling er et emne der ligger mange pa hjerte. Det forekom-
mer klart at alle elever skal opnd et vist feerdighedsniveau, men hvilket? Forelgbige
resultater fra nogle af vores igangveerende analyser antyder at dette niveau ligger
lavere end det hidtil accepterede.

Men selv nar dette problem er lgst, opstar problemet med hvordan man bedst kan
na det passende niveau. Der er dem der pastar at et tilstreekkeligt feerdighedsniveau
kan nds undervejs gennem en reekke omhyggeligt valgte opgaver eller ved at veere
med i visse matematiske spil og lege. P4 den anden side er andre overbeviste om at
en vis meengde omhyggeligt tilrettelagte regnegvelser er npdvendige. Der er tilsyne-
ladende endnu kun meget lidt empirisk evidens som illustrerer dette problem, og s&
leenge vi ikke har det, er vi forhindret i at tilrettelaegge bedre leereplaner.

Jeg har allerede naevnt den mulighed at alle, eller neesten alle, elever kan lzere lige
meget matematik, men at den tid og undervisningsindsats der er npdvendig for at
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opna det, varierer fra elev til elev. Jeg refererede til en smule empirisk information
som underbygger dette. Men hele vores uddannelsessystem antager at det modsatte
er tilfeeldet. En mere vidtgdende undersggelse af problemet synes pékraevet.

Jeg har allerede papeget at vi har meget lidt sikker viden om hvad der skaber en ef-
fektiv leerer. Indtil vi ved meget mere, vil vi bare famle rundt nar vi prever at forbedre
vores leereruddannelser, og afprgve innovative tiltag pa tilfeeldig made. Chancerne
for at ramme rigtigt, altsd opna en reel forbedring, er mikroskopisk sma.

Lad mig afslutte dette udvalg af problemer om matematikundervisning med ét
som matematikdidaktikere endnu ikke har heeftet sig meget ved, nemlig de kulturelle
indvirkninger pd matematikleering og matematikudbytte. Dette er et emne som er
genstand for stor opmaeerksomhed her i landet for tiden. USA er kulturelt heterogent
i den forstand at vi har adskillige store minoritetsgrupper, hver isaer forholdsvis ho-
mogene kulturelt set, men indbyrdes ganske forskellige. Eksempler er de amerikanske
indianere, en stor befolkningsgruppe af mexicansk oprindelse, den sorte befolknings-
gruppe, en stor gruppe immigranter fra Puerto Rico osv. Uden tvivl kan flertalsgrup-
pen i USA inddeles i en raekke relativt homogene, men ganske forskellige kulturelle
undergrupper.

Det spprgsmal der opstar, er hvilken indvirkning en elevs kulturmaessige baggrund
har pd vedkommendes evne til at leere og udfpre matematik. Et beslaegtet spgrgsmal
er om paedagogiske tilgange der er effektive i én kultur, er lige sé effektive i en anden.
Og det er ikke dumme spgrgsmal. Lad mig citere et ekstremt tilfzelde. For indbyggere
i Nepal er glosen “naturlov” meningslgs [4]. For dem styres naturen af guder, dnder
og djeevle. Er det muligt at undervise nepalesiske elever i naturvidenskab? Hvis det
er, skal det sa ggres pa samme made som vi underviser elever i Palo Alto, Californien?
Eller maske lige sa vigtigt: Hvis man kan undervise nepalesiske bgrn i naturviden-
skabens grundbegreber, hvilken virkning har det da pa dem at antage en synsvinkel
pa naturen som i bund og grund er i konflikt med deres kultur?

Praktisk taget kendes der intet til dette veesentlige problem. For den sags skyld er
problemet ikke specielt for USA. Mange lande beder ikke bare USA, men ogsé andre
velstdende lande om assistance til at forbedre deres matematikundervisning. Efter
at have set pa et reekke forspg pd at impdekomme sddanne anmodninger er jeg over-
bevist om at manglen pa underspgelser af det kulturelle miljp forud for de foresldede
reformer ofte har resulteret i et alvorligt spild af tid, anstrengelser og penge.

Der er naeppe grund til at fortsaette med denne liste. Jeg stoler pa at jeg har overbe-
vist dem der er optaget af at forbedre matematikundervisning, om at vi star over for
mange alvorlige problemer. Jeg stoler pa at De ogsa er overbevist om at fremskridt
mod en lgsning af disse spprgsmal kun kan komme fra omhyggelig empirisk forskning.
Lad mig derfor slutte af med nogle bemeerkninger om karakteren af den empiriske
forskning i matematikdidaktik.
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Jeg ser kunringe hb om yderligere store forbedringer i matematikundervisningen
indtil vi har lavet matematikdidaktik om til en eksperimentel videnskab, indtil vi
opgiver vores afhaengighed af filosofisk debat baseret pa tvivlsomme antagelser og
i stedet for fplger et omhyggeligt korreleret mgnster af observation og overvejelse,
det menster der sa succesfyldt benyttes af fysikere og naturfagsfolk.

Vier ngdt til at fplge de tilgange der benyttes af vores kolleger inden for fysik, kemi,
biologi osv., for at opbygge en teori om matematikdidaktik (lad mig understrege at
jeg taler om videnskabsfolk, ikke didaktikere (science educators) —naturfagsdidaktik
er ikke i en bedre position end matematikdidaktik). Vi er ngdt til at starte med om-
fattende, omhyggelige empiriske iagttagelser af matematikundervisning og -leering.
Alle regelmaessigheder der kan iagttages, vil fre til formuleringer af hypoteser. Disse
hypoteser kan sa efterprgves med yderligere observationer, forfines og skeaerpes og s
fremdeles. At nedvurdere enten de empiriske observationer eller teorien ville veere
dumt. De skal sammenholdes hele tiden.

De fleste af de empiriske studier jeg neevnte for, involverede et ret stort antal elever
og leerere. Men det er ikke hensigten at give det indtryk at empiriske underspgelser
altid skal involvere et stort antal. Ved at begreense stgrrelsen af den udforskede po-
pulation kan man sommetider gennemfpre et meget grundigere og mere detaljeret
studie end det man kan lave med de papir og blyant-agtige veerktpjer som mé tages
ibrug ndr der er tale om store antal. Naturligvis skal de hypoteser der kommer ud af
sadanne intensive studier, behandles som ret forelpbige og efterprpves pa et bredere
udvalg af elever og leerere.

Denne type kliniske underspgelse har veeret bredt benyttet af vores kolleger i Sovjet-
unionen. Bdde deres tilgange og deres observationer har vist sig at veere yderst interes-
sante, og vi er nu travlt beskeaeftiget med at oversaette en stor del af den nyere russiske
litteratur inden for matematikdidaktik [10] til engelsk. De af Dem der ikke er bekendt
med denne litteratur, bgr notere Dem at den er et omhyggeligt studium veerd.

P4 den anden side bgr vi notere os at i en vis forstand er fysikerens opgave meget
lettere end vores (igen taler jeg om fysikeren, ikke fysikunderviseren). Han har bare
et lille antal partikler at studere, og den ene og den anden elektron er helt ens, den
ene og den anden proton er helt ens, ligesom den ene og den anden neutron er det.
Biologens opgave er noget mere kompliceret. Ikke to blomster pa aebletraeet om fordret
er helt ens. Og de springer ikke alle sammen ud samtidig eller i samme tempo. Ikke
desto mindre er blomsterne tilstreekkelig ens til at generaliseringer kan foretages, og
hypoteser underspges pa samme trze eller pa et andet tree nzeste forar.

Vores opgave er betydeligt mere kompliceret da et barns bevidsthed er sd meget
mere kompleks end en ableblomst, og den variation man kan finde inden for et en-
kelt klasseveerelse, er betydeligt mere kompliceret end den man finder pd et enkelt
xbletree.
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Dette peger pa behovet for at gennemfpre mange, omend ikke ngdvendigvis alle,
af vores observationer pa grupper af elever og leerere som er store nok til at omfatte
et bredt udsnit af veerdier af de relevante variable. Disse antal behgver formentlig
ikke at veere sa store som dem vi har haft i vore SMSG-undersggelser, fordi selv vores
forelpbige analyser tilsyneladende viser at et betragteligt antal potentielt relevante
variable alligevel ikke var relevante. Ikke desto mindre ville vi hvis vi indskreenkede
os til smaskala-observationer, have vaeret ngdt til at ofre det generelle i teorierne.

Ognuer jeg feerdig med at sige hvad jeg ville sige. Jeg har for det fprste pointeret at
studiet af matematikdidaktik skal ggres mere videnskabeligt, og for det andet at vejen
frem allerede er blevet udpeget af vores naturvidenskabelige kolleger. Vi starter langt
efter dem. Vi befinder os nu der hvor de var for flere artier, ja arhundreder siden. Men
deres succes lover godt for vores fremtidige succes. Jeg haber mine argumenter har
veeret overbevisende, for jeg er sikker pa at kun ved at blive mere videnskabelige kan
vina det humanistiske mal at forbedre uddannelsen af vores bgrn og af alles bgrn.

Stanford University
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