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Abstract. Med introduktionen af kompetencetaenkning i Feelles Mdl 2009 fik folkeskolens matematik-
leerere en ny udfordring i forhold til planleegning, gennemfgrelse og evaluering af undervisning. Pd
baggrund af et udviklingsarbejde beskrives det hvordan udformningen af elevaktiviteter, herunder
iseer opleegget, har betydning for initiering og udvikling af reesonnementskompetence og laererens
mulighed for at kunne evaluere kompetencens udvikling. (a) I oplaegget skal det tydeligggres at mdlet
er at gennemfgre eksplicitte reesonnementer, (b) aktiviteten skal vaere udfordrende i den forstand at
den yder faglig modstand, og (c) der kan eventuelt aftales “spilleregler” der forpligter eleverne pd at
argumentere. Artiklen rummer endvidere en almen diskussion af kompetencebegrebet samt overve-

jelser om evaluering heraf.

Indledning

Med ikrafttreedelsen af Fzelles Mal 2009 fik folkeskolens matematikleerere en ny
udfordring idet et af de fire centrale kundskabs- og feerdighedsomrader kom til at
omhandle matematiske kompetencer, hvilket er en nyskabelse i folkeskolens mate-
matikundervisning inspireret af Undervisningsministeriets udgivelse Kompetencer
og matematikleering: idéer og inspiration til udvikling af matematikundervisning i
Danmark (Niss et al.,, 2002) —idaglig tale KOM-rapporten —samt efterfplgende forsk-
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ning og udviklingsarbejder. I Feelles Mdl 2009 er alle rapportens otte matematiske
kompetencer beskrevet i trinmdl og slutmadl. Dermed blev elevernes kompetenceud-
vikling et af “skal-omraderne” i matematikundervisningen, hvorfor de matematiske
kompetencer skal medteenkes af leereren i malseetningen, tilretteleeggelsen, valget
af indhold og evalueringen af undervisningen. Overvejelserne over hvordan progres-
sionen og udviklingen af matematiske kompetencer kan beskrives, og hvordan det
er muligt at spore progression i elevernes udvikling af matematisk kompetence, er
derfor blevet en meget central problemstilling i evalueringen af elevernes udbytte
af undervisningen.

Kompetencebegrebet rummer udfordringer nar det skal medtaenkes i en undervis-
nings- og evalueringspraksis. Da der yderligere er tale om nytenkning, star sdvel fol-
keskolens matematikleerere som andre der er involveret i undervisning i matematik -
heriblandt artiklens forfattere — famlende over for begreberne og deres potentielle
muligheder i forhold til tilrettelaeggelse og evaluering af matematikundervisningen.
I skoledret 2009-10 gennemfgrte vi derfor med stptte fra Nationalt Videncenter for
Matematikdidaktik (NAVIMAT) og Professionshgjskolen UCN og i samarbejde med
leerere pa Vadum Skole et udviklingsarbejde i tre klasser (1., 4. og 6. klasse) hvor vi
begraensede os til at arbejde med én kompetence, reesonnementskompetencen, og hvor
malet var at afpreve forskellige undervisningsopleeg og efterfgplgende vurdere deres
egnethed som afsaet for matematiske reesonnementer hos eleverne. De indsamlede
data er efterfplgende blevet analyseret med henblik pa at spore tegn pa eventuelle
matematiske reesonnementer.

I Kompetencer og matematikleering (Niss et al., 2002) er reesonnementskompeten-
cen karakteriseret, men spgrgsmalet for os er hvad der kan initiere reesonnementer i
elevernes arbejde. Vi har derfor i udviklingsarbejdet haft fokus pa “det gode oplaeg”
som giver eleverne mulighed for at udvikle denne kompetence. Men for at kunne
afgpre om et opleeg er godt eller ej, m& kompetencens tilstedeveerelse kunne identi-
ficeres og vurderes nar den forekommer i praksis. Som kompetenceblomsten (ibid.,
s.45) indikerer, er der overlap kompetencerne imellem, hvilket ggr denne udfordring
stgrre.

Design af opleeg er kun en af flere faktorer der spiller ind pé elevernes muligheder
for at give sig i kast med matematiske reesonnementer. I en undervisningssituation
er der mange variable der kan have betydning for udfaldet af undervisningen og ele-
vernes leering, bl.a. hvordan eleverne er vant til at arbejde med og tale om matematik.
Disse forhold har veeret uden for vores kontrol og er derfor en kilde til usikkerhed i
vores fortolkning af vores observationer.
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Kompetencebegrebet

I karakteriseringen af matematisk reesonnementskompetence vil vi diskutere denne
dels ud fra en almen teoretisk synsvinkel og dels ud fra nogle problemstillinger som
er dukket op i vores diskussioner under forlpbet og igennem vores observationer i
klasserne.

Der synes ikke at veere en klar feelles konsensus om afgraensning eller definition
af kompetencebegrebet. Sdledes opgav den svenske statslige kompetenceudredning
11996 at bestemme en daekkende definition, men alligevel er der dog en vis overens-
stemmelse mellem forskellige fortolkninger af begrebet, og generelt kan det konklu-
deres at “kompetencer knytter sig til situationer/kontekster, er oftest anvendelses- og
handlingsorienterede og er ofte funderet i personlige faktorer” (Hermann, 2003). Poin-
ten med at kompetencer er knyttet til kontekster, er at man transformerer viden og
feerdigheder pd en made som er hensigtsmeessig i den givne kontekst. Heraf fremgar
at dét at have en kompetence er mere og andet end at have viden og feerdighed inden
for ét omrade. Viden kan veere ganske passiv — fx gentages paratviden pd baggrund
af et bestemt spprgsmal. Feerdigheder kan udvises i ganske specifikke situationer,
som fx ndr en elev bringer en algoritme i anvendelse ved synet af +. Endvidere kan
mange elever fx demonstrere matematisk viden og feerdigheder i matematiktimerne,
men er ude af stand til at overfgre disse til fysiktimerne. I alle tre eksempler bringes
viden og feerdigheder i anvendelse i specifikke og af personen subjektivt opfattede
kontekster rammesat af henholdsvis spgrgsmalet, plustegnet og matematiklokalet.
Kompetencen bryder denne kontekstafthengighed. At veere kompetent er at kunne
seette sin viden og sine feerdigheder i spil i forskelligartede situationer, dvs. at kunne
genkende konteksten som én af en type hvortil der svarer et bestemt handleberedskab.

Ioverensstemmelse hermed bestdr matematisk kompetence “i at have viden om, at
forsta, udgve, anvende, og kunne tage stilling til matematik og matematikvirksom-
hed ien mangfoldighed af sammenhzenge, hvori matematik indgar eller kan komme
til at indgd” (Niss et al,, 2002, s.43). En sddan generel matematisk kompetence har
forskellige aspekter der beskrives som otte matematiske kompetencer der hver er
en “indsigtsfuld parathed til at handle hensigtsmeessigt i situationer, som rummer
en bestemt slags matematiske udfordringer” (ibid., s. 43). Formalet med matematik-
kompetencer er at blotlaegge fagets ggren adskilt fra dets genstandsfelt. Vi taler ikke
om fagets indhold, men om hvad en matematikkompetent person kan ggre i og med
matematik.

I Feelles Mdl 2009 (s. 48) er der beskrevet et eksempel pa vidensniveauer i fakta
(kendskab af kvantitativ karakter — fx vide hvad en graf er), feerdighed (indsigt der
har at ggre med hvordan operationer udfgres — fx kunne tegne en graf i et koordi-
natsystem ud fra en funktionsforskrift), forstdelse (indsigt af kvalitativ karakter —fx
kunne sammenligne og vurdere de informationer forskellige repraesentationer af
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funktioner giver) og fortrolighed (indsigt der medfgrer at eleven pa grundlag af sin
faktaviden, feerdigheder og forstaelse kan treeffe kvalificerede valg i forhold til en given
problemstilling —fx vaelge den repraesentationsform der ifglge elevens begrundelser
giver den mest brugbare information). Faelles Mdl 2009 fortsaetter: “Der er en teet sam-
menhzeng mellem vidensniveauet “fortrolighed” og med kompetencebegrebet. Men
mens “fortrolighed” knytter sig til viden om bestemte faglige begreber eller fagomra-
der, fokuserer kompetencebegrebet i hgjere grad pd matematikkens grundleeggende
natur” (s. 48). Hermed gives der udtryk for at de matematiske kompetencer gar pa
tveers af fagomraderne selvom det ikke kan udelukkes at kompetencerne kommer til
udtryk pa forskellig made inden for hvert fagomrade.

Efter denne generelle indledning om kompetencer vender vi os mod det der specifikt
er artiklens fokuspunkt: reesonnementskompetencen. I Kompetence og matematiklee-
ring (Niss et al., 2002), kapitel VIIB om grundskolen, karakteriseres denne ved at besta
“dels i at kunne fglge og forholde sig til et elementeert matematisk raeesonnement, dvs.
en keede af argumenter fremsat af andre pa skrift eller i tale til stptte for en pastand,
dels i selv at kunne udtzenke og gennemfgre sidanne reesonnementer” (ibid., s. 209). P&
afsluttende trin bgr man endvidere kunne “bedgmme et matematisk reesonnement”
(ibid,, s. 210).

Under den del af processen hvor vi prgvede at afdeekke og udfolde denne beskrivelse,
rejste der sig en reekke spprgsmal som vi vil delagtiggpre leeseren i. Et matematisk
raesonnement er beskrevet som en kaede af argumenter. Men hvad er egentlig et godt
eller gyldigt argument? Der kan skelnes mellem et logisk gyldigt argument, dvs. en
logisk sammenhzng fra preemisser til konklusion hvor konklusionens sandhedsvaerdi
fplger af preemisserne, og et godt argument, som ma vurderes relativt i forhold til ele-
vens klassetrin og personlige matematiske forméen. En elev i 4. klasse kan fx haevde
at der er flere naturlige tal end lige tal fordi man kun tager hvert andet tal i talraek-
ken nér man teeller de lige. P4 det givne klassetrin ma det accepteres som veerende
et godt argument selvom argumentet ikke er gyldigt. I begge tilfaelde er der tale om
en seerlig made at argumentere péd som leeres igennem deltagelse i sammenhaenge
hvor matematisk kultur! er normseaettende. I skolen rammesaettes denne kultur af
leereren, og det gode argument ma séledes i modsaetning til det gyldige argument ses
irelation til klassetrin samt leererens undervisnings- og fagsyn.

Er der tale om tegn pa raesonnementskompetence hvis ikke alle led i kaeden af
argumenter er eksplicitte og dermed observerbare for en ydre iagttager? Lad os fore-
stille os at eleverne skal gennemfpre et reesonnement A til F med argumenterne A,

1 Det vil neeppe veere rimeligt at tale om én matematisk kultur, men idet vi henholder os til den engelske filosof Paul H.
Hirsts vidensformer, kan der argumenteres for at alle matematiske kulturer er feelles om den vidensform Hirst (1974)
kalder for “Pure Mathematics and Logics”. Denne er karakteriseret ved en reekke begreber, et sandhedskriterium hvilende
pa koherens, en deduktiv arbejdsform (kaldet syllogistisk deduktion), anvendelse af logiske regler samt ngdvendige
og tilstreekkelige betingelser.
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B, C, D, E og F (se figur 1). Den dygtige elev har maske intuitivt (intuition her forstaet
som resultat af gentagen gvelse og god forstdelse) gennemskuet argumentationen
og hopper derfor direkte fra A til F uden at fplge alle trin i reesonnementet (op og ned
som illustreret pa figuren). I modsaetning til hverdagslivets argumentationsform
er det karakteristisk ved matematisk kultur at reesonnementer fores igennem med
stor detaljeringsgrad. Da det imidlertid er for kreevende hver gang at ga tilbage til
grundleeggende aksiomer, er stprre reesonnementer samlet i seetninger, altsa preecis
udsagn af formen A til F.

Figur 1. I hverdagslivet springes der direkte fra argument A til F, hvor det i
matematikken kraeves at alle argumenterne i reesonnementet kan fores igennem.

At eleven springer direkte fra A til F, rummer to problemer. For det fprste vanskeligggr
det leererens muligheder for at iagttage tegn pa reesonnementskompetence, og for det
andet giver det for os at se anledning til et paradoks i forhold til kompetencebegre-
berne. En elev der udviser kompetence ved at veere i stand til at gennemfgre A —B -
C - D -E -F pa ét klassetrin, vil med det intuitive (men fagligt forankrede) spring
A til F kun udvise feerdighed pé et senere klassetrin fordi udfordringen som eleven
handler pa, har sendret subjektiv karakter i kraft af at elevens faglighed har sendret
sig. Eleven udviser saledes pa ét niveau reesonnementskompetence som imidlertid
senere pd et hgjere klassetrin “udvikles” til en feerdighed. Dette kan anskueligggres
med et eksempel.

I forbindelse med vores udviklingsarbejde udspandt nedenstédende dialog sig i en
1.-klasse i forbindelse med en isceneszettende klassesamtale om mus?:

Leereren: Kan I regne ud hvor mange unger de far, nar vi ved at de fpder 5-6 gange om
aret, og de fpder op til 8 unger? Hvad for et stykke kunne man lave?

(smasnak)

2 Alle dialoger er optaget pa diktafon og transskriberet og gengives i artiklen ordret.
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T (elev): Hvis det er 6 og s& 8 gange?

L: Ja, okay.

T: Det er ... det er 49.

L: Det er 49. Hvordan har du regnet det ud? Det er rigtig flot.

T: Det er fordi at hver gang ... (L tysser pa en anden elev)... jeg tog bare 6 ... jeg provede
bare 6 fingre frem hver gang jeg har talt 8.

L: Okay. 6 fingre frem 8 gange.

T: Nej, sadan her. Fgrst sa sagde jeg 8 og sé videre. Osv., 0SV., 0SV., OSV.

L: Fprst sa sagde du 8.

T: S& havde jeg en finger.

L: Ja.

T: S& sagde jeg 17.

L: Nej, 16, ikke ogsa? 8 og 8 er 16.

T: Jo.

L: S& er vi oppe pa 16 neeste gang. Var det sddan at du gjorde?

T: Ja.

L: Og hvad sa?

T: Sa var det ... sé tog jeg igen. Sa blev det jo 3, ikke? Jeg blev bare ved indtil jeg havde 6
fingre pa handen.

L: Ja, okay. Du sagde 8 hver gang og sd indtil du havde gjort det 6 gange.
T: Ja.

L: Det er sandelig flot. Kunne I andre forstd noget af det?

Elever (i kor): Nej ...

I'vores fortolkning udviser elevenil. klasse reesonnementskompetence i overensstem-
melse med karakteristikken heraf i Kompetencer og matematikleering (Niss et al., 2002):
“Reesonnementskompetencen kommer bade i spil, nér det gaelder om at overbevise sig
om reglers og pastandes rigtighed, og om at godtggre at svar pa spprgsmal, opgaver
eller problemer er korrekte og fyldestggprende” (ibid., s. 210). P4 et hpjere klassetrin ville
eleven umiddelbart (men fagligt forankret) svare 48 pa samme spprgsmal og hermed
alene udvise paratviden. Her vil der formentlig ikke ligge et egentligt reesonnement
til grund for svaret idet der ikke er tale om en egentlig udfordring. I Kompetencer og
matematikleering bliver elevens rutinemaessige handling i pvrigt karakteriseret som
et tegn pa symbol- og formalismekompetence (s. 210), dvs. 1.-klasses-elevens reesonne-
mentskompetence er blevet transformeret til paratviden eller en anden kompetence,
hvilket kan forekomme paradoksalt.

Kan man forbinde en evne til at gennemfgre reesonnementer uden for matematik-
ken med matematisk kompetence? Er der med andre ord forskel pa en almen raeson-
nementskompetence og en specifik matematisk reesonnementskompetence? Den
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sidstnaevnte er karakteriseret ved at den skal rumme en bestemt slags matematisk
udfordring, samt af at kravet i matematikkulturen er et krav om hgj detaljering, hvor
dagligdagsraesonnementet tager de i hverdagskulturen immanente opfattelser for
givne. Dette kan fa eleverne til at undre sig over reesonnementskravet i matematik:
“Hvorfor skal vi det? Det er da indlysende.”

Endelig kan man spgrge hvordan reesonnementskompetencen forbinder sig med de
pvrige kompetencer. Niss et al. (2002) ytrer sig herom: “Ved at knytte sig til retfeerdig-
gorelsen af svar og lpsninger, er reesonnementskompetencen intimt forbundet med
bade modelleringskompetencen og problembehandlingskompetencen. Den udger sa
at sige disses “juridiske” side” (s. 210). Som vi senere vil komme ind p4, vil der veere
et problem, et spgrgsmal eller en forbindelse der initierer reesonnementet, og eleven
ma veere i stand til at se at dette problem, dette spprgsmal eller denne forbindelse
kan mgdes med et matematisk reesonnement. Men det er ogsa sveert at forestille sig
hvordan det skulle veere muligt at foretage et matematisk reesonnement hvis det
ikke pa forhand var kendt hvilken type svar reesonnementet skal give. Begge disse
aspekter handler om at besidde et vist mal af tankegangskompetence.

Didaktisk modellering som metode

Udviklingsarbejdets oprindelige formal var at udvikle viden om og evne til at iagt-
tage tegn pé folkeskoleelevers matematiske kompetence. I fase b indsneevres der til
reesonnementskompetence, og kernen i udviklingsarbejdet var at afprgve forlpb der
stgtter udviklingen heraf. Blomhgj & Jensen (2007) preesenterer og diskuterer didak-
tisk modellering som en metode til en systematisk, forskningsbaseret og reflekteret
udvikling af en undervisningspraksis (jf. figur 2) som vi har ladet veere styrende for
processen i udviklingsarbejdet. Den cykliske figur og dobbeltpilene understreger det
refleksive i peedagogiske udviklingsprocesser.

Fase a, motivering, handler om at etablere sammenhaeng til eksisterende praksis og
herigennem sikre leerernes medejerskab af udviklingsarbejdet. Sammenhaengen kan
bla. spges sikret ved at de didaktiske tiltag i udviklingsarbejdet er eksplicit motiverede
ien oplevelse af problemer i den eksisterende praksis. Med Fzelles Mdl 2009 — Mate-
matik, hvor trin- og slutmal bl.a. beskrives ved hjeelp af de matematiske kompeten-
cer, skal kompetencedimensionen teenkes sammen med de matematiske emner og
arbejdsmader i undervisningsplanleegningen. Som en fplge heraf opstar der et behov
for at finde valide evalueringsformer der kan evaluere elevernes kompetenceudvikling
bade formativt og summativt, idet bdde den formative og den summative evaluering
har indflydelse pa hvad elever og leerere opfatter som veerende vigtigt i matematik,
og dermed hvad der undervises i og leeres.

Via fase b, systematisering, spges en afgreensning af underspgelsesomradet, hvilket
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Figur 2. Model af den didaktiske modelleringsproces. Kilde: Blomhgj & Jensen (2007).

forte til at vi har valgt at seette fokus pad én af kompetencerne, reesonnementskom-
petencen. En systematisk evaluering af denne indebezerer ud over en karakteristik,
identifikation og vurdering (se Jensen, 2008) en afklaring af hvad der i en undervis-
nings- og evalueringssituation initierer reesonnementskompetence. Dette fprte os
frem til nedenstadende underspgelsesspgrgsmal:

« Hvad karakteriserer situationer som kan initiere en elevaktivitet med raeson-
nementer som centralt element?

« Huvilke argumenter kan med rimelighed fortolkes som tegn pa tilstedeveerelsen
af reesonnementskompetence i en given undervisningssituation?

Systematiseringen saetter fokus pa et eksplicit problem i en undervisningssituation
med henblik pa at fa opstillet et system der beskriver hvilke aktprer mv. der har ind-
flydelse pa problemet i praksis, og hvordan samspillet er imellem disse. I interaktio-
nen mellem leerer og elever har vi fgrst og fremmest valgt at fokusere pa elevopleeg
og dialog. Formalet med fasen c, didaktificering, er at gpre de mange didaktiske valg
der foretages i dette system, sa eksplicitte og klare at kritik og justering er muligt. Til
beskrivelsen af det didaktiske system som vi gnsker at implementere pa forskellige
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klassetrin i folkeskolen, er vi steerkt inspireret af Teorien om didaktiske situationer,
hvis hovedophavsmand er matematikdidaktikeren Guy Brousseau (se Winslgw, 2006).
Vores valg af didaktiske variable, dvs. de variable i undervisningssituationen som
leereren kan pavirke med sendrede leeringspotentialer til fplge, og som har betydning
for initiering af reesonnementskompetence, er faldet pa: eksplicit malformulering,
elevopleeg og undervisningsmaterialer, valg af aktiviteter og organisationsform samt
kommunikation. Desuden er leererens og elevernes fagsyn samt klassens didaktiske
kontrakt (dvs. de gensidige forventninger der efterhdnden bygges op mellem elever
og lerer i undervisningen) afggrende i forhold til hvordan samspillet mellem de di-
daktiske variable bliver. Fx kan den didaktiske kontrakt have uheldige konsekvenser
for den opgavelgsning og dialogform der udspiller sig i klassen.

En didaktisk situation bestar ifgplge Brousseau af en didaktisk del hvor leereren er

en central aktgr, og en adidaktisk del hvor eleverne overtager scenen og skal arbejde i
det af leereren tilrettelagte undervisningsmiljg. I denne del af den didaktiske situation
er eleverne relativt fri af leererens forklaringer og forventninger, og dermed undgas
de uheldige effekter hvor leererens intervention modvirker elevernes leering. I stedet
sker leeringen som et resultat af den feedback som eleven modtager fra miljget.
I forbindelse med fase d, didaktisk analyse, har vi implementeret den didaktiske
idé (forstdet som de valgte didaktiske variable) i tre forskellige klasser i folkeskolen:
Med udgangspunkt i de emner klasserne i forvejen arbejdede med, har vi udarbejdet
forskellige typer elevopleeg samt valgt materialer og organisationsform der kunne
igangseette elevernes udvikling af reesonnementskompetence. Helt afggrende er
det at opleegget rummer en i forhold til elevgruppen tilpas matematisk udfordring,
saledes at de via arbejdet hermed ydes en tilpas “modstand” der foranlediger dem
til at gennemfpre og eksplicitere en keaede af argumenter. En kompetent elev lgser
nemlig i vores forstdelse af kompetencebegrebet en for eleven elementaer udfordring
problemfrit, men udviser fprst kompetence nar hun udfordres.

I den didaktiske analyse er det ngdvendigt at fastholde en skelnen mellem den
didaktiske idé og den konkrete praksis, sdledes at den konkrete implementering ana-
lyseres med udgangspunkt i de didaktiske variable. Med henblik pa at kunne iden-
tificere tegn pa reesonnementskompetence i den konkrete undervisningssituation
konstruerede vimed udgangspunkt i de udarbejdede oplaeg taenkte dialoger der kunne
eksemplificere og preaecisere disse tegn. Et eksempel pa en taenkt dialog i 1. klasse
inspireret af Minusmus (Salomonsen & Toft, 2005, s.19) var:

Musene har samlet ngdder. De har fundet ud af at der er huller i deres poser. Musen
Hugo har samlet 11 npdder og tgmmer 7 ngdder ud pa jorden. Musen Karl har samlet
17 npdder og tgmmer 11 ud pa jorden foran sig. Spprgsmalet er s hvor mange npdder
de har tabt.
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E;: Hugo har tabt 4 npdder.

L: Hvordan har du fundet frem til det?

E;: Jeg starter ved 7 og teeller 8-9-10-11. Altsa 4 mangler.

L: Regner I andre det pa samme made?

E,: Nej. Jeg starter med 11, og sa tager jeg noget veek. 11-10-9-8-7-6-5-4 (viser med fingrene).
E: Det forstar jeg ikke.

Her har E, veeret i stand til at gennemskue at hun regner anderledes end E;, og E,
udteenker selv et reesonnement, hvorimod E, bade kan fplge og selv udtenke et ree-
sonnement.

Ifase e, fortolkning, skal erfaringer og resultater fortolkes i forhold til det didaktiske
system, og fase f, procesevalueringen, omhandler i hvilken udstraekning det didaktiske
modelleringsforlpb giver anledning til en sendring i en bestemt praksis i forhold til
systemets didaktiske variable.

Hvordan initieres kompetencer?

I vores didaktiske system har vi som tidligere anfprt valgt at fokusere pa fplgende
variable med henblik p4 initiering af reesonnementskompetence: formulering af klare
mal, elevopleeg, valg af undervisningsmaterialer, aktiviteter og organisationsform
samt dialogform.

Ianalysen af hvad der gor et elevopleeg godt i forhold til udvikling af reesonnements-
kompetence, inddrager vi igen teorien om didaktiske situationer hvor den didaktiske
situation deles op i en didaktisk og en adidaktisk del.

I den indledende didaktiske del er det leererens opgave at overdrage det faglige
problem til eleverne, dvs. fa eleverne til at modtage opgaven og acceptere det ansvar
for leeringsprocessen som fplger med (Brousseau betegner denne fase devolution). I
forhold til udvikling og evaluering af raeesonnementskompetencen er det afggrende
at eleverne forstar at malet ikke blot er at lgse en opgave, men at formulere bade
grundlaget og argumentationen for lpsningen eksplicit og at forholde sig vurderende
til hinandens reesonnementer. En i gvrigt korrekt argumentation kan ellers forblive
intuitiv og uudtalt, hvilket umuligger at de gvrige elever kan forholde sig til den.
Desuden vanskeligggres leererens identifikation af tegn pa elevens reesonnements-
kompetence, hvilket er problematisk i forhold til evaluering. Det er derfor npdvendigt
at klassens didaktiske kontrakt stptter formélet med leeringsaktiviteterne, dvs. det bgr
veere normen at man forklarer og retfeerdigggr sine lgsninger, at man forholder sig til
de forklaringer andre giver, at man begrunder enighed og uenighed mv. Opbygningen
af en feelles forstaelse af malet med undervisningen sker gennem det som Helle Alrg
kalder perspektivbevidsthed og forhandling af perspektiv (se Alrg, 1998).
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Figur 3. Model af samspillet elev-miljp-leerer i den adidaktiske del. (Efter Skott, Jess &
Hansen, 2008).

I den adidaktiske del traekker leereren sig tilbage og observerer elevernes udforsk-
ning afleeringsmiljpet. Elevoplaegget ber ifgplge Brousseau indeholde en form for “vin-
derstrategi”, og svaret pd om de er pa “rette vej”, ligger i den feedback som eleverne
far fra miljget (se figur 3).

Nedenfor eksemplificeres denne idé via et elevoplaeg i 1. klasse omhandlende indle-
dende chanceleere. Eleverne blev inddelt i tremandsgrupper hvor hver gruppe havde
en snurretop med farverne brun (3 ud af 10 lige store felter), lysergd (2/10), hvid (3/10)
og bla (2/10). Undersggelsen blev introduceret og overdraget mundtligt og gik ud pa
fplgende:

Du skal underspge hvor sveert det er at fa snurretoppen til at lande pa din favorit-
farve. Du skal snurre 20 gange.

Hvilken farve tror du vinder?

Der er en klar vinderstrategi i aktiviteten. Endvidere havde vi en forventning om at
nogle af eleverne i hver gruppe ville veelge farven red eller blé fordi det var favorit-
farven. Den fplgende samtale fandt sted i en af grupperne efter at eleverne havde
valgt bla som deres vinderfarve:

MONA 20104

17



18 Lars Lindhart, Flemming Ejdrup & Anette Skipper-Jargensen ARTIKLER

L: T har alle sammen valgt bla.

E;:Ja.

L: Hvorfor det?

E,: Fordi det er vores yndlingsfarve.

E, og E;: Ja.

L: Har I alle tre bla som yndlingsfarve?
E:Ja.

L: Okay.

Herefter gik eleverne i gang med undersggelsen, dvs. de snurrede 20 gange med snur-
retoppen. Efterfplgende skulle de overveje fgplgende spprgsmal:

Hvor mange gange vandt din farve?

Hvilken farve vil du veelge neeste gang?

Efterhdnden som eleverne snurrer flere og flere gange med snurretoppen, far de
feedback fra miljpet der bryder eller bekreefter deres forventning. Den faglige ud-
fordring i oplaegget skal veere tilpas i forhold til elevernes forforstaelse, saledes at
udfordringen bade bgr og kan mgdes med et af eleven udteenkt reesonnement der
forklarer “den faglige modstand” og giver anvisning pa hvordan man kommer pa
rette vej i forhold til vinderstrategien. Den fglgende dialog fra en anden gruppe i
klassen indeholder i vores fortolkning tegn pa at sddanne raesonnementer har fundet
sted i underspgelsesprocessen. Eleverne havde pa forhand valgt farverne bla, rgd og
brun som favoritfarve:

Leereren: Sa kunne jeg godt teenke mig at vide hvad for en forer.

E;: Det gor R fordi den brune er stprst.

L: Der kommer flest brune fordi den er stprst?

E, (R): Nej, den hvide er lige sa stor. Sa det kunne lige sa godt have veeret den.

L: Det kunne lige sa godt have veeret den hvide?

E,: Ja, fordi den er lige sa stor.

E;: Ingen af os har valgt hvid.

E,: Nej, sé var jeg bare heldig at den ikke blev hvid.

L: Hvis nu I skulle prpve det her igen nzeste gang, kunne I sa veere sikker pa at den brune
ville vinde nzeste gang?

E,: Nej, det kan man ikke.

L: Hvorfor ikke?

E,: Fordi det er ikke altid den brune den kan lande pa. Den kan ogsa lande pa mange af
de andre.

E,:Ja, se den bla har faet 3, og den lyserpde har faet 2.
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E;: S& neeste gang kan det faktisk godt veere lyserpd.
E,: Ja, det kan altid veere det.

Ilpbet af aktiviteten med snurretoppen har eleverne i vores fortolkning bevaeget sig
fra en subjektiv sandsynlighedsbetragtning uden faglig begrundelse (jeg veelger bla
fordi det er min yndlingsfarve) til en argumentation ud fra en uformel kvantitativ
sandsynlighedsbetragtning (R vinder “fordi den brune er stgrst”; men det kunne
lige sa godt have veret den hvide, “Ja, fordi den er lige sa stor”). Forstdelsen af den
stokastiske situation kommer ogsa til udtryk i argumentet om at brun ikke ngdven-
digvis vinder neeste gang “fordi det er ikke altid den brune den kan lande pa”. Her
er argumentet intuitivt, men bygger formentlig pa erfaring. Vi tolker ovenstaende
som tegn pa reesonnementskompetence, som i Trinmdl efter 3. klassetrin er beskrevet
saledes: “Undervisningen skal lede frem mod, at eleverne har tilegnet sig kundskaber
og feerdigheder, der saetter dem i stand til at reesonnere og argumentere intuitivt om
konkrete matematiske aktiviteter og fplge andres mundtlige argumenter”.

Vi arbejdede med et andet opleeg i 1. klasse som ikke i elevernes gjne indeholdt et
spgrgsmal/problem som burde mgdes med et matematisk reesonnement. Vores in-
tention var at lade eleverne undersgge polydron-brikker (konkretmateriale der bestar
af tre-, fire-, fem- og sekskanter i forskellige stprrelser, former og farver) med henblik
pa at finde frem til at antallet af hjgrner og kanter var det samme, bl.a. foranlediget
af spgrgsmalet “Kan du finde en figur med 3 kanter og 4 hjprner?”. Nedenstiende er
fra den til aktiviteten indledende snak om et A4-ark:

L: Hvad for en form har det her stykke papir?

E,: Firkant.

L: Firkantet, ja. Hvordan kan det vare at den hedder firkant?

E,: Fordi den har 4 hjgrner.

L: Den har 4 hjgrner. Ja. Hvorfor hedder den sa firkant? Skulle den sé ikke hedde fir-hjprner?
Det var da meerkeligt, var det ikke?

E;: 4 kanter.

L: Den har ogsa 4 kanter. Okay.

Dialogen illustrerer i vores fortolkning at opleegget ikke indeholdt “faglig modstand”,
og “vinderstrategien” var sd oplagt at eleverne i 1. klasse ikke blev foranlediget til
at modtage opgaven og dens betingelser. Der var med andre ord ingen udfordring
af deres forforstaelse eller forventning. I stedet byggede eleverne rumlige figurer af
brikkerne med stort engagement. Eksemplet viser endvidere ifglge vores fortolkning
hvordan tankegangskompetencen spiller sammen med raesonnementskompetencen.
Eleverne opfatter ikke problemet med antal kanter og hjgrner som et relevant spgrgs-
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malet at stille, og opleegget initierer saledes ikke overvejelser i retning af: Er der lige
mange kanter og hjprner i et polygon? Hvorfor/hvorfor ikke? Maske ville opleegget
have haft en bedre gang langt senere i skoleforlpbet.

Hvordan opstér den gode kommunikation?

Sammen med elevoplaeg og devolution satte vi fokus pad dialogen i leeringsmiljpet
som en central didaktisk variabel i forhold til at initiere og identificere raesonne-
mentskompetencen.

Ien undervisning hvor malet er at eleverne skal udvikle deres reesonnementskom-
petence, spiller kommunikationen en central rolle, og det skal vel at maerke veere en
kommunikation af en vis kvalitet i forhold til malet. Kommunikationen kan have
form af en kaede af skriftlige eller mundtlige argumenter. Forskellige leeringsmiljper
inviterer til forskellige typer kommunikation, og ikke alle leeringsmiljger er lige vel-
egnede til at initiere reesonnementer.

I den traditionelle matematikundervisning hvor udgangspunktet er en didaktisk
kontrakt med forventninger om at der er én rigtig losning pa en problemstilling, og at
leereren er i besiddelse af og efterspgrger det rigtige svar hos eleverne, vil kommunika-
tionen antage en bestemt karakter som falder i tre faser: Leereren stiller spprgsmalet,
eleverne svarer, og der finder umiddelbart en evaluering sted i leererens vurdering af
svaret som vaerende rigtigt eller forkert. Kommunikationssituationen kan karakterise-
res som Geet hvad laereren taenker og laegger i sin form ikke umiddelbart op til reeson-
nementer og uddybende samtaler om lpsninger og deres gyldighed. Et leeringsmilj
der har udvikling af reesonnementskompetencen som mal, ma derfor npdvendigvis
rumme udfordringer der efterspgrger en anden form for kommunikation, bade ele-
verne imellem i adidaktiske situationer og i didaktiske situationer mellem eleverne
og leereren.

Reesonnementskompetencen som den er beskrevet i slutmalet i Feelles Mdl 2009,
er tredelt. Eleverne skal kunne udtaenke egne reesonnementer, og de skal kunne fplge
og vurdere andres reesonnementer. Alle tre aspekter kan veere resultatet af skriftlige
eller mundtlige aktiviteter.

I dialogen mellem eleverne skal det veere en del af den didaktiske kontrakt at
eleverne kommunikerer i og om matematik, og som péapeget tidligere er det derfor
en forudseetning at eleverne er bekendte med mal og argumentationsform, og op-
gavedesignet skal leegge op til at eleverne far mulighed for at inddrage et eller flere
aspekter af slutmalets beskrivelse af reesonnementskompetencen. Oplaegget kan
igennem “spilleregler” direkte leegge op til at eleverne skal fplge hinandens tanke-
gang - spilleregler som: (1) Forklar din makker hvordan du teenker ndr du skal lgse
den matematiske problemstilling. (2) Vurdér lgsningsforslaget, og afggr pa hvilken
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made det evt. adskiller sig fra din makkers. (3) Diskutér lpsningsstrategier og holdbar-
hed af argumenter. (4) Forklar klassen jeres lgsningsmetode og gyldigheden af den.
Eller opleegget kan leegge op til at eleverne forholder sig til i aktiviteten indbyggede
konflikter, som det fx er tilfzeldet med farverne pa snurretoppen.

I et af de opleeg som blev afprpvet i praksis i 6. klasse, fik eleverne i grupper a fire
fplgende opgave. Hver af de fire elever sad inde med en bid af information som skulle
inddrages ilgsningen af problemstillingen. Eleverne skulle byde ind med en svarmu-
lighed ud fra den information de havde hver iseer. Fgr aktiviteten var eleverne blevet
gjort opmeerksomme pa hvilke “spilleregler” der gjaldt. Det var fx “forbudt” bare at
afvise et bud pa et svar — enhver afvisning skulle begrundes. Disse spilleregler blev
spillet igennem inden eleverne selvsteendigt gik i gang.

Ien af opgaverne skulle eleverne gennem dialog finde frem til et bestemt tal (akti-
viteten er hentet fra Snak om ..., supplerende materiale til Matematiktak, fra forlaget
Alinea). Et eksempel pa elevernes samtale:

E;: Jeg tror det er 25, fordi 5 kan gé op i tallet.

E,: Det kan godt veere 25 fordi det skal veere mindre end 30.

E,: Det kan ikke veere 25, for hvis man ganger 25 med 3, s& bliver det 75, og her stér der at
hvis man ganger med 3, s& skal det vzere lige. 75 er ikke lige, sa derfor kan det ikke veere 25.
E,: Pa mit kort star at der bliver en til rest nér vi dividerer med 3. Vi skal finde et tal fra
tretabellen og sa leegge en til. Det kan vzere 4 eller 7 eller 10 eller 13 eller 16 eller 19 eller
22 eller 25 eller 28 eller 31.

E,: Det kan ikke veere 31 fordi det er stgrre end 30.

E,: Vi kan ogsé tage alle de ulige tal veek, for nar man ganger dem med 3, sa bliver det
ulige, og det skal det ikke.

E;: S& mé det veere 10 fordi det skal divideres med 5.

Aktiviteten laegger med de indbyggede spilleregler op til at eleverne igennem kom-
munikationen skal udteenke, fgplge og vurdere reesonnementer, og som det blev poin-
teret i forrige afsnit, bliver de i denne adidaktiske situation styret mod en indbygget
vinderstrategi.

Hvordan evalueres raeson nemenfskompetence?

I og med en kompetence er karakteriseret ved at personens viden og feerdighed kan
bringes i spil i forskelligartede situationer, kan en kompetence ikke umiddelbart kon-
stateres i en enkelt handling. Kompetencen kan kun dokumenteres hvis personen i
raekker af forskelligartede kontekster handler hensigtsmaessigt i forhold til de mgdte
udfordringer. En hensigtsmzessig handling i én given situation i én given kontekst
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kan derfor kun tages som et muligt tegn pa kompetence. For en leerer der fplger en
elev over en leengere periode, rummer dette intet problem, men det udelukker at
kompetencer med sikkerhed kan vurderes ud fra enkeltstdende test eller opgaver.

Evalueringsprocessen kompliceres desuden af at en persons besiddelse af en kom-
petence har tre dimensioner (Niss et al., 2002, s. 64-65). Ved siden af dens udstreekning
over de sammenhzenge og situationer kompetencen kan aktiveres i (aktionsradius),
kan kompetencens tilstedeveerelse beskrives i dens bredde, dvs. hvilke af kompeten-
cens forskellige aspekter der kan bringes i spil (deekningsgrad), samt dens dybde, dvs.
hvor begrebsligt og teknisk avancerede sagsforhold kompetencen kan aktiveres inden
for (teknisk niveau).

Den ferste forudseetning for at det er muligt at evaluere pa raesonnementskom-
petencen, er at den kan iagttages, dvs. at der som ovenfor skitseret bliver igangsat
en aktivitet som fgrer eleverne ud i reesonnementer pa en made som kommunikerer
reesonnementerne ud i rummet mundtligt eller skriftligt. Ifplge ovenstdende betragt-
ninger er det kun igennem gentagne iagttagelser i forskellige situationer at laereren
kan danne sig et sken over den eventuelle kompetences kvalitative udfoldelse og
foretage en egentlig vurdering.

I vores udviklingsprojekt hvor vi i enkelte klasser pa baggrund af opleeg til aktivi-
teter har observeret eleverne i nogle fa lektioner, har det vaeret muligt at finde tegn
pa reesonnementskompetence, og i disse tilfzelde har vi veeret i stand til at identi-
ficere de forskellige aspekter af deekningsgraden: at kunne fglge og forholde sig til
resonnementer, at kunne udtenke og gennemfgre reesonnementer samt at kunne
bedpmme et reesonnement. Derimod har vi ikke kunnet vurdere hverken teknisk ni-
veau eller aktionsradius. I det eksempel hvor tre elever diskuterede sandsynligheden
for de forskellige farver pa snurretoppen, reesonnerede de dels selvsteendigt, og dels
fulgte og forholdt de sig til de andres reesonnementer. I sidanne tilfelde hvor mere
end én elev har indgdet i dialogen, kan vi dog neeppe udtale os om en enkelt elevs
raesonnementskompetence, men derimod om distribueret reesonnementskompetence
igruppen.

Nar eleverne reesonnerede selvsteendigt, og leereren ikke spurgte ind til de enkelte
skridt i argumentationen, forblev keeden af argumenter uudtalt. I en 4.-klasse spillede
eleverne som oplaeg til indfprelsen af negative tal et spil med én terning og en ment
med plus og minus pa hver sin side. Viste mgnten plus, skulle eleven flytte det antal
gjne som terningen viste, frem pa en tallinje, og i tilfeelde af minus skulle der flyttes
tilbage (eksemplet er hentet fra Salomonsen & Toft (2005)). Det blev i opgaven haevdet
at en dreng havde flyttet fra 4 til -4 i et slag. Kunne han det?

E;: Vitror det har veeret fordi han har haft to terninger.

E,: Ja, fordi pa den samme er der jo ikke 8 gjne.
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L: S kan det godt lade sig gore?
E,: Hvis man slar fx 4 og 4 eller 2 og 6 eller 3 og 5.

Her indgédr mindst to argumenter i reesonnementet: at afstanden fra 4 til -4 pa tallinjen
er 8, og at en (almindelig) terning hegjst har seks gjne pé en side. De to argumenter
kobles imidlertid til en intuitiv opfattelse af situationen, som beskrevet med “stigen”
tidligere i artiklen, hvilket er uheldigt nar det betaenkes dels hvad malet med akti-
viteten er, og dels i forhold til leererens mulighed for at vurdere kvaliteten af tegnet
pa kompetence. Hvis reesonnementet ikke uddybes, kan leereren nzeppe konkludere
andet end at der har veeret iagttaget et tegn pa kompetence. S bdde med henblik pa
at udvikle elevernes kompetence og med henblik pa leererens mulighed for at vurdere
denne udvikling m4 leereren enten indga i dialog med eleverne, eller, i fald leereren
blot gnsker at observere gruppers arbejde, der ma eksistere “spilleregler” der mere
eller mindre tvinger eleverne til at g i dybden med reesonnementerne. Oplaegget til
aktiviteten far her afggrende betydning.

Vihar ogsd forspgt os med opgaver hvor eleverne skulle skrive deres reesonnementer
ned, hvilket de fleste elever i 4. klasse fandt vanskeligt. De forfaldt til de mere intui-
tive af slagsen, som beskrevet ovenfor. Der var dog undtagelser som fplgende. Efter
spergsmalet “Far man samme resultat ndr man udregner 3-5 og 5-3?” kom spgrgsmalet
“Far man det samme ndr man udregner 15:3 og 3:15?” En elev skriver:

“nej fordig man ikke kan: 3 med 15 det giver et komma tal og det anet giver 5”.

Dette er jo et gyldigt argument som ikke blot kan betragtes som tegn pa raesonne-
mentskompetence, men ogsa pa tankegangskompetence (en viden om hvilken slags
svar der kan forventes) og symbolbehandlingskompetence. Skriftligheden kan sdledes
leegge op til at eleverne konstruerer reesonnementer, men man kan ogsa forestille sig
skriftlige opleeg hvor de fplger og vurderer et pa forhdnd nedskrevet reesonnement,
hvilket vi dog ikke har afprgvet i praksis. Vi har primeert spgt tegn pa reesonnements-
kompetence gennem mundtlig kommunikation.

Opsummering

En opsummering af ovenstdende kunne veere at det ikke er muligt at identificere en
kompetence pa baggrund af enkeltobservationer. Der kan iagttages tegn pa kompe-
tence hvor hvert enkelt tegn er indlejret i en bestemt kontekst og kun med sikker-
hed kan bestemmes som viden eller feerdighed i netop denne kontekst. Over tid kan
disse tegn give en mere sikker identifikation af kompetencen og dens kvantitative og
kvalitative dybde og udstreekning. For at tegnene bliver iagttagelige, ma der skabes

MONA 20104

23



24

Lars Lindhart, Flemming Ejdrup & Anette Skipper-Jargensen ARTIKLER

aktiviteter med gode opleeg, dialog og/eller spilleregler samt en klasserumskultur
hvor det er normen at gennemfgre eksplicitte reesonnementer for sine pastande.
Hvad der skal raesonneres om, hvor dyb argumentationen skal veere, hvilken retning
argumentationen skal tage osv., er et spprgsmal om tankegangskompetence.
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