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Abstracts. Med udgangspunkt i et empirisk studie i en 2.-klasse undersgger vi hvordan aspekter af
algebra og algebraisk teenkning er mulige at indfgre allerede tidligt i elevernes skolegang. At flytte
den traditionelle algebraundervisning ned i indskolingen fgrer i sig selv ikke til at eleverne bliver bedre
til algebra og til at teenke algebraisk. Det drejer sig derimod om at taenke i nye baner og indfgre tidlig
algebra. Forholdet mellem algebra og aritmetik (regning) bgr revurderes. Algebra skal ikke ses som

efterfplger til aritmetik, men aritmetik bgr derimod ses som en del af algebra.

Based on an empirical study in a second grade, we investigate how aspects of algebra and algebraic
thinking are possible to introduce in an early stage of the students’ education. Repositioning the tea-
ching in traditional algebra to the introductory years of the elementary school does not itself improve
students’ algebraic skills or their algebraic thinking. One should rather promote innovation that comes
with the introduction of Early Algebra. The relationship between algebra and arithmetic should be
reconsidered. Algebra should not be viewed as a successor to arithmetic; on the contrary, arithmetic

should be seen as a subset of algebra.

Indledning — algebravanskeligheder
Artiklen er skrevet med baggrund i specialeprojektet “Tidlig algebra” udarbejdet af
Ulla Christina Mortensen og Tina Otykier Petersen med Lena Lindenskov som vejleder.

Algebra er ofte den del af matematikken som volder flest problemer for elever i grund-
skolen (Mortensen & Petersen, 2011; OECD, 2003; OECD, 2009). Algebra virker ofte
meget abstrakt og uvedkommende for eleverne, og mange tager pa forhdnd afstand
fra denne del af matematikken (Bergsten et al., 1997).

Resultaterne fra PISA 2003 og 2009 viser at mange elever i grundskolens udskoling
har store vanskeligheder med netop emnet algebra. Underspgelserne giver et kvantita-
tivt argument for at elever i den danske grundskole ikke ligger i toppen nar det drejer
sig om algebra. Generelt ligger de danske elevers samlede matematikpraestationer
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lige over OECD-gennemsnittet, men nar det drejer sig om algebrarelaterede opgaver,
preesterer de desveerre under gennemsnit (Weng & Lindenskov, 2004).

For mere specifikt at underspge hvilke algebravanskeligheder elever i udskolingen
har, udarbejdede viiforbindelse med vores speciale et kvalitativt spprgeskema hvor
eleverne skulle genkende forskellige algebraiske symboler og begreber samt forklare
hvad de forstod ved de enkelte symboler (Mortensen & Petersen, 2011). Vores fokus
var begreberne variable og konstanter, hvor eleverne blev preesenteret for dem bade
iform af naturligt og algebraisk skriftsprog. Spgrgeskemaundersggelsen viste at over
halvdelen af eleverne i de fire udvalgte 9.-klasser som deltog i underspgelsen, havde
vanskeligheder med disse fundamentale begreber. Vi konkluderede derfor at de ud-
valgte 9.-klasser havde vanskeligheder med denne del af algebraen, og at mange af
elevernes forklaringer tydede pa en proceduremaeessig forstaelse af algebra og ikke
en begrebsmaessig forstaelse.

PISA-undersggelserne fra 2003 og 2009 samt vores kvalitative spgrgeskemaunder-
spgelse illustrerer at der findes et behov for nye tiltag i forbindelse med undervisning
ialgebra. Tiltaget som vi ser neermere pa i denne artikel, er tidlig algebra som gar ud
pa at algebra skal indfgres tidligere i grundskolen pa en made som adskiller sig fra
den traditionelle algebra. Med traditionel algebraundervisning mener vi en under-
visning i algebra hvor hovedvaegten leegges pa symbolmanipulationer, isaer i form
af bogstavregning. Der fokuseres i denne undervisning ofte pa generaliserede regler,
men ikke ngdvendigvis pa hvorfra reglerne er generaliseret. Undervisningen kommer
derfor til at bygge pa udenadsleere og tidlig formalisering.

Vi vil i denne artikel belyse algebra som generaliseret aritmetik (regning) som er
et af de mange aspekter af algebra og algebraisk teenkning, samt gennem et konkret
eksempel undersgge om det er muligt at indfgre tidlig algebra i indskolingen hvor
veegten leegges pa elevernes begyndende forstaelse af begrebet variable. Herunder en
begyndende accept af at man i matematik ikke altid spger efter et talfacit. I arbejdet
med algebra som generaliseret aritmetik skal eleverne benytte forskellige repree-
sentationer, herunder tegninger og algebraisk og naturligt sprog (og i vores forsgg
slikbokse), samt arbejde med forholdet mellem repraesentationerne som hjeelp til at
opna ovenstaende mal.

Undersggelsen er udarbejdet med inspiration fra design research (Cobb et al., 2003),
hvor kvalitative forskningsmetoder anvendes til indsamling af datamateriale vedre-
rende indfgrelsen af tidlig algebra i en 2.-klasse. Design research skal forstas som et
praktisk konkret design som inkluderer intervention og har et intentionelt mal om
forandring. Designprocessen inkluderer bl.a. en bevidst udvikling af designet hvori
der indgar redesign.

Forspget illustrerer at implementering af tidlig algebra i grundskolens indskoling,
med fokus pa algebra som generaliseret aritmetik, er mulig. Vi haber at vores projekt

MONA 2011-3



ARTIKLER Tidlig algebra

kan tjene som et konkret eksempel pa hvordan danske leerere kan indfgre algebra
tidligere pa en ny og alternativ made.

I de fglgende afsnit er hensigten at give laeseren en forstéelse af hvordan vi forstar
og anvender begreberne aritmetik og algebra samt tidlig algebra og pree-algebra. Der-
efter fplger en beskrivelse af forspget som vi har gennemfgrt i en 2.-klasse, efterfulgt
af en analyse.

Algebra og aritmetik

Som nzevnt er algebra et af de omrader som eleverne i grundskolen har de stgrste
vanskeligheder med. I dette afsnit gives der derfor en begrundelse for hvorfor algebra
alligevel skal veere for alle. Endvidere gives der en definition pa begreberne aritmetik
og algebra.

Det er vigtigt at have fokus pa emnet algebra i grundskolen af flere grunde. Forst
og fremmest er algebra et veaerktpj der kan bruges til at beskrive forskellige feenome-
ner. Fx kan befolkningstilvaeksten beskrives og analyseres algebraisk ved hjeelp af
en eksponentialfunktion (Bergsten et al,, 1997, s.15), og et hus’ grundfladeareal ved
hjeelp af formler for arealberegninger. Det algebraiske sprog kan derfor opfattes som
et standardveerktgj til at preecisere handteringen af tal og funktioner. Derudover giver
algebra som veerktpj ogsd mulighed for at opdage komplekse sammenhaenge.

Matematiske modeller anvendes mere eller mindre synligt pa alle niveauer (Berg-
sten et al., 1997). For at fplge, forstd og aktivt kunne tage stilling til samfundsdebatter,
bl.a. pkonomisk politik, skal man derfor kunne forsta og anvende formler, tabeller og
diagrammer hvilket er blevet en ngdvendig demokratisk kompetence (Bergsten et al.,
1997).

I den traditionelle algebraundervisning fokuseres der, som tidligere nsevnt, ofte pa
algebraiske omskrivninger, hvilket kan give eleverne et skaevt billede af hvad algebra
er. P den made gar muligheden for at se den rolle matematikken spiller pa alle lag
i samfundet, tabt. Algebra indeholder jo ikke blot algebraiske omskrivninger - se
figur 1.
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Over, Algebraisk udtryk

Haendelse Omskrjvninger

TolRRing Algebraisk udtryk

Figur 1. Den algebraiske cirkel (Bergsten et al., 1997, s. 15).

Der skal i undervisningen leegges veegt pa at eleverne skal kunne handtere alle fa-
serne (overszette, omskrive, fortolke). Hver fase har sin problematik selvom de alle
handler om at “overseette”. Ifasen “oversaettelse” sker oversaettelsen fra enten ord eller
billeder til symboludtryk. I fasen “omskrivning” overseettes der fra ét symboludtryk
til et andet, og i fasen “tolkning” fra symboludtrykket til enten ord eller billeder. I
forspget, som vi senere vil komme nzermere ind pa, leegges der hovedsageligt veegt
pa oversattelsesfasen fra ord/billede til et symboludtryk.

Lad os definere aritmetik og give et eksempel pa aritmetisk teenkning inden vi
dykker ned i definitionen pa algebra og algebraisk teenkning. Aritmetik (regning)
betyder leeren om tal og er den gren af matematikken som studerer de fundamentale
principper ved visse operationer pa tal (Schliemann et al.,, 2007). Er man aritmetisk
teenkende, betragter man fx 4 + 5 som hvad det bliver, nemlig 9 (Bergsten et al., 1997).

Med den traditionelle algebraundervisning opfattes algebra ofte synonymt med
bogstavregning, og den synlige adskillelse mellem aritmetik og algebra for eleverne
er at man regner med bogstaver i stedet for tal (Bergsten et al,, 1997).

Den made man veelger at definere algebra p3, har stor indflydelse pa hvordan man
som leerer, forsker, curriculumudvikler, politiker m.fl. griber det an. Som definition
pa algebra vil vi anvende Van Ameroms fire perspektiver pa algebra (Van Amerom,
2003): algebra som generaliseret aritmetik, algebra som et problemlgsende veerktgj,
algebra som studiet af funktioner og algebra som studiet af strukturer. I artiklen her
leegges hovedvaegten pa algebra som generaliseret aritmetik da det er denne tilgang
til algebra der anvendes senere i forspget.

Algebra som generaliseret aritmetik bygger pa generaliseringer ud fra aritmetik
som den primeere vej til arbejdet med algebra. Dette inkluderer bl.a. aritmetiske ope-
rationer og deres egenskaber samt reesonnementer om mere generelle relationer. Det
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indebeerer desuden at man skal betragte aritmetiske udtryk pa en ny made, séledes
at man ser pa udtrykkets form og ikke dets resultat (Kaput, 2008). Algebra som ge-
neraliseret aritmetik inkluderer endvidere det at bygge generaliseringer op omkring
menstre, fx at summen af to ulige tal altid vil give et lige tal (Kaput, 2008).

Algebra som et problemlgsende veerktgj er et perspektiv der retter sin opmaerksom-
hed mod anvendelsesperspektivet. Bednarz & Janvier beskriver at bade aritmetik og
algebra skal forstds som vaerktgjer hvor algebraen blot giver os mennesker mulighed
for at beregne mere komplekse problemstillinger og giver nogle bud pé mere gene-
relle lpsningsmodeller (Bednarz & Janvier, 1996). Algebra som studiet af funktioner
og strukturer involverer en bestemt form for generalisering, nemlig at konstruere
funktioner. Her udtrykkes generaliseringen som en beskrivelse af systematisk varia-
tion gennem fx et domaene (Kaput, 2008).

Endelig adskiller algebrateenkende sig fra aritmetisk teenkende pé fplgende méde:
Den aritmetisk teenkende fokuserer sin opmaerksomhed pa tallene og gennemfgrer
operationerne pa disse, mens den algebrateenkende betragter selve operationerne
med tallene og pa den made arbejder med aritmetikkens struktur. Eksemplet med 4 +
5, som den aritmetisk teenkende betragter som 9, betragter den algebraisk teenkende
som et specifikt eksempel pd operationen a + b (Bergsten et al., 1997).

Prae-algebra

Prze-algebra og tidlig algebra er to forskellige tilgange til algebraundervisningen i
folkeskolens indskoling. Det er i definitionen af forholdet mellem aritmetik og algebra
at pree-algebra og tidlig algebra adskiller sig fra hinanden.

Prae-algebra er den almene betegnelse for emnet der behandler elevers forberedelse
til algebra. Pree-algebraen bygger pa den opfattelse at algebra bgr fplge efter aritme-
tik. Aritmetik og algebra bliver pa den made to adskilte emner hvor aritmetik aflpses
af algebra nar eleverne kommer op i de stgrre klasser — “arithmetic is ‘ending’ and
algebra is ‘beginning’” (Carraher et al,, 2006, s. 89). Der bliver derfor en overgang fra
aritmetik til algebra som eleverne ofte finder meget vanskelig.
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Undervisningsretning>

Algebra

Prae-algebra

Figur 2. Pree-algebraisk teenkning om aritmetik og algebra.

Figur 2 illustrerer hvordan aritmetik og algebra ses som to adskilte enheder hvor kun
enkelte idéer, teknikker og repreesentationer er faelles for begge. Aritmetik og alge-
bra har derfor brug for at blive forenet, og det er her der tales om pree-algebra. Den
pree-algebraiske tilgang har til formal at lette den bratte overgang mellem algebra
og aritmetik (Linchevski & Herscovics, 1996). Der straebes derfor efter at forsteerke,
supplere og udvide betydningen og brugen af matematiske symboler, sdsom +, -, X,
+ og =, som bruges i algebraiske udtryk og ligninger.

Elevernes vanskeligheder forklares umiddelbart med den naturlige forskel der er
mellem aritmetik og algebra, som Linchevski & Herscovics kalder den kognitive klpft.

Denne kognitive klpft er karakteriseret ved elevernes manglende evne til at ope-
rere spontant med ubekendte. Selvom Linchevski & Herscovics erkender at de yngre
elever rutinemaessigt 1gser problemer som indeholder ubekendte stprrelser, som fx
iligningen 5 +? = 8, argumenterer de for at elever lpser sddanne problemer uden at
skulle repraesentere ubekendte storrelser. I stedet bruger de teelleprocedurer eller
inverse operationer til at finde et resultat.

Vifinder det opsigtsveekkende at mange af dem der udviklede overgangsmaderne
til algebra, ikke stiller spprgsmal til reekkefplgen med aritmetik fprst og algebra senere,
selvom de erkender at en del af problemet stammer fra elevernes tidligere erfaringer
med aritmetik. Hvorfor overvejes der ikke alternative tilgange til algebra i indskolin-
gen, sdsom at arbejde med algebra og aritmetik samtidig?

Tidlig algebra

Tidlig algebra handler ikke s& meget om hvornar algebra skal indfgres, men mere
om hvad, hvorfor og hvordan den indfgres. Det vedrgrer endvidere et andet syn pa
aritmetik, algebra og hvordan de er relateret til hinanden, jf. figur 3. Samtidig handler
det om at skabe en progression i algebraundervisningen fra indskolingen til udskolin-
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gen.len tidlig algebra-tilgang arbejdes der hovedsageligt med at eleverne skal forsta
operationerne og begreberne bag algebraen.

Tilheengere af den tidlige algebra erkender at matematiske symboler bruges forskel-
ligt inden for aritmetik og algebra (Carraher & Schliemann, 2007). Desuden anerkender
de at mange unge har betydelige vanskeligheder med algebraen. Endvidere benzegter
de ikke at algebra bevaeger sig mod mere og mere abstrakte objekter og relationer
og kommer til at afhaenge af stadig mere omfattende teknikker og repraesentations-
former. De mener dog at vanskelighederne som udvises af eleverne i udskoling og
pa gymnasiet i algebra, i vid udstreekning skyldes utilstraekkelig aritmetik og mere
grundleggende mangler i den generelle elementzere matematik.

algebra

Figur 3. Aritmetik som en del af algebra.

Tilheengere af tidlig algebra-tankegangen mener at aritmetik har en gennemgaende
algebraisk karakter p4 den made at aritmetik omhandler generelle tilfeelde og struk-
turer som kan indfanges af algebraisk notation. Endvidere tales der om at algebraisk
notation kan stptte matematiske reesonnementer, selv hos de mindre elever: “Even in
early grades, algebraic notation can play a supportive role in learning mathematics.”
(Carraher et al,, 2006, s.88). Tanken er at aritmetik er en del af algebra, nemlig den
del der har med talsystemer, tallinjer, simple funktioner osv. at ggre (Schliemann et
al,, 2007). Med dette syn far vi en ny model af forholdet mellem aritmetik og algebra,
som illustreret pa figur 3.

Malet med tidlig algebra er altsa ikke at skubbe udskolingens og gymnasiets algebra
ned i indskolingen. Det gar ikke ud pd at leere feerdigheder til brug i algebraiske pro-
cedurer, herunder regler til at manipulere symboler. Til gengzeld er malet at udvikle
algebraisk teenkning. Under algebraisk teenkning hgrer bl.a. at man arbejder med og
udvikler elevernes forstaelse af det matematiske lighedstegn, “=”. Elever der har fulgt
den traditionelle undervisning med aritmetik fprst og algebra efterfplgende, har ofte
en forforstaelse af at “=” er den direkte vej til at skrive svaret pa beregningerne pé hgjre
side. Lighedstegnet far derfor betydningen “afkaster” eller “producerer” for eleverne
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i stedet for “eekvivalent” (Schifter et al, 2008). Men lighedstegnet indeholder jo ikke
blot denne forstéelse. Eleverne bgr derfor bl.a. komme igennem eksempler som 12 =
9+30g5+7=9 +31iden tidlige matematikundervisning. Talseetninger som disse
udtrykker refleksive egenskaber (a = a) af lighedstegnet. Disse har eleverne ifplge Car-
raher og Schliemann ikke problemer med at acceptere. Dog er det med talseetninger
ogsd muligt at udtrykke de symmetriske og transitive egenskaber af lighedstegnet.
Arbejdet med talseetninger er et eksempel pa en af de aktiviteter der kan veere med
til at fremheeve samspillet mellem aritmetik og algebra.

Idéen bag tidlig algebra er altsa at udviklingen af algebraiske reesonnementeride
mindre klasser er afggrende for at forbedre matematikundervisningen. Forstdelse
tager lang tid at udvikle, og derfor bgr algebraisk teenkning opbygges og udvikles
over en udvidet periode der starter i indskolingen. Adskillelsen af aritmetik og algebra
som der tales om i pree-algebraisk teenkning, kan veere med til at fratage eleverne
muligheden for at udvikle nogle mentale skemaer der gar pa teenkningen i og om
matematik, i de mindre klasser.

De to centrale elementer i tidlig algebra er at lave generalisationer og at bruge sym-
boler til at repreesentere matematiske idéer og til at repraesentere og lgse problemer.
Eleverne skal derfor ifplge Carpenter & Levi (2000) opmuntres til at udarbejde idéer og
konstruere mader at repraesentere disse idéer pa sa der kan teenkes og kommunikeres
om dem. Eksempler pa disse idéer kan vaere: “Nar du leegger O til et tal, vil summen
altid veere tallet” eller “Nar man leegger tre tal sammen, er det lige meget hvilke to
tal der forst laegges sammen”.

Den tidlige algebra har desuden sit fundament i problemorienterede kontekster
hvor algebraens formelle notation introduceres (Carraher et al,, 2008). Udgangspunk-
tet er derfor at se algebraen som et problemlgsende vaerktpj hvor hverdagsrelaterede
situationer kan tages op til diskussion, hvilket umiddelbart ogsa giver mulighed for
at eleverne kan arbejde med algebraen som et modelleringsveerktgj. Den formelle
notation skal introduceres gradvist og veldisponeret for at undgé en forhastet forma-
lisering. Man kan dog ikke forvente at eleverne skal genopdage algebraen pa egen
hénd uden vejledning.

Tidlig algebra bgr endvidere sammenflettes med eksisterende emner inden for
tidlig matematik og kan veere med til at etablere teette band mellem diverse emner
inden for matematikken. Fx opfordres der til at arbejde med geometriske tegninger i
arbejdet med algebra (Carraher et al., 2008).

Den pree-algebraiske tankegang har preeget den danske algebraundervisning i
mange ar. Med denne tilgang er det praktisk talt umuligt at indfpre algebra i de mindre
klasser da udgangspunktet med denne tilgang jo netop er at arbejde med aritmetik
inden arbejdet med algebra kan begynde. Vi mener at tidlig algebra er en god alter-
nativ lpsning da eleverne pa den made allerede tidligt mgder algebraiske notationer
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og repreesentationer. Endvidere kan algebraen i visse situationer ogsa vaere med til
at stotte elevernes forstaelse af aritmetik.

Tidlig algebra i indskolingen

Det empiriske materiale som denne artikel bygger p3, er en del af vores undersggelse
i specialeprojektet “Tidlig algebra” (Mortensen & Petersen, 2011). Forspget tager ud-
gangspunkt i at eleverne primeert skal opbygge generaliseringer ud fra aritmetik og
herigennem arbejde sig frem mod en begyndende forstaelse af variabelbegrebet.
Forspget foregik i en 2.-klasse med 20 elever, en leerer og en paedagog. Undervisningen
er gennemfort i efterdret 2009 og forlpb over fire lektioner a 45 minutter.

Eleverne arbejder hovedsageligt med to arbejdsformer: klassesamtaler og elevakti-
viteter. Klassesamtaler karakteriseres ved samtaler hvor alle elever og leereren invol-
veres, mens elevaktiviteter karakteriseres som de aktiviteter hvor eleverne arbejder
selvsteendigt, enten alene eller sammen med en klassekammerat, og leereren hjselper
og vejleder.

Forsegsundervisningen: slikbokseforsaget
Hensigten med forsgget er primzert at undersgge om det er muligt at introducere og
arbejde med variable i grundskolens indskoling ud fra tilgangen “algebra som generali-
seret aritmetik”. I det tilfeelde introduktionen af variable i indskolingen virker, kan det
bl.a. give eleverne en tidlig oplevelse af at matematik ikke altid omhandler talfacitter.
Forspgsundervisningen omhandler to personer (Ulla Christina og Tina) der hver
far en slikboks. Eleverne kan ikke se hvad der er i slikboksene, men far at vide at der
er lige mange bolsjer i hver. Dog er den ene slikboks udstyret med tre bolsjer mere
end den anden som ligger oven pa slikboksen. Elevernes opgave er at finde frem til
hvordan man kan udtrykke hvor mange bolsjer hhv. Ulla Christina og Tina har. Gen-
nem diskussioner og aktiviteter skal eleverne na frem til en lgsning pa problemet.
Aktiviteterne bestar bl.a. af udarbejdelsen af egne repraesentationer for situationen,
tabeller, arbejdsark, tegninger samt fzellesdiskussioner.

I det fplgende relaterer vi forspgsmalene til trinmalene efter 3. klassetrin i Feelles Mal
2009. Disse trinmal omfatter bl.a.:

Matematik i anvendelse:

« Velge og benytte regningsarter i forskellige praktiske sammenhaenge
- Erhverve en begyndende forstdelse af matematik som beskrivelsesmiddel.
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Matematiske arbejdsmader:

+ Arbejde eksperimenterende og underspgende med inddragelse af konkrete ma-
terialer

« Modtage, arbejde med og videregive enkle skriftlige og mundtlige informationer
som indeholder matematikfaglige udtryk

- Indgd i dialog om matematik hvor elevernes forskellige idéer inddrages.

Matematiske emner:
+ Bestemme antal ved hjeelp af addition, subtraktion... inden for de naturlige tal.

Endvidere skal der arbejdes seerligt med symbolbehandlings- og repraesentationskom-
petencen. Symbolbehandlingskompetencen defineres kort som “afkode og anvende
enkle matematiske symboler, herunder tal og regnetegn, samt forbinde dem med dag-
ligdags sprog”, og repraesentationskompetencen som “danne, forstd og anvende forskel-
lige repraesentationer af matematiske objekter, begreber, situationer eller problemer”
(Undervisningsministeriet, 2009, s. 4).

Forspget er derfor begrundet i trinmalene efter 3. klassetrin. Det betyder naturligvis
ikke at der direkte stilles krav om at gennemfgre en undervisning svarende til dette
forspg, men en sddan undervisning er mulig inden for rammerne af Feelles Mal 20009.

Inden gennemfgrelsen af forspget havde vi visse overvejelser af denne art: “Vil ele-
verne veere imgdekommende over for idéen om at introducere dem for variabelbegre-
bet?”, “Er det overhovedet kognitivt muligt for eleverne at opna en begyndende forsta-
else af variabelbegrebet? Hvis ja, hvem vil have lettest ved at hdndtere tankegangen?”
og “Hvordan vil undervisningens rammer pavirke eleverne?”. En naturlig tanke vil vee-
re at elever med faglig styrke i den daglige undervisning ogsa vil have fordele i arbejdet
med forspgsundervisning. Dette viste sig dog efterfgplgende ikke at veere tilfeeldet, idet
flere elever som i den daglige undervisning blev betragtet som fagligt steerke, sad til-
bageleenet og stirrede radvildt pa aktivitetsarkene. Disse elever gav i deres mundtlige
begrundelser udtryk for at have sveert ved at rumme opgavens struktur og dbenhed.
Det overraskende i denne situation var at elever som i den daglige undervisning blev
betragtet som fagligt svage, fandt denne dbenhed og struktur inspirerende og pludse-
lig blev fprende inden for den, for dem, mere “abstrakte” matematik. Disse elever op-
levede en begyndende tillid til sig selv og deres evner inden for matematik samtidig
med at leereren erfarede hvilken slags opgaver disse elever bedre kunne handtere.

Forspgssituationen var den at der var tre personer som kunne beszette hver sin rolle
i dataindsamlingsprocessen. De tre roller kan beskrives som leereren, kamerafgreren
og dataindsamleren. Hver rolle havde sit formal. Fx filmede kamerafgreren dialoger i
arbejdet med de forskellige aktiviteter, laereren foretog de praktiske foranstaltninger
sasom introduktionen, gennemgangen af forspget og vejledning af eleverne, og data-

MONA 2011-3



ARTIKLER Tidlig algebra

indsamleren observerede og tog notater af klassediskussionerne samt diskussionerne
eleverne og leerer-elev imellem.

Fra konkret til generel

For at eksemplificere hvordan yngre elever kan forsta variable og variationer i mate-
matik, vil vi beskrive vores oplevelser og erfaringer i forbindelse med forspgsunder-
visningen. Leereren starter timen med at spgrge til en tidligere undervisningslektion
hvor eleverne arbejder med regnehistorier. Baggrunden for at rette elevernes op-
meerksomhed mod denne szerlige aktivitet er at flytte elevernes tanker til anderledes
og mere kreative tankegange samt at give eleverne en fplelse af noget kendt de kan
holde fast i nar de videre bliver introduceret for det nye.

Leereren forteeller eleverne en lille historie om Ulla Christina og Tina som har faet
hver sin slikboks af Tinas mor. Da Ulla Christina er geest hos Tina, skal hun have tre
bolsjer mere end Tina. Leereren viser de to medbragte slikbokse frem sa eleverne
kan betragte de to slikbokse samtidig med at historien bliver fortalt. P4 den made
skal eleverne arbejde med en problemstilling som de reelt bgr kunne forholde sig til.
Eleverne far at vide at der er lige mange bolsjer i slikboksene, men at man ikke ved
hvor mange der er i hver. Herefter stiller leereren fplgende spprgsmal: “Hvor mange

il

Figur 4. En elevs repraesentation af Tinas og Ulla Christinas bolsjer.
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bolsjer vil I geette pa Ulla Christina har i alt?”, “Hvor mange vil I geette pa Tina har i
alt?” og “Hvem har flest?”. Disse spprgsmal skal eleverne forholde sig til ved at hver
enkelt elev udarbejder en tegning eller beskrivelse over deres geet pa hvor mange
bolsjer Tina og Ulla Christina hver iszer har.

Denne udfordring hdndterer eleverne meget forskelligt (se fx figur 4 og 5). En elev
foreslar at man kan lave en masse regnestykker pa bagsiden af papiret da man jo
ikke kender til det eksakte antal bolsjer. En anden mener at man kan maéle et af Ulla
Christinas fritliggende bolsjer og pa den made finde frem til hvor mange bolsjer der
ma veere i boksen (se figur 4). Denne lpsningsstrategi finder vi interessant idet eleven
udviser en konkret og “mélbar” made at tackle et gjensynligt uoverskueligt problem
pa. Umiddelbart behandler denne elev matematikken som et problemlgsende veerktej,
hvilket er et af algebraaspekterne som tidligere er nzevnt.
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Figur 5. En elevs repraesentation af Tinas og Ulla Christinas bolsjer.
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En tredje elev geetter pa at Ulla Christina har 28 bolsjer i alt, og teeller derefter bagleens
for at f4 Tinas antal bolsjer.

Mens eleverne arbejder med at svare, bliver slikboksene sendt rundt sa de kan se
og fple pa dem. Eleverne er meget optaget af at meerke godt efter inden de geetter. I
den forbindelse bliver slikboksene malt, vejet og rystet. Eleverne vil tydeligvis ikke
negjes med delvise observationer. Her kommer matematik som et underspgende og
udforskende fag til sin ret. Eleverne er i fgrste omgang af den overbevisning at hvis
deres geet skal vise sig at veere forkert, skyldes det at de ikke har underspgt og udfor-
sket slikboksene godt nok.

Elevernes individuelle besvarelser bliver samlet ind hvorefter elevernes geet bliver
taget op til diskussion i feellesskab. En elev veelger at forklare sit geet pa folgende made:

Leereren: “Christian.”

Christian: “Jaa. @h ... Ved Tina fik jeg 15, og ved Ulla Christina fik jeg 18.”
Leereren: “Hvordan gjorde du det?”

Christian: “Jeg geettede.”

Leereren: “Du geettede. Hvem geettede du fprst pa?”

Christian: “Det var Ulla Christina.”

Leereren: “Hvad gjorde du sa for at finde antallet for Tina?”

Christian: “Der minusede jeg tre fra.”

Leereren: “Sa geettede du ikke hele vejen.”

Christian: “Nej, kun neesten.”

Denne dialog mellem leereren og Christian giver indtryk af hvordan Christian har
teenkt. Desuden ses det at leereren forspger at skabe en underliggende forstaelse af
at Christian kun geetter pa det ene tal og ikke det andet. Det er pa dette stade af for-
spget fundamentet for den videre forstdelse af afheengige og uafhengige variable
kan inddrages.

Fra en konkret situation til mange mulige situationer

Alle elevernes geet for mulige udfald for hhv. Tinas og Ulla Christinas antal bolsjer
plottes ind i en tabel (figur 6) hvorefter leereren tegner en tredje kolonne som hun
kalder forskelskolonnen. Hensigten med at skitsere alle elevernes gaet i en tabel er
at vise eleverne at der er mange mulige situationer koblet til slikboksene. Opgaven
leegger derfor op til at eleverne skal arbejde med variable selvom der er et endeligt
antal bolsjer i boksene, hvilket betyder at eleverne egentlig arbejder med konstanter.
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Navn Tina uc Forskel
10 13 3
18 21 3
20 23 3
27 30 3
23 26 3
20 23 3
27 30 3
12 15
25 28
25 28
15 18
15 18
15 18
23 26
20 40
15 18
40 43
30 33
27 30

Figur 6. Elevernes gaet af antallet af bolsjer som Ulla Christina og Tina besidder.

Leereren foreslar at forskelskolonnen kan udfyldes ved at treekke Tinas bolsjer fra Ulla
Christinas hvilket giver eleverne en oplevelse af at der er en form for struktur i tallene.
Denne subtraktion af Tinas bolsjer fra Ulla Christinas bliver i feellesskab udfgrt for
omtrent fem af elevernes geet indtil en elev ivrigt reekker handen op og siger:

Kim: “Den giver tre.”

Leereren: “Hvordan ved du det?”

Kim: “Man tager Tinas og leegger bare tre til.”

Leereren: “Hvorfor ggr vi det?”

Kim: “Fordi der er tre over Ulla Christinas.”

Leereren: “Og hvad var det vi vidste om de her slikbokse?”

Kim: “At der var lige mange i dem, men der er tre mere i Ulla Christinas, altsd dem der

er ovenpa.”

Fra mange mulige situationer til en generel
notation aof alle situationer

Denne samtale udvikler sig til en fzellesdiskussion som bliver taget op pa klassen.
Leereren starter med at tegne en skitse af de to slikbokse pa tavlen hvorefter leereren
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foreslar at man kan kalde meengden af bolsjer i Tinas slikboks for “N”. Efterfglgende
beder leereren eleverne forklare hvad “N” betyder, eller hvad de forstar ved “N”. En
elev foreslar at “N” star for “nisse”. En anden foreslar at “N” kan st& for et spprgsmals-
tegn, og begrunder det med at antallet af bolsjer i boksene er ukendt. Som resultat af
denne elevs besvarelse bliver det konstateret at ingen ved hvor mange bolsjer der er
islikboksene, og at man umiddelbart kan betegne antallet som et spgrgsmalstegn.
Klassediskussionen slutter af med at leereren forteeller at “N” i denne situation star
for et tal som bade kan veere et lille og et stort tal, hvilket man ikke kan sige noget
om da vi jo ikke ma dbne boksene for at tjekke. Efter klassediskussionen far eleverne
udleveret et aktivitetsark (figur 7) hvor de med hjzelp og vejledning fra leereren skal
finde frem til hvad man kan kalde antallet af Ulla Christinas bolsjer. Eleverne far
derved udleveret et forslag til hvad man kan kalde antallet af Tinas bolsjer, og skal ud
fra denne oplysning finde frem til hvad antallet af Ulla Christinas bolsjer kan kaldes.

Tire. ke, Chiristivia, Tire. Ulle. Christivia, Tire. WMle. Chiristive,

N N

o

latt=N late—  jar=N  famey o law=N lane
Figur 7. Aktivitetsarket Figur 8. Elevbesvarelsen Figur 9. Elevbesvarelsen
til eleverne. “‘N+3” “0”.

Eleverne kommer med mange forskellige bud pa hvad antallet af Ulla Christinas bol-
sjer kan kaldes, heriblandt “N + 3”, “Q”, “bolsje” og “3”. De hyppigst forekommende
besvarelser er hhv. “N + 3” og “Q” (figur 8 og 9), hvilket vi veelger at karakterisere som
besvarelser der ligger teet pa den algebraiske tankegang. Umiddelbart overrasker
besvarelsen “Q” os da vi ikke pa forhand har taget sddan en besvarelse i betragtning,
og vi i fprste omgang ikke helt er med pd hvordan eleverne har fundet frem til dette
resultat. Det viser sig imidlertid at de elever som velger at betegne Ulla Christinas
antal bolsjer med “Q”, har talt tre frem, fra “N” til “Q”, i alfabetet, og eleverne med
betegnelsen “N + 3” har adderet de tre ekstra bolsjer til den algebraiske notation (N)
man allerede kender. Men besidder elever som giver de to forskellige svar, samme
opfattelse af bogstavet “N”? Vi er af den overbevisning at de elever som betegner
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Ulla Christinas antal bolsjer med “Q”, identificerer dette med et ubekendt tal, altsa
en pladsholder hvor eleverne som betegner Ulla Christinas antal med “N + 3”, iden-
tificerer “N” som en variabel.

Afslutningsvis samles der op i klassen hvor eleverne fortaeller hinanden hvad de
er kommet frem til. P4 den made far eleverne formuleret sig med det matematiske
sprog eller med det naturlige sprog omhandlende noget matematisk, hvilket resulterer
iat deligeledes skal forspge at fglge andres forklaringer og raesonnementer. Desuden
arbejdes der med det mest grundleeggende inden for symbolmanipulation, det at
udforme et symboludtryk.

Som afslutning pa forsggsundervisningen abnes slikboksene for eleverne. Det kan
diskuteres hvorvidt dette er den bedste afslutning, da der bade er fordele og ulemper
ved at dbne slikboksene til sidst. Ulemperne ligger i at elevernes illusion om at der
er alt og intet i boksene, gdelaegges. P4 den anden side giver det en fuldendthed af
undersggelsen for eleverne at fa lov til at abne slikboksene. Endvidere giver det mu-
lighed for at eleverne efterfgplgende kan seette det konkrete antal ind pa N’s plads i
udtrykkene “N” og “N + 3” og derved f4 mulighed for at opdage nogle sammenhaenge.

Opsam|ing af resultaterne fra datamaterialet

Hovedformalet med forspget var at underspge om det er muligt at implementere
generaliseret aritmetik, herunder introduktionen af en begyndende forstaelse af
variabelbegrebet, i indskolingen, samt at f& indskolingens elever til at arbejde med
forskellige repraesentationer for samme begreb. Kort sagt viste forsgget sig at veere
relativt vellykket. Dog stpdte vi pd nye udfordringer, fx det at eleverne opfattede
bogstavernes anvendelse forskelligt (“N + 3” og “Q”).

Vifandt samtidig ud af at introduktionen af den sdkaldte mere “abstrakte” matema-
tik fungerede tilfredsstillende i indskolingens undervisning. Nar vi mener at vi i for-
spgsundervisningen arbejdede med algebra som generaliseret aritmetik, skal der tages
udgangspunktiat hensigten med undervisningen bl.a. var at rykke eleverne kognitivt
fraudelukkende at teenke pa det konkrete og over til det mere generelle, nemlig fra de-
res geet i form af talveerdier over til algebraiske notationer. Eleverne arbejdede saledes
med forskellige repraesentationer for samme begreb, nemlig talveerdier, tegninger, det
naturlige sprog, bogstavudtryk samt det konkrete materiale (slikboksene).

Eleverne der valgte at betegne Ulla Christinas antal bolsjer med “Q”, spurgte vi hvor-
dan de havde fundet frem til netop dette bogstav som veerende lpsningen. De fortalte
at de blot havde talt tre frem, fra N til Q, i alfabetet. Eleverne med betegnelsen “N + 3”
som lpsning havde adderet forholdet til det element de allerede kendte. Spprgsmalet er
om det er den samme opfattelse af bogstavet eleverne umiddelbart udtrykte? “Q” var
en betegnelse der gav os stof til eftertanke, for hvordan betragtede eleverne egentlig
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bogstavernes anvendelse? Hvad betpd det for dem? Ville resultatet have set anderle-
des ud hvis vi havde arbejdet med N-tallinjer, som beskrives i afsnittet “@vrige kom-
mentarer”, inden forspget, og ville eleverne da have foreslaet lpsningen “Q”?

I efterbehandlingen af empirien blev viitvivl om hvorvidt det at dbne slikboksene
var det rigtige at ggre, da vi ved at abne dem pa sin vis pdelagde elevernes illusion
om at boksene kunne indeholde alt og ingenting. Desuden oplevede vi at eleverne
igen var optaget af hvem der havde geettet antallet af bolsjer rigtigt.

Vi valgte at gennemfere forspget i én klasse og over en kort tidsperiode pa fire
lektioner, hvilket selvfplgelig har konsekvenser for resultaterne. Den kortvarige for-
spgsundervisning kan opfattes som urealistisk smal ndr man ser det i et udviklings-
perspektiv. Det bliver derfor sveert at sige om de fire lektioner kan veere med til at
fremme elevernes pdbegyndende algebraiske teenkning, da opbyggelsen af forstaelse
kraever en laengere tidsperiode.

@vrige kommentarer

Det her beskrevne forsgg er blot én af mange metoder til at lade indskolingseleverne
stifte bekendtskab med tidlig algebra. Andre muligheder er fx atlade eleverne arbejde
med tallinjer og udvide disse tallinjer til at omfatte variable. Jess et al. (2008) forklarer
princippet i en sddan variabellinje, med “N” som nulpunkt, hvor eleverne kan leegge
til og treekke fra som de vil. Jess et al. foreslar endvidere at man kan leegge variabeltal-
linjen oven pé en standardiseret tallinje, sdledes at eleverne kan traekke paralleller til
de feerdigheder de allerede har i at benytte sig af tallinjer.

Endvidere kan man arbejde med funktionspapkasser der gar ud pé at en elev an-
bringes i en stor papkasse og far oplyst en funktionsforskrift. De andre elever i klassen
putter tal, altsa den uafheengige variabel ind til eleven. Eleven i kassen skal sa finde
ud af hvad den afheengige variabel skal veere, og skriver det pa en lap papir der kom-
mer ud af maskinen. Alle resultater bliver skrevet ned hvorefter eleverne skal finde
en struktur i tallene.

Konklusion
Forspget viser at elever i indskolingen kan motiveres til at arbejde med den, for dem,
“abstrakte” del af algebra pa en alternativ made. Endvidere viser det at eleverne kan
handtere arbejdet med mere abstrakte begreber, sdsom ubekendte og variable. Dog
viser det sig at eleverne muligvis sidder inde med forskellige opfattelser af bogstavets
anvendelse. Dette ses i elevernes bud pa hvor mange bolsjer Ulla Christina i alt har,
hvor eleverne geetter pd hhv. “Q” og “N + 3”.

Formidlingen af denne forspgsundervisnings resultater har til hensigt at give un-
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dervisere, seerligt i grundskolen, et konkret bud pa hvordan man kan indfgre tidlig
algebra iindskolingen. Vi haber at artiklen her kan veekke underviseres nysgerrighed
og gdpamod mht. nye tiltag inden for algebraundervisningen i den danske grundskole.
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