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Abstract: Regnestrategier er vigtige for elevers matematiske udvikling, men forskning i strategier for
rationale tal er begraenset. I denne artikel afdesekker vi begrebet regnestrategier i relation til regning
med brgker. Vi introducerer analysebegrebet fragmentbaseret metode og anvender dette i en analyse
af fejlsvar knyttet til brgkopgaver i folkeskolens prgve i matematik uden hjeelpemidler for 9. klasse.
Analysen af fejlsvar viser omfanget af en mangelfuld talforstdelse, og at der anvendes en fragment-
baseret metode. Undervisningen i brgker bgr have som mdl, at eleverne udvikler deres regnestrategier

inden for brgker, sd de mestrer et bredt udsnit af strategier og kan anvende disse adaptivt og fleksibelt.

Introduktion

Forskningen inden for talbaserede regnestrategier med de naturlige tal haride sene-
ste ar fyldt en del i det didaktiske landskab i Danmark (fx Jéelsdéttir & Sunde, 2024;
Sunde, 2022) savel som internationalt (fx Hickendorff et al,, 2019; Geary et al,, 2004;
Verschaffel, 2023). Idéerne om regnestrategier har derfor ogsd en central plads i den
danske grundskole. I lzeseplanen for matematik fra 2019 star der bl.a.:

“Det er centralt, at leereren udfordrer og stptter de enkelte elever pa en made, sa ele-
verne udvikler deres regnestrategier pa baggrund af deres talforstaelse frem for at leere
procedurer for opstilling og udregning. Der sigtes ikke mod opgvelsen af standardiserede

algoritmer” (Bgrne- og Undervisningsministeriet, 201943, s.15).
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Afsaettet for udviklingen af regnestrategier som beskrevet i laeseplanen bgr veere
funderet i elevernes talforstdelse, og det er vigtigt at understrege, at udviklingen af
regnestrategier ikke npdvendigvis er begraenset til de naturlige tal, men ogsa geelder
fx rationale tal, som denne artikel fokuserer pa. I denne artikel er der fokus pa ratio-
nale tal skrevet som brgk, %, hvor a og b er naturlige tal. Dette indebzerer en holistisk
tilgang, der integrerer konceptuel forstdelse med praktiske anvendelser (Hiebert &
Carpenter, 1992; Kilpatrick et al,, 2001),. Dette styrker elevernes evne til at anvende
deres matematiske viden i varierende kontekster. Derudover understreger undervis-
ningsvejledningen, at arbejdet med regnestrategier ikke alene skal have til formal at
fokusere pd elevernes beregninger. I stedet bgr fokus veere pa at fremme en dybere
forstdelse af tal og regning.

“Ambitionen er noget andet og mere, end at eleverne far praesenteret beregningsmetoder,
som de efterfplgende gver sig pa. Formuleringen heenger sammen med, at eleverne skal
leere med forstaelse. Det er med andre ord ikke hensigten, at eleverne reproducerer bereg-
ningsmetoder, men at de udvikler metoder, fordi en sadan udvikling kun kan foregd, nar
den er forbundet med forstdelse af tallenes og regningsarternes egenskaber” (Bgrne- og

Undervisningsministeriet, 2019b, s. 27).

Ierkendelse af at mange elever i udskolingen og pd ungdomsuddannelserne fgler sig
usikre i forhold til at arbejde med breker (fx Christiansen & Sorth-Olsen, 2017), er det
vigtigt at undersgge de bagvedliggende arsager til denne udfordring. Nar eleverne
udtrykker, at de ikke kan huske reglerne eller kun har en vag forstaelse af metoderne,
kan det indikere, at vi i matematikundervisningen ikke har formdet at lade eleverne
udvikle den ngdvendige dybde i talforstielsen af rationale tal.

I denne artikel undersgger vi, hvori elevernes vanskeligheder i arbejdet med ra-
tionale tal ligger. Vi analyserer fejlsvarene fra folkeskolens prgve i matematik uden
hjeelpemidler for 9. klasse (FP9) for drene 2021 til 2024 (Bgrne- og Undervisningsmi-
nisteriet, 2021b, 2022b, 2023b, 2024b) for at identificere de mest almindelige fejltyper,
som eleverne begar i forhold til regning med brpker. Afszettet for analyserne er rap-
porterne Data fra folkeskolens prover i skriftlig matematik udgivet af Bgrne- og Un-
dervisningsministeriet (2021a, 2023a, 2024a). Arsagen til, at 2022 ikke er inddraget, er,
at brpkopgaverne dette ar var teksttunge, og at elevernes fejl i disse opgaver i hgjere
grad kunne handle om tekstforstaelse, hvilket ikke er dette studies fokus. Analysen
skal forspge at afdaekke, hvilke tilgange eleverne anvender i arbejdet med brgker, for
derigennem at fd indsigt i deres talforstdelse.

For at vurdere, om de tendenser og udfordringer, vi observerer i forhold til ratio-
nale tal, er unikke for dette emneomrade, vil vi kontrastere vores fund med data fra
arbejdet med naturlige tal. Artiklens overordnede forskningsinteresse er at udbygge
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forstaelsen af regnestrategier, sd den ogsa omfatter de rationale tal med szerligt fokus
pa brpker. Artiklens forskningsspprgsmal er pd denne baggrund:

Hvad fortaeller elevers fejlsvar i folkeskolens prgve 2021-2024 i matematik uden hjzelpe-
midler for 9. klasse om deres talforstdelse i arbejdet med brgker?

Sammenfattende gnsker vi med afsaet i elevernes fejlsvar at bidrage med viden om,
hvilke Ipsningsmetoder udskolingselever synes at anvende, nar de lgser brpkopgaver.
Maélet med analysen er at give indsigt i disse tilgange og elevernes talforstielse inden
for brgker. Den nye viden retter sig foruden mod forskning ogsad mod matematik-
leerere i grundskolen og kan potentielt bidrage med nye perspektiver til arbejdet med
udviklingen af elevernes brgkbegreb i undervisningen.

Vanskeligheder ved regning med brgker

Studier har vist, at forstdelse af brpker udger et kritisk punkt i elevernes matematiske
udvikling (Bailey et al., 2012; Siegler et al., 2012). Derudover har forskningen vist, at
elevernes forstdelse af rationale tal ogsa er forbundet til deres algebraiske kunnen
(Booth et al., 2014). Desvzerre oplever mange elever vanskeligheder med at udvikle
deres forstaelse af brgker (Tian & Siegler, 2017), og disse vanskeligheder fortseetter
gennem deres skolegang (Jordan et al., 2017; Siegler et al,, 2012). Fx pavirker elevernes
forstaelse af hele tal deres begrebsdannelse for rationale tal, herunder brgker (Ni &
Zhou, 2005; Van Hoof et al., 2015).

Atregne med brgker skaber nye indsigter i, hvordan aritmetiske operationer virker
pa de nye talstprrelser (Lortie-Forgues et al., 2015). Et amerikansk studie har vist, at
ungjagtigheder i elevers divisionsregning med heltal er en stor preediktor for deres vi-
dere regning med brgker (Siegler & Pyke, 2013). Generelt viser forskningen konsekvent,
at elevers forstdelse af de naturlige tal har stor betydning for deres senere preecision
inden for brgkregning — selv nar der kontrolleres for relevante baggrundsvariable
sasom koncentrationsevne og generelle kognitive feerdigheder (Bailey et al., 2014).
Seerligt forstaelsen af brpkers stgrrelse har vist sig at veere vigtig for at stptte elever-
nes brgkregning. Denne forstdelse af br(z)kers stgrrelse stgtter forstielsen af, at - 508
i repraesenterer den samme veerdi, nar 3085 2 skal adderes (Pedersen & Bjerre, 2021)

Elevernes fejl i brpkregning 1ndebae1'er ofte anvendelse af uhensigtsmaessige stra-
tegier, herunder fejl i valg af eller udfgrelse af algoritme. En af de mest udbredte
fejl er, at eleverne behandler brgkernes taeller og naevner som to uafhaengige heltal.
Dette ses fx i fejl som% + % = ;, hvor eleverne adderer teellerne og neevnerne hver for
sig. Her overfprer de deres viden om heltal til brgker og opfatter beregningen som
to separate additioner placeret over og under en brgkstreg. Dette feenomen betegnes
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som en heltalsdistraktor i form af enten repraesentation eller regneoperation (Van
Hoof et al., 2015).

Internationalt er der mangel pa studier, som knytter regning med brgker til begrebet
regnestrategier, idet regnestrategier primeert knyttes til regning med de naturlige tal.
Enkelte studier knytter dog regning med brgker sammen med talforstaelse (number
sense) (fx Biitiiner, 2017).

Talbaserede regnestrategier

Regnestrategier er indikatorer for tal- og regneforstaelse, og arbejdet med strategier
bgr sigte mod at udvikle adaptiv ekspertise, det vil sige, at eleven behersker et bredt
udsnit af strategier og kan anvende disse adaptivt og fleksibelt (Sunde, 2022) (vi ud-
folder begreberne adaptivitet og fleksibilitet yderligere senere i artiklen). Det star i
kontrast til en algoritme, som er en fast og ufravigelig procedure, der altid anvendes
pa samme made og trin for trin (Siegler & Jenkins, 1989; Kamii & Dominick, 1997).

Talbaserede regnestrategier fokuserer pa en dybere forstaelse af tal og deres plads-
veerdier. Ifplge Joelsdéttir og Sunde (2024) indebzerer arbejdet med talbaserede strate-
gier, at eleverne arbejder med pladsveerdien af cifrene i tallene. Det vil sige en forsta-
else af, hvordan tal kan deles op i fx enere, tiere og hundreder. Dette er i modsaetning
til cifferbaserede metoder, hvor pladsveerdien ignoreres og der séledes udelukkende
arbejdes med tallene fra 0 til 9. Nar man fx arbejder med additionen 91+ 19, kan man
med en talbaseret strategi betragte 19 som 1 mindre end 20 og 91 som 1 mere end 90,
og derved kan regnestykket forstds som 90 + 20. Det er blot én af mange strategier,
man kan ga til opgaven med. Ved en cifferbaseret tilgang vil cifrene altid betragtes
enkeltvis (enerne, 1+ 9, og tierne, 9 + 1), hvilket i mindre grad fgrer til en dybdegdende
forstaelse af tallets samlede stgrrelse (Joelsdottir & Sunde, 2024).

Forskning indikerer sdledes ogs4, at elever, der har adgang til flere regnestrategier
og evnen til at veelge imellem dem, ofte har en bedre indsigt i og forstaelse af mate-
matiske emner og begreber (Jéelsdottir et al., 2024; Siegler & Jenkins, 1989; Verschaffel,
2023). Det understreger vigtigheden af at fremme, at eleverne udvikler et repertoire
af regnestrategier i undervisningen; hvilket ikke blot hjzelper eleverne med at lpse
opgaver her og nu, men ogsa styrker deres generelle matematiske kompetencer. En
vaesentlig faktor i elevernes udvikling af talforstielse inden for rationale tal er, at de
overkommer de sakaldte heltalsdistraktorer.

Heltalsdistraktorer

En af de stgrste drsager til de problemer, elever oplever, nar de arbejder med ratio-
nale tal, er det, som pa dansk kaldes heltalsdistraktorer — pa engelsk enten “natural
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number bias” (Vamvakoussi et al., 2012) eller “whole number bias” (Ni & Zhou, 2005).
Heltalsdistraktorer refererer til tendensen til, at vores viden om de naturlige tali nogle
tilfeelde forstyrrer vores forstaelse af og arbejde med de rationale tal (fx Meert etal,

2010 Ni & Zhou, 2005; Van Hoof et al., 2018). Fx vil nogle elever mene, at = — stprre
end = > fordi tallene i neevnerne sammenlignes, og 3 jo er stgrre end 2. Forklarmgen
kan bla. findes i, at forskningen har vist, at der er mindst fem forskellige typer af
heltalsdistraktorer, repraesentation, teethed, stgrrelse, regneoperation og akvivalens,
som eleverne i stprre eller mindre grad meder i arbejdet med brgker (Pedersen, 2021).

* Heltalsdistraktoren repraesentation kommer til udtryk, ndr man betragter en
brgknotation som to separate tal; fx tolkes § som 1 og 3, og nogle elever vil fejlag-
tigt mene, at notationen repraesenterer stgrrelsen 4.

+ Heltalsdistraktoren teethed kan beskrives som kontrasten mellem naturlige tal og
rationale tal, ndr det geelder reekkefplgen af tallene. Ved de naturlige tal vil man
altid kunne teelle sig frem til det neeste tal pa tallinjen, mens dette ikke geelder for
de rationale tal. For disse gaelder at man ikke ved, hvilket tal der kommer som det
naeste, da der findes uendelig mange tal mellem to rationale tal. Denne forskel forer
til den misforstaelse, at der kun findes et begraenset antal brpker mellem to brgker
eller slet ingen. Fx at der kun findes én brgk mellem % og %, nemlig é (McMullen &
Van Hoof, 2020; Vamvakoussi et al., 2012).

. Heltalsdlstraktoren stgrrelse refererer som tidligere naevnt til, at man opfatter -
som stgrre end = > ,fordi 3 inden for de naturlige tal er stgrre end 2. Selvom vi alle far
erfaring med sterrelsen pa brpkerne i lgbet af skoletiden, tager det stadlg leengere
tid at afg¢re hvilken brgk der er stgrst, nar man sammenhgner og 2 med broker
som 2 og . Det vil sige, at det er lettere at sammenligne brpker med ens naevnet,
da man sa blot kan se pd teellerne og traekke pa sin forstaelse inden for de naturlige
tal (Meert et al., 2010).

* Heltalsdistraktoren regneoperation opstar, nar eleverne uhensigtsmaessigt an-
vender deres viden om de naturlige tal i de fire regneoperationer. Fx nar de lgser
additionsopgaver som § + i = %, hvor eleverne blot leegger henholdsvis teellerne
og nevnerne sammen (Van Hoof et al., 2015).

» Heltalsdistraktoren &kvivalens indebzerer, at eleverne opfatter % og % som to forskel-
lige storrelser, da der er forskellige tal i teeller og neevner. Inden for de naturlige tal
repraesenterer hvert tal en unik maengde eller stgrrelse, men inden for brgker kan
to forskellige brpker repraesentere den samme stgrrelse (Pedersen, 2021).

Der er saledes forskellige typer af heltalsdistraktorer, som forstyrrer eller distraherer,
nar der arbejdes med brgker. Det er samtidig vigtigt at understrege, at fundamentet

med talforstaelse og regnestrategier, der er opbygget i arbejdet med de naturlige tal,
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stadig er centralt at have pa plads, inden der arbejdes videre med en udvidelse af tal-
begrebet. Foruden heltalsdistraktorer vil vii denne artikel introducere et nyt begreb,
som vi har valgt at kalde fragmentbaseret metode.

Fragmentbaseret metode

Nar talbegrebet udvides til ogsa at omfatte brpker, opstar spprgsmalet om, hvad der
sker i arbejdet med talbaserede regnestrategier, ndr man betragter brgker som tal.
Her giver det ikke leengere mening at se pa tallets pladsveerdi og tale om cifferbase-
rede metoder. Notationen = indeholder ikke nogen pladsveerdier - det er et forhold
mellem teeller og neevner. Cifferbaserede metoder mister derved i de fleste tilfeelde
deres gyldighed i arbejdet med brgker, da eleverne altid ber betragte den samlede stpr-
relse, som brpkerne repraesenterer, og ikke blot betragte teeller og naevner enkeltvis.
Et eksempel kunne vzere, nar eleverne dividerer to brgker med hinanden ved blot at
“gange pa kryds”, det vil sige teellerne med naevnerne (se figur 1), uden at forholde
sig til brpkernes stprrelse. For at beskrive feenomenet, at elever forholder sig til teel-
ler og neevner fragmenteret uden at betragte dem som en samlet brgk og dermed en
samlet storrelse, vil vii denne artikel introducere begrebet fragmentbaseret metode.

a.c
b d
a.,c _ad bc
bXd b B5d " ad

Korrekt udfert algoritme for at “gange Forkert udfgrt algoritme for at "gange
pé kryds”. pa kryds”.

Figur 1. Eksempler pd division med to brgker, som ggres ved “at gange pd kryds”.

En fragmentbaseret metode i forhold til brgker er sdledes besleegtet med de ciffer-
baserede metoder inden for regning med de naturlige tal. Det er ikke tilradeligt, at
elever arbejder cifferorienteret med naturlige tal, og inden for brgker er det tilmed en
helt meningsforladt metode, idet det i arbejdet med broker er afggrende, at de ikke
betragter neevner og teeller som to uafheengige dele. I stedet skal eleverne forsta en
brgk som én samlet stprrelse, hvor forholdet mellem del og helhed er det centrale. I
en fragmentbaseret metode vil de netop betragte teeller og naevner uathaengigt og i
forhold til tallenes isolerede stgrrelser. I arbejdet med regnestrategier og broker er det
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centralt, at eleverne forholder sig til stprrelsen af brgkerne i de opgaver, de star over for.
Hvis man fx ser pa addltlonen +3 2 vilen algoritmisk tilgang Vaere at gange navnerne
og herefter gange hver naevner med den anden brgks teeller: - + - = 1“:43*2 180.
Men tages der derimod afszet i forskellige regnestrategier, som kan anvendes, nar to

breker skal leegges sammen, er der mange mader, eleverne kan gribe opgaven an pa:

. Omskrlv til 2 7 8 leeg herefter teellerne sammen.
* Tag afsaet i den stq)rste brq)k . Omskriv den anden brgz)k, > t11 og -

Leg den ene - tll =, hvilket er en hel. S4 har du mere — og du har lagt Ltil.
* Omskriv til dec1maltal 0,5+ 0,75.

Det er blot nogle eksempler. Feelles for dem alle er, at de kraever en forstaelse af en
brgk som en helhed, og at man ikke blot opfatter teeller og naevner fragmenteret hver
for sig. Hvilken strategi der veelges, afthaenger af opgaven eller den kontekst, opgaven
befinder sig i — altsa et spprgsméal om adaptivitet. Hvor ovenstdende eksempler alle
tager afseet i lpsninger gennem talsymboler, kan adaptivitet ogsa komme til udtryk
gennem brugen af andre repraesentationer sdsom cirkler eller tallinjer (Heinze et al,,
2009). Den strategi, man velger, ma veere baseret pa den specifikke kontekst og det
regnestykke, man star over for. Adaptivitet refererer siledes til evnen til at tilpasse en
strategi til en given opgave eller situation. Fleksibilitet i regning med brpker viser sig
eksempelvis, nar eleverne vaelger at omskrive til decimaltal, da de bruger deres viden
inden for en anden repraesentation af de rationale tal. Eller hvis eleverne bruger erfa-
ringerne fra lpsning af additionsstykker, nar de fx skal Ipse subtraktionen% — % Flek-
sibilitet involverer sdledes det at kunne skifte mellem forskellige strategier (Baroody,
2003; Heinze et al., 2009; Jéelsdéttir & Sunde, 2024). Kun elever med talforstaelse i
relation til rationale tal vil kunne tilgd og lpse brpkopgaver bade adaptivt og fleksibelt.

Dette studie

Med udgangspunkt i ovenstdende preesenterede begrebsapparat vil vi underspge ele-
vers fejlsvar i brgkopgaver. Herigennem vil vi pege pa mulige arsager til, at fejlene er
opstaet. Vi har ikke adgang til hverken elevernes beregninger eller elevernes tanker.
Nedenfor beskriver vi vores empiriske grundlag og de metodiske valg, vi har foretaget.

Analysens datagrundlag

Vores empiriske grundlag er prgveszettene til FP9 fra drene 2021 til 2024 (Bgrne- og
Undervisningsministeriet, 2021b, 2022b, 2023b, 2024b), hvorfra opgaverne er valgt,
samt rapporterne Data fra folkeskolens prpver i skriftlig matematik 2021 til 2024, som
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hvert ar udarbejdes af Bgrne- og Undervisningsministeriet. I disse rapporter opggres
antallet af fejlsvar i de enkelte opgaver samt en oversigt over de hyppigst forekom-
mende fejlsvar. Fejlsvarene, der ligger til grund for vores analyser, er séledes hentet
fra mere end 250.000 elever i alderen 14-16 &r.

Vores primeere analytiske fokus er at underspge brpkopgaverne med det formal
at forstd, hvilke typer af fejlsvar eleverne giver. Til analysen har vi udvalgt de opga-
ver, der eksplicit formulerer en “ren” brgkopgave. Opgaver, hvor eleverne selv skulle
udlede brgker fra tekstbeskrivelser, har vi fravalgt, fordi fejlene i sddanne opgaver
kunne skyldes elevernes forstaelse af teksten og ikke npdvendigvis deres feerdighe-
der og forstdelse af brgker. Eksempelvis fravalgte vi fra FP9 i 2022 fglgende tekstop-
gave: “I Annas klasse er ; af eleverne 15 &r. Hvor stor en brgkdel af eleverne er ikke 15
ar?” De specifikke opgaver, vi har analyseret, er gengivet i tabel 2. Vores analytiske
tilgang bestar i at se pa de hyppigst forekommende fejlsvar og fortolke disse med
udgangspunkt i de tidligere preesenterede teoretiske begreber. Derfor har vi valgt
kun at medtage de fejlsvar, som udggr mere end 10 % af det samlede antal fejlsvar i
opgaven. Denne graense kunne vare sat hgjere eller lavere, men netop denne graense
synes at f& mange forskellige typer af fejlsvar, hvorimod en lavere greense ikke vil
bidrage med yderligere typer af fejlsvar. Desuden har vi set pa fejlprocenterne i de
fire opgaver med de fire regningsarter inden for de naturlige tal, der optreeder i alle
fire analyserede prgvesaet. Det har vi gjort for at undersgge, om brgkregning udger
en seerlig udfordring for eleverne, eller om de mgder de samme vanskeligheder ved
beregninger med naturlige tal.

Inden vi preesenterer analysens resultater, er der to forhold, der er vigtige at un-
derstrege: 1) Vi undersgger elevernes fejlsvar. Vi har saledes ikke data om, hvad den
enkelte elev taenkte eller gjorde i prgvesituationen - kun det svar, eleven leverede.
Derfor ser vi pd mange besvarelser (250.000+) og koncentrerer vores analyse om de
fejlsvar, som mange elever giver. P4 den made sandsynligger vi, at de mange ens fejl-
svar treekker pd de samme eller sammenlignelige overvejelser og tanker. 2) De svar,
eleverne giver i en prgvesituation, er ikke npdvendigvis et udtryk for, hvad de forstar,
ved og kan. De vil hgjst sandsynligt svare anderledes i en anden sammenhaeng, fx i
den almindelige undervisning. Ikke desto mindre vil vores analyse af typiske fejlsvar,
der forteeller noget om, hvilke strategier og/eller algoritmer eleverne tyr til i netop
eksamenssituationen, give vigtig viden om den daglige undervisning.

Resultater

Regning med naturlige tal versus braker
Itabel 1ses en oversigt over fire opgaver inden for de fire regningsarter med naturlige
tal for hvert af de fire &r, som vi underspger. Procentandelene af korrekte svar pa disse
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opgaver ligger mellem 64 % og 94 %. I tabel 2 gengiver vi de brgkopgaver, som vi har
udvalgt til analyse, samt antallet af korrekte besvarelser. I tabellen har vi ligeledes
medtaget de hyppigst forekommende fejlsvar og andelen af elever, der har angivet
netop de fejlsvar, som en procentdel af alle fejlsvar.

Tabel 1. Oversigt over de fire opgaver med de fire regningsarter med de naturlige tal. 2021-2024.

2021 2022 2023 2024

Opgave Andel af | Opgave Andel af | Opgave Andel af | Opgave Andel af

elever elever elever elever

med med med med

korrekt korrekt korrekt korrekt

svar svar svar svar
2345 + 997 87% 999 + 199 92 % 478 + 523 94 % 649 + 749 93 %
1302 - 298 1% 1015 - 816 75 % 1301 - 559 66 % 1008 — 989 77 %
11*72 81% 8 *703 74 % 99 * 18 64 % 15 * 35 1%
2008: 4 85% 5427: 9 67 % 15030: 15 68 % 1208: 8 75 %
Kilde: Bgrne- og Undervisningsministeriet (2021a, 2021b, 2022a, 2022b, 2023a, 2023b, 2024a, 2024b).

Ser vi pa de korrekte svar pa de syv brpkopgaver, som vi har inkluderet i analysen, er
det tydeligt, at opgaverne med de fire regningsarter inden for naturlige tal er lettere
for eleverne end opgaverne med brpkregning. Andelene af korrekte svar inden for
breker ligger pa mellem 22 % og 71 %, og for de seks af opgaverne har cirka halvdelen
eller feerre svaret rigtigt. Mest sammenlignelige er opgave 10.1, 10.2 og 10.3 fra 2024,
som er brgokregning med de tre regningsarter addition, multiplikation og division. Her
svarer henholdsvis 44 %, 52 % og 22 % rigtigt pa brgkstykkerne, hvilket er veesentlig
feerre end de tilsvarende stykker med de naturlige tal (tabel 1). Pa trods af elevernes ud-
fordringer med brpkregning er det positivt, at der er en hgj svarprocent inden for bade
regning med de naturlige tal og regning med brgker (mellem 92 % og 98 %). Eleverne
forspger med andre ord at komme med et bud pé et svar — ogsa i en prgvesituation.
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Tabel 2. Oversigt over brgkopgaver i FP9 2021-2024 samt fejlsvar.

Andel af Fejlsvar Andel af elever,
elever der har afgivet
med fejlsvaret, i
korrekt forhold til alle
svar afgivne
fejlsvar
7.2 Skriv en brgk, der er 2021 52 % 2 25%
halvt s& stor somg 3
8 18 %
14
6.3 1 7 2023 32% 6 41%
—_ + — —
2 8 6
10.1 Hvilken brek er 2023 71 % 1 41%
1 Z
storre end 5? 3
7 1 41 11 I 116
18’390 '21 ©*¢" 251
10.2 Hvilket regnestykke 2023 51% 4 2 30 %
har et resultat, der er 513
storre end 1?
o,
2,14 23 2 s 29%
374’15 73’875 g
5 1 I 3 1 3 + 2 25%
g + g e er7 + E g's
10.1 1 3 2024 44 % 4 46 %
273 3
10.2 1 2 2024 52 % 3 14 %
2'3 4
7 12 %
6
10.3 2 1 2024 22 % 1 21%
. E Z
1 15%
0,25 o7
Kilde: Bgrne- og Undervisningsministeriet (2021a, 2021b, 2023a, 2023b, 20244, 2024b).
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I nedenstdende vil vi analysere og fortolke de syv udvalgte opgaver hver for sig og
beskrive, hvordan eleverne kan veere kommet frem til de angivne fejlsvar. Analyserne
henviser alle til tabel 2.

Opgave 7.2 (ar 2021)

Iopgave 7.2 bliver eleverne bedt om at skrive en brgk, som er halvt sd stor som - (FP9
2021,7.2). 48 % af eleverne svarer ikke korrekt pd denne opgave. Det hyppigste fe]lsvar
er % som daekker 25 % af fejlsvarene. En oplagt forklaring kan veere, at eleverne ikke
ved, hvad en halvt sé stor brgk er, og det er den underliggende arsag til de forskellige
fejlsvar. En mulig fremgangsmade til at komme frem til svaret g er, at eleverne halverer
teeller og nzevner (: z ;—5) og sa endrer decimaltallet 3,5 til 3, da decimaltal ikke kan
std i ;egte brpker. Svaret tyder pa indflydelse af heltalsdistraktoren repraesentation,
da eleverne opfatter teeller og neevner enkeltvis og dermed fragmenteret og siledes
forspger at halvere hele brpken ved at halvere tzeller og neevner enkeltvis.

Det naesthyppigste fejlsvar er ﬁ som deekker over 18 % af fe]lsvarene (se tabel 2).
Eleverne har i deres svar ganget med 2 i teeller og neevner ( T ) Det kan veere
en sammenblanding af algoritmen for at forleenge brgker og det at halvere en brgk.
Svaret indikerer en indflydelse af heltalsdistraktorerne repraesentation og aekvivalens.
Repraesentation kommer til udtryk, da eleverne opfatter teeller og naevner enkeltvis
og fragmenteret og fordobler dem. Zkvivalens kommer til udtryk, da eleverne reelt
set blot forleenger brpken fra ; til % uden at opfatte, at disse to brgker er aekvivalente.
Samlet set ser elevernes fejlsvar ud til at veere funderet i en fragmentbaseret metode,
da de forspger at anvende algoritmer uden at betragte brgken som en samlet stpr-
relse — og dermed uden tegn pa talforstaelse knyttet til rationale tal.

Opgave 6.3 (ar 2023)

I opgaven skal eleverne lgse additionsstykket ly—= (FP9 2023, 6.3). 68 % af ele-
verne svarer forkert pa opgaven. Det hyppigste fejlsvar er , som daekker over 41 % af
fejlsvarene. Det tyder p3, at eleverne har teenkt, ats+2= ;—:Z =508 dermed frag-

menteret har lagt teeller sammen med teeller og neevner sammen med naevner. Dette
tyder pa indflydelse fra bade heltalsdistraktoren regneoperation og heltalsdistraktoren
repreesentation og muligvis ogsd en sammenblanding med standardalgoritmen for
multiplikation. Opgaven kan ikke betragtes som en standard-additionsopgave, da den
er udformet som en opgave med en ubekendt pladsholder. Det virker, som om disse
elever arbejder uden afszet i en talforstaelse af stprrelsen pa de to brgker. De anven-
der dermed ikke nogen regnestrategier i deres arbejde med addition af de to brgker.
Samlet set tyder det pd, at elevernes fejlsvar primeert er funderet i en fragmentbaseret
metode og et forspg pa at anvende en algoritme.
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Opgave 10.1 (ar 2023)

I opgaven bliver eleverne bedt om at pege pé hvilken af brgkerne
(178 %, % o1 elle r;) der er stgrre end + (FP9 2023, 10.1). 29 % af eleverne svarer
rigtigt pa denne opgave. Det hyppigste fe]lsvar er- 5 som deekker over 41 % af fejlsva-
rene. Arsagen til, at netop 3 vaelges, kan veere, at det er den mest kendte brpk, da det
er en stambrpk og dermed et oplagt geet, da det er en multiple choice-opgave. At ele-
verne holder fast i, at den brgk ma veere det rigtige svar, kan veere blevet forsteerket
af heltalsdistraktoren stgrrelse, da de formentlig har anskuet, at 3 er stgrre end 2, og

dermed mé det veere det rigtige svar.

Opgave 10.2 (ar 2023)

I denne opgave skal eleverne pege p3, hvilket af brpkregnestykkerne

(é + i, % + g, % + é, z + % eller ; + %) som giver et resultat, der er stgrre end 1
49 % af eleverne svarer forkert pd opgaven.

Det hyppigste fejlsvar er 115 + 2, som daekker over 30 % af fejlsvarene. Elevernes
svar tyder pa, at de har valgt regnestykket med den brgk, som indeholder det stgrste
heltal, nemlig 15. Det kan veere et tegn pa heltalsdistraktoren stgrrelse, da eleverne
formentlig ikke anskuer brpkens stgrrelse som et forhold mellem teeller og neevner,
men blot finder den brgk med det stgrste heltal, hvilket er en strategi, som er overfprt
fra de naturlige tal.

Dernaest kommer g + -, som daekker over 29 % af fejlsvarene. Svaret peger i ret-
mng af, at eleverne har forholdt sig til, at = mangler noget for at blive stprre end 1
= mangler netop L for at blive 1, men eleverne veelger stykket, hvor der adderes -,
hv11ket peger pa heltalsdlstraktoren stprrelse, fordi eleverne formentlig anskuer, at
l er storre end - 3

Det tredjehyppigste svar er + -, som daekker over 25 % af fejlsvarene. Vi har faktisk
haft sveert ved entydigt at afkode elevernes mulige reesonnement for at veaelge dette
svar. Et bud kunne veere, at eleverne vaelger en af de muligheder, hvor tallet 1 ikke
optraeder i teelleren, da tal med 11i teelleren virker sma. Blandt de to tilbageveerende
muligheder veelger eleverne sd brpkerne med den mindste naevner — enten samlet
eller ved at undgé brgken med 15 i neevneren. Hvis det er tilfzeldet, udviser eleverne
en begyndende forstaelse for bade teellerens og naevnerens betydning for brgkens
stgrrelse, men formar ikke at fplge deres forstéelse for brgker op med en mere preecis
beregning. Eleverne viser saledes et begyndende opggr med den fragmentbaserede
metode. Det kan dog heller ikke udelukkes, at en del af de 25 % har sat deres kryds ved
dette svar, alene fordi opgaven er en multiple choice-opgave med fem svarmuligheder.
Hvis eleverne havde svaret helt tilfzeldigt, ville 20 % af eleverne have sat deres kryds
ud for denne mulighed.
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Opgave IO 1 (ar 2024)

Opgaven +3 ZEren brpkopgave med addition (FP9 2024, 10. 1) 56 % af eleverne svarer
ikke korrekt pa denne opgave. 25 % af eleverne giver svaret — hvilket tyder p3, at de
har teenkt, at + = g 2 , og derved har anskuet teeller og naevner fragmenteret
oglagt taeller sammen med taeller og neaevner sammen med neevner, hvilket tyder pa
indflydelse fra heltalsdistraktoren regneoperation og muligvis ogsd en sammenblan-
ding med standardalgoritmen for multiplikation.

Det virker, som om denne gruppe elever arbejder uden afsaet i en talforstaelse af
stgrrelsen pa de to bregker. De anvender med andre ord ikke nogen regnestrategier
i deres arbejde med addition af de to brpker. Samlet set tyder det pd, at elevernes
fejlsvar primeert er funderet i en fragmentbaseret metode og et forspg pa at anvende

en algoritme.

Opgave 10.2 (ar 2024)

Hvis vi ser pa multiplikationsstykket% . g (FP9 2024,10.2), har 52 % af eleverne svaret
korrekt pa opgaven (se tabel 2). Stykket er med andre ord lettere end ovenstaende
additionsopgave, nar vi ser pa antallet af korrekte svar. Nar vi ser pa de ikke-korrekte
svar, er 14 % af alle fejlsvar 3 . Arsagen til denne fejl skyldes sandsynligvis, at eleverne
benytter algoritmen for dfv1s1on og ganger igennem saledes: l g = 5 = %. I den
samme opgave har 5% af alle elever svaret - (12 % af fejlsvarene) En forklaring er, at
eleverne har forleenget brpkerne med faellesnaevneren 6 og derefter lagt dem sammen,
og dermed har eleverne altsd lgst opgaven som et additionsstykke. Det tyder saledes

pa, at eleverne har blandet regnearterne sammen.

Opgave 10.3 (ar 2024)
Det sidste stykke, vi har med i analysen, er med division og lyder 2 : % (FP9 2024, 10.3).
Her svarer blot 22 % af eleverne korrekt p& opgaven. Det hyppigst givne fejlsvar er
i, hvilket tyder p4, at eleverne har multipliceret neevneren med 2. Dette svar udger
21% af alle fejlsvar. Arsagen til svaret kan veere, at eleverne blander algoritmerne
inden for brgkregning sammen, idet det virker, som om de har lgst %: 2 —altsd harde
ubevidst generaliseret den kommutative lov uheldigt ind i regneoperationen division.
Resultatet % kan ogsa virke sandsynligt for eleverne, da deres erfaring med division
af naturlige tal ofte giver et mindre tal som svar end dividenden. Her er eleverne
pavirket af heltalsdistraktoren regneoperation ved division. Svaret 0,25 udger 15 % af
fejlsvarene. Her har eleverne sandsynligvis omskrevet % til decimaltallet 0,5 og delt
det med 2. Igen er det en uheldig brug af den kommutative lov.

Fejlsvaret 1 udggr ligeledes 15 % af alle fejlsvar. En mulig forklaring pa svaret kan
veere, at eleverne har betragtet opgaven som en multiplikationsopgave og har ganget
opiteelleren og faet %, hvilket de s& har forkortet til 1. En anden forklaring kan veere, at
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eleverne har teenkt, at det halve af 2 er 1. Endelig kan en tredje forklaring veere, at de

“w_ o

har leert at omskrive 2 til broken % og derefter har ganget forkert “pd kryds”. Det ville
igen veere et udtryk for en fragmentbaseret metode. Da vi kun har elevernes svar og
ikke deres reesonnementer bag svaret, kan vi ikke vide, hvordan de er kommet frem
til netop det svar.

Altialt blander eleverne forskellige algoritmer sammen i regningen med brgker —
og overordnet anvender de en fragmentbaseret metode. Det vil sige, at de betragter
teeller og naevner hver for sig og ikke ser pa brpkens samlede stgrrelse. Nar eleverne
omskriver brgken til et decimaltal, s& de nar frem til svaret 0,25, er der dog ikke tale
om en fragmentbaseret metode; til gengzeld viser de problemer med forstdelsen af
regneoperationen division inden for decimaltal. Det virker, som om deres forstdelse
af division er influeret af en heltalsdistraktor, nar de forventer, at resultatet af divi-
sion skal blive mindre end dividenden - ligesom inden for division med naturlige
tal. Spgrgsmalet er, om de har udviklet en forstéelse af division som malingsdivision
(fx “Hvor mange gange kan en halv meter veere inden i 2 meter?”). Desveerre har vi
ingen data, der viser deres reesonnementer.

Konklusion og diskussion

I artiklen har vi analyseret de hyppigste fejlsvar fra folkeskolens prgve i matematik
uden hjzelpemidler for 9. klasse (FP9) for arene 2021 til 2024 (Bgrne- og Undervisnings-
ministeriet, 2021b, 2022b, 2023b, 2024Db). Vores analyse viser, at langt flere elever svarer
forkert pd opgaver, hvor der indgar brgker, end pa sammenlignelige opgaver med
de fire regningsarter, hvor der regnes med de naturlige tal. I seks ud af syv tilfeelde
svarede omkring halvdelen eller feerre rigtigt pa brgkopgaverne (andelen af korrekte
svar var pa mellem 22 % og 71% - se tabel 2), mens veesentlig flere svarede rigtigt pa
opgaver med de naturlige tal (andelen af korrekte svar var pd mellem 64 % og 94 % —se
tabel 1). Denne del af analysen viser dermed tydeligt, at arbejdet med de rationale tal
er noget, der bpr have et pget fokus i undervisningen i skolen, s der skabes mulig-
heder for, at eleverne kan udvikle deres talforstaelse, ogsé inden for de rationale tal.

I den centrale del af analysen undersgger vi, hvilke typer af fejlsvar eleverne gi-
ver. Ved at traekke pa begrebet heltalsdistraktorer finder vi, at eleverne ofte benytter
logikker fra regning med de naturlige tal eller benytter algoritmer fejlagtigt. Gen-
nemgdende for de fleste fejlsvar er, at eleverne behandler teeller og neevner for sig
og dermed fragmenteret. Dermed tager de ikke afsaet i en forstéelse af den stgrrelse,
brpken samlet repraesenterer. Dette forhold har vi i artiklen navngivet fragmentbaseret
metode. Ligesom det inden for de naturlige tal er problematisk at have en cifferbaseret
tilgang, er det problematisk at have en fragmentbaseret metode inden for brgker, da
ingen af de to tilgange bygger pa en talforstaelse (jf. fagets laeseplan). Det er sledes
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centralt at fi en opmaeerksomhed pa og et begreb for denne tilgang inden for arbejdet
med brgker - hvilket fragmentbaseret metode giver. Derudover er den fragmentba-
serede metode i hpj grad stettet af heltalsdistraktoren repraesentation, hvor eleverne
ikke ser stgrrelsen som et forhold mellem teeller og naevner.

Analysen af fejlsvar tyder derfor p3, at en stor del af eleverne ikke har opnaet en
tilstreekkelig talforstdelse inden for regning med brpker, og at de dermed ikke benyt-
ter regnestrategier som afseet for lgsningen af brpkopgaverne. Det er her vigtigt at
gentage, at vores analyse netop kun er knyttet til elevernes fejlsvar og kun kan sige
noget om disse, da vi kun har elevernes svar og ikke deres reesonnementer.

Pa trods af at leeseplanen i matematik i de seneste 20 ar har fokuseret pa talforsta-
else og regnestrategier, synes malet siledes ikke at veere naet for en stor gruppe af
elever, nar det kommer til talforstaelse og regnestrategier inden for brgkregning. Det
er problematisk, idet bl.a. dansk forskning har vist, at elever, der foretraekker regne-
metoder, der bygger pa talforstéelse, ser ud til at klare sig bedre i matematik end de
elever, der foretreekker standardalgoritmen eller simple teellestrategier (Joelsdottir
et al,, 2024). Brgker er tilmed blevet betragtet som en gatekeeper videre i elevernes
matematiske udvikling. Man kan saledes se, at de elever, som ikke opbygger en for-
stdelse af brgker, har en meget begraenset videre udvikling i matematikken (Siegler
et al, 2012). Det kan bl.a. forklares ved, at brgker ogsé spiller en central rolle i arbejdet
med de to andre repraesentationer af rationale tal — at forstd procent giver kun me-
ning, hvis man forstar, hvad hundrededele er. Det samme gzelder, nar vi skal forsta
positionen hundrededelspladsen inden for decimaltal.

Broker og talforstelse

I arbejdet med at opbygge elevernes talforstaelse er det centralt, at der arbejdes med
elevernes fleksibilitet og adaptivitet i forhold til regnestrategier. Hvis eleverne skal
opbygge fleksible regnestrategier, kreever det, at undervisningen laegger veegt pa, at
der er flere mader, hvorpa eleverne kan udvikle lgsninger af brgkopgaver. Lad os bruge
opgaven 2: % (FP9 2024, 10.3) som eksempel: Her ville eleverne kunne lgse opgaven
ved brug af forskellige repraesentationer som fx en tallinje, et cirkeldiagram eller en
blokmodel. En strategi ville veere at tage afseet i malingsdivision og sige: Hvor mange
halve kan der leegges i forleengelse af hinanden for at na op pa 2? Formuleret som
et konkret eksempel kunne det lyde: Hvor mange kartoner meelk a % lkanvifdaf21
maelk? En anden strategi kunne veere at tage afseet i en omskrivning til decimaltal:

02—5 = ? = 4 eller 2: 0,5 = 20: 5. Med afszet i den abstrakte repreesentation kunne en
tilgang veere at sige % = % = % = 4, det er dog ikke en strategi, der ofte er brugt i
2 2

folkeskolen, men den bunder i tanken om, at det er let at dividere med 1 og derfor
forleenge, sd der star 1i nevneren. Det er i dén forstéelse, udtrykket “gange pa kryds”

MONA 2026-2

21



22

Pernille Ladegaard Pedersen, Christian Gregersen Brix & Bent Sortkaer ARTIKLER

bunder. Ved at lade eleverne arbejde med disse (og flere) forskellige tilgange til regning
med brpker opbygges deres repertoire, og de far derved stgrre mulighed for at handle
fleksibelt i forhold til regnestrategier.

Pa baggrund af arbejdet med talforstaelse og regnestrategier vil eleverne sidelg-
bende opbygge deres adaptivitet, det vil sige evnen til at veelge en passende strategi
til en given situation. Her er det selviplgelig helt centralt, at eleverne har forskellige
strategier at veelge imellem, idet et valg kraever, at man har noget at veelge imellem
(Heinze et al.,, 2009). Til adaptivitetsbegrebet er der saledes knyttet en kvalitetsvur-
dering - for hvad vil det sige, at noget er passende? Her er det vigtigt at understrege,
at kvalitetskravet ikke er knyttet til en ydre vurdering, men er knyttet til den enkelte
person, for hvad der er passende i en given situation, afheaenger af personen. Hvilken
strategi der vaelges for at lgse 2: % er saledes afheengigt af bade elevens talforstaelse
og affektive forhold knyttet til opgaven (fx om det er en prgvesituation, lektier, en
klassesamtale, eller om eleven stdr derhjemme og er i gang med en bageopskrift).
Adaptivitet bliver saledes en konsekvens af bade elevens fleksibilitet og den konkrete
tid og det konkrete sted for eleven. Betydningen af tid og sted geelder sdledes ogsa
i vores analyse, hvor eleverne netop sidder i en prgvesituation. Forskningen viser,
at elever har en tendens til at teenke forskelligt, alt efter hvilken kontekst de er sat i
(Carraher et al., 1985; Dela Cruz & Dela Cruz, 2022).

Foruden de naevnte fejltyper kan mange af fejlene desuden forklares med en sam-
menblanding af forskellige regnearter. Man kan diskutere, hvorvidt denne sammen-
blanding er en uhensigtsmaessig brug af fleksibilitet, idet eleverne forsgger at lgse
opgaven pa alternative mader. Vi vil dog argumentere for, at begrebet fleksibilitet er
knyttet til regnestrategier og dermed ogsa til en talforstdelse. Derfor er deres sam-
menblanding i dette tilfeelde ikke et mislykket forspg pa fleksibilitet. Alt i alt giver
elevernes fejlsvar et tydeligt billede af brugen af en fragmentbaseret metode, hvor
eleverne ikke forholder sig til hele brpken, men blot fokuserer fragmenteret pa teel-
leren og naevneren.

Perspektivering

Elevernes manglende udvikling af regnestrategier inden for brgker er kompleks. P4
trods af et tydeligt fokus i matematikfagets leeseplan pa talforstaelse og regnestra-
tegier kan antallet og typerne af fejlsvar tyde pa, at der har veeret en manglende
opmarksomhed pa, hvordan disse udvikles yderligere. Nationalt Center for Udvikling
af Matematikundervisning udgav i 2024 materialet Feelles indsats for tal og algebra
(2024), som kommer med et bud p&, hvordan man kan arbejde med brgkbegrebet i
skolen.
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Artiklen her skriver sig ind i denne indsats ved pa baggrund af elevernes fejlsvar at
give et indblik i, hvordan talforstaelse og regnestrategier aktuelt kommer til udtryk
hos en stor del af afgangseleverne. Et naeste skridt frem mod at styrke elevernes an-
vendelse af talforstaelse og talbaserede strategier i arbejdet med brgker kunne veere
at underspge og forstd, hvordan leerere arbejder med at tilretteleegge og gennemfopre
undervisningen. Derved kunne vi f& mere viden om, hvilke udfordringer og poten-
tialer leererne oplever og meder i den daglige undervisning ude i klassevaerelserne.
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English abstract

Arithmetic strategies influence students’ mathematical development throughout school, yet research
on strategies involving rational numbers is limited. This article explores arithmetic strategies in rela-
tion to fractions. We introduce the concept of a fragment-based methods and apply it to an analysis of
incorrect answers from Denmark’s 9th-grade national math exam without aids. The analysis reveals
a prevalence of poor number sense and the frequent use of fragment-based methods. When teaching
fractions teachers should aim to support students in developing their own strategies, enabling them to

master a broad repertoire of approaches and apply them adaptively and flexibly.
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