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Abstract: Reesonnementer og beviser er centrale i matematikundervisningen, men vi mangler viden
om hvordan der kan arbejdes med dette i en dansk indskolingskontekst. Med udgangspunkt i Stylia-
nides’ tre karakteristika for et matematisk bevis — accepterede udsagn, gyldige argumentationsformer
og passende repreesentationer — undersgger vi indskolingselevers reesonnementer og beviser ndr de
arbejder med szerligt designede raesonnementsopgaver, i et kvalitativt interventionsstudie. Analysen
viser at eleverne udvikler relativt sofistikerede reesonnementer, og at der er progressioner i deres mdder
at argumentere og repraesentere pd fra 1. til 3. klassetrin. Vi konkluderer at der er et stort potentiale i

at arbejde mdlrettet med reesonnementer og beviser i indskolingen.

Indledning

At raesonnere matematisk beskrives ofte som en essentiel del af matematikken: “[...] at
reesonnere matematisk er lige sa afggrende for at kunne forstd og anvende matematik,
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som tekstforstdelse er for leesning” (Ball & Bass, 2003, s. 29, vores oversattelse). Der
har de sidste 20 ar veeret et pget fokus pa at reesonnere og bevise i laeseplaner. Inter-
nationalt har fx National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) haft fokus pa
“reasoning and proof” i skolematematikken med Principles and Standards (2000), og i
Danmark blev reesonnementskompetencen indskrevet i Feelles Mal for alle klassetrin
i grundskolen i 2009. Hermed blev arbejdet med reesonnementer og beviser ogsa en
del af indskolingens matematikundervisning. Forskningen viser imidlertid at mange
leerere og elever oplever at det er sveert at arbejde med reesonnementer (fx Boaler,
2019). Derfor gennemfgrte vi i efteraret 2021 et interventionsstudie for at underspge
hvordan danske indskolingselever reesonnerer og beviser i matematikundervisningen.
Nogle af de deltagende leerere udtrykte nysgerrighed, men ogsa tvivl —for kan danske
indskolingselever raesonnere og bevise? Fx udtaler en leerer:

“Jeg er mega imponeret over hvad de fik ud af det. [...] Jeg havde godt teenkt at der er
masser der nok skal finde den rigtige lpsning, men om de forstar hvorfor eller hvad der
er sket, det var jeg faktisk ikke helt overbevist om. Og det var der rigtig mange der gjorde,

sé det er jeg meget imponeret over.”

Som citatet antyder, er der et potentiale for at arbejde med reesonnementer i de yngste
klasser, men der er samtidig brug for en tydeligggrelse af hvordan dette kan forstas
og gores 1 praksis i undervisningen. For selvom raesonnement er et udbredt mate-
matikdidaktisk begreb, er det ikke forskningsmaessigt entydigt defineret, og det kan
derfor veere vanskeligt at ga til og vanskeligt for leerere at bruge i praksis. I artiklen
ser vi reesonnementer som bade proces og produkt. Som proces er det at reesonnere
noget eleverne ggr mens de arbejder med specifikke typer af opgaver og aktiviteter.
Som produkt er reesonnementerne det der kommer ud af elevernes arbejde, fx i form
af skriftlige og mundtlige forklaringer og begrundelser. Denne artikel belyser indsko-
lingselevers arbejde med reesonnementer og beviser ud fra forskningsspprgsmalene:

1. Hvad g¢r danske indskolingselever nar de raesonnerer og beviser?
2. Hvilken progression er der i elevernes reesonnementer fra 1. til 3. klasse?

I neeste afsnit giver vi et overblik over forskning i elevreesonnementer og beviser i sko-
len med fokus pa indskolingen, hvorefter projektets design, metode og analyseramme
preesenteres. I de efterfplgende analyser besvarer vi artiklens to forskningsspgrgsmal
ud fra udvalgte eksempler pd indskolingselevers arbejde med reesonnementer og
beviser. Artiklen afsluttes med en diskussion og konkluderende pointer.
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Forskningsoverblik

Reesonnementer og beviser er en central del af matematik: “Hvis problemlgsning er
‘matematikkens hjerte’, si er bevisets dens sjeel ... [disse to] herer uadskilleligt sam-
men” (Schoenfeld, 2009, s. xii, vores oversaettelse). At reesonnere og bevise kan udfylde
forskellige funktioner, men til vores formal er det centralt at de begge sigter mod at
skabe mening med matematiske begreber og relationer. Hvis man fx tror at noget
haenger matematisk sammen pa en bestemt made, sa forsgger man at finde ud af
hvorfor det skulle veere sddan — og selv hvis det viser sig at man har taget fejl, s har
man leert noget om faeenomenet i processen (Schoenfeld, 2009). Denne meningsska-
bende funktion fremhaeves iszer i relation til undervisning pa de yngste klassetrin,
hvor den gar godt i trdd med elevernes medfpdte nysgerrighed efter at vide hvorfor
ting fungerer som de ger, og deres nysgerrighed efter at forstd hvorfor ting er som de
er (Stylianou et al,, 2009). Ved at leere selv at kunne skabe mening i matematikken og
selv at kunne afggre om noget matematik er rigtigt eller forkert, kan elever leere at
stole pa egen evne til at reesonnere (Schifter, 2009, s.71), og de bliver sdledes mindre
afhengige af andres vurderinger, fx leererens, leerebogens eller klassekammeraternes.

Et overveeldende antal studier viser imidlertid at det er vanskeligt for elever at
lzere at reesonnere og bevise, og ogsa at det er vanskeligt for leerere at undervise i det
(Stylianides, 2016). Det er fx veldokumenteret at elever i udskolingen og gymnasiet
har problemer med at forstd hvad et bevis er (de szetter ofte deres lid til empiriske
argumenter), at forstd logikken og metoderne i bevisfgrelse og at forsta det mate-
matiske sprog og den matematiske symbolik (Stylianou et al.,, 2009). Mange af disse
problemer kan tilskrives elevers manglende muligheder for at danne mening med
beviser og for at erkende bevisers forklarende natur (Stylianou et al., 2009). Forsknin-
gen i zldre elevers lering af beviser dominerer, og vi ved siledes kun lidt om yngre
elevers leering af reesonnement. De fa eksisterende studier viser imidlertid at indsko-
lingselever kan udvikle meningsfulde argumenter som ogsé indeholder frg til hvad
matematikere ville acceptere som formelle beviser (Schoenfeld, 2009). Studier har fx
vist at yngre elever kan udvikle uformelle deduktive argumenter sdsom bevis ved
inspektion, give modeksempler og formulere rekursive argumenter (Maher, 2009).

Selvom yngre elever kan siges at kunne argumentere deduktivt, s& forstds raeson-
nement og beviser i indskolingen anderledes end pa de eeldre klassetrin. P4 zeldre
klassetrin ses beviser typisk som en kaede af logisk sammenhsengende argumenter
der er formuleret formelt i et symbolholdigt sprog. Frem for at fokusere pa formalitet
og symbolsk notation er fokus pé de yngste klassetrin ofte pa at engagere elever i lo-
giske reesonnementer og forklaringer der giver mening i forhold til den sammenhaeng
de indgar i, og i forhold til elevernes faglige niveau. Der er altsa tale om en bredere
forstdelse af beviser som en socialt konstrueret proces hvor normerne for hvad der
udger acceptable argumenter, har flydende greenser der til en vis grad aftheenger af
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den enkelte klasse (Stylianou et al,, 2009). En sadan forstaelse af reesonnementer og
beviser er fremtraedende i Stylianides’ definition af et bevis, der har tre karakteristika:

1. Beviset bygger pa sande udsagn der er accepteret i klassen og dermed ikke kraever
yderligere argumentation (accepterede udsagn).

2. Beviset benytter gyldige argumentationsformer der er kendt af, eller som begrebs-
maessigt ligger inden for reekkevidde af, klassens feellesskab (argumentationsformer).

3. Der kommunikeres i udtryks- og repraesentationsformer der er passende og kendt
af, eller som begrebsmeessigt ligger inden for reekkevidde af, klassens feellesskab
(repraesentationsformer) (Stylianides, 2016, s.13, vores overseettelse).

Med definitionen forspger Stylianides at opna en balance mellem matematik som
disciplin og elever der er ved at leere matematik. Begreberne sande og gyldige skal
saledes forstds i forhold til hvad der er accepteret i matematikkens verden, samtidig
med at definitionen foreskriver at beviset ogsa afheenger af hvad der er passende i
forhold til - og accepteret og kendt af —klasserummets feellesskab. En styrke ved Sty-
lianides’ definition er at den kan bruges pa tveers af klassetrin da de tre karakteristika
skal forstas i relation til et klasserum. Fx kan et uformelt argument om at summen
af to ulige tal er lige ved brug af centicubes ses som et bevis i de yngre klasser, mens
det i udskolingen ville kraeve et formelt argument og brug af algebraisk notation.

Flere andre studier peger ligeledes pé at repraesentationer er afggrende for yngre
elevers muligheder for at kunne reesonnere og bevise. Fx foreslar Schifter (2009) et
sakaldt repraesentationsbaseret bevis der bygger pa hendes og kollegers omfattende
undersggelser af hvordan yngre elever bruger repreesentationer som et redskab til at
reducere abstraktion og bygge deduktive argumenter. I et andet studie knytter Maher
(2009) elevers reesonnementsaktiviteter teet til hvordan de bruger repreesentationer
til at teenke og danne mening med matematiske idéer.

Studier peger desuden pa at en klasserumskultur preeget af problembehandling,
kommunikation og hypotesedannelse understgtter yngre elevers udvikling af beviser
og reesonnementer (Reid & Zack, 2009). Altsa en kultur hvor eleverne opfordres til at
stille spprgsmal, at forstd egen og andres teenkning, at udvikle hypoteser og bygge
argumenter for disse samt at tale om deres egen teenkning og sammenligne mate-
matiske idéer (Stylianou et al., 2009). Dette skal ses i modsaetning til at praesentere
elever for beviser og lade dem gve sig i at gentage dem (Maher, 2009).

Metode, design og analyseramme

Projektet “Hvordan kan du vide det?” blev udfgrt som et samarbejde mellem Kgben-
havns Professionshgjskole og fem sjeellandske folkeskoler i efteraret 2021. Projektet er
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designet som et kvalitativt interventionsstudie og blev gennemfgrt i 28 indskolings-
klasser med deltagelse af 19 matematikleerere.

Inspireret af Stylianides (2016) udviklede vi tre versioner af tre forskellige raesonne-
mentsopgaver, hvor versionerne var malrettet hhv. 1, 2. og 3. klassetrin. De ni opgaver
handlede om at raesonnere i forhold til et begreenset antal tilfeelde, og hver opgave
lagde op til at eleverne efterfplgende skulle generalisere deres raesonnement til et
stgrre antal (men ikke til en meengde af tal, sdsom de naturlige tal). Eleverne kunne
saledes lgse flere af opgaverne ved systematisk at opteelle alle mulighederne, hvilket
er en gyldig argumentationsform i denne kontekst. Til hver opgave udviklede vi en
lektionsplan og en leerervejledning. Laerervejledningerne var inspireret af NCTM’s
(2008) reesonnementscyklus, og de stilladserede undervisningens organisering, bl.a.
ved at leegge op til elevarbejde efterfulgt af feelles klasserumsdiskussioner.

P& hver skole deltog alle projektets leerere i et indledende mgde hvor opgaverne og
leerervejledningerne blev introduceret, og leererne udvalgte den opgave de ville afprg-
ve ién undervisningslektion. En-to af artiklens forfattere tog feltnoter og videofilmede
afprgvningerne, og elevprodukter blev indsamlet hvor det var muligt. Under klasse-
rumsdiskussioner og opsamlinger var fokus for videoobservationen pé leererens in-
teraktion med klassen, og under elevernes selvsteendige arbejde blev der fokuseret pa
en-to grupper af elever. Hver lektion blev efterfulgt af en refleksionssamtale mellem
leerer og observatgr(er), og efterfplgende blev der skrevet en feltforteelling af en af ob-
servatgrerne.

Et overblik over alle afprgvninger af opgaven viste at opgaven “Pdkleedningspro-
blemet” var benyttet i 14 lektioner, fordelt over 1. til 3. klasse pa fire skoler. Dette gav
mulighed for at undersgge elevernes arbejde med reesonnementer og beviser pa tveers
af de tre klassetrin og gav os samtidig mulighed for at spore en eventuel progression.
I “Pakleedningsproblemet” har Tante Tut et antal forskelligfarvede hatte og frakker,
og leerervejledningerne opfodrer til at iscenesaette opgaven ud fra spgrgsmalene: “Pa
hvor mange forskellige mader kan Tante Tut kleede sig pa? Hvordan kan man vide at
man har fundet alle de forskellige méder? I kan tegne de forskellige muligheder eller
bygge dem med centicubes.” Fra 1. til 3. klasse ggedes antallet af Tante Tuts hatte
og frakker, og i 3. klasse lagde opgaven yderligere op til at eleverne skulle udvikle et
modbevis til en pastand fra leereren.

Artiklens analyser bygger pa fplgende empiri fra afprgvninger af “Paklaednings-
problemet”:

Videooptagelser fra 14 lektioner (fem 1. klasser, syv 2. klasser og to 3. klasser)
Transskribering af udvalgte videosekvenser

* Feltnoter og -forteellinger

» Elevprodukter.
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Empirien analyseres med udgangspunkt i Stylianides’ (2016) definition af et mate-
matisk bevis. Dette er valgt som analyseramme fordi reesonnementer og beviser er i
spil som bade proces og produkt. Samtidig giver tilgangen mulighed for at analysere
forskelle og progressioner mellem klassetrinnene da definitionen netop rummer en
bredere forstdelse af beviser, som en socialt konstrueret proces, der skal ses relativt
til klassens faglige niveau.

For hvert klassetrin har en-to af artiklens forfattere lavet en overordnet analyse for
at indkredse eksempler pa elevreesonnementer og -beviser ud fra Stylianides’ tre krav.
I den forbindelse er udvalgte videosekvenser blevet transskriberet og diskuteret i for-
fattergruppen. Pa baggrund af disse diskussioner er der udvalgt tre eksempler fra hvert
klassetrin som paradigmatiske cases (Flyvbjerg, 2013). Eksemplerne skal altsé ses som
nogle af de bedste eksempler pa elevreesonnementer somi stgrre eller mindre grad fal-
der under Stylianides’ definition af et bevis. For hvert klassetrin beskriver vi desuden
hvordan eleverne generelt reesonnerede, for ogsa at give et mere repreesentativt billede.

Né&r indskolingselever raesonnerer

1. klasse

I1. klasse arbejdes med en variant af opgaven hvor Tante Tut har to hatte og tre frak-
ker. Efterfplgende far Tante Tut endnu en hat, og eleverne skal forspge at generalisere
deres fprste svar og begrunde hvor mange muligheder Tante Tut nu har.

Pé tveers af de fem 1.-klasser er det karakteristisk at eleverne arbejder med “Pékleed-
ningsproblemet” pa en ikke-struktureret made i begyndelsen. De bygger muligheder
i centicubes eller tegner dem uden at veere systematiske. De sammenligner en ny
mulighed med dem de allerede har lavet, og nogle elever forsgger ved denne form for
inspektion at begrunde at de har fundet alle mulighederne. Mange elever udvikler
dog i lpbet af lektionen en systematik for bedre at kunne overskue mulighederne.
Det er kun ganske fa elever der bruger systematisk opteelling allerede fra starten af.

Eksempel 1.1

En elev har tegnet de seks muligheder:

Figur 1. Elevillustration 1.1
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Eleven benytter en systematisk tilgang til at tegne frakkerne (hvid, sort, gul, hvid,
sort, gul), men ikke til at seette hattene pa. Eleven forspger efterfgplgende at forklare
sin systematik, men famler meget. Hun bliver ved med sige “Det er fordi der er tre...”,
men kan ikke formulere sammenhaengen. Til sidst udbryder hun: “Det har jeg glemt.”
Eleven udvikler en begyndende systematisk tilgang til opgaven, men kan i sidste ende
ikke helt artikulere de tanker der ligger bag. Derfor har eleven endnu ikke udviklet et
bevis ifplge Stylianides’ definition.

Eksempel 1.2

En klasse har skiftet Tante Tut ud med klassens maskot —Le Chef —og her har en elev
tegnet kokkehuer og T-shirts som vist pa figur 2. I stedet for at arbejde med to hatte
og tre frakker arbejder denne klasse med kokkehuer og T-shirts som hver findes i tre
forskellige farver.

Figur 2. Elevillustration 1.2.
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Leereren spgrger “Hvorfor synes du at du er feerdig?”, hvortil eleven svarer “Fordi jeg
har gjort det i reekkefplge med de tre farver ... pd bluserne [...] Jeg startede med den
bld, og sa satte jeg de tre farver her pa [peger pa kokkehuerne over de bla T-shirts],
og sa gjorde jeg det samme med grgn og gul”. Eleven bruger det accepterede udsagn
om at en mulighed bestar af en kokkehue og en T-shirt i forskellige farver eller med
samme farve. Eleven teeller systematisk alle mulighederne op ved fgrst at tegne alle
mulighederne med en bla T-shirt og dernzest dem med en grgn og en gul T-shirt, og
eleven bruger samtidig mundtlige formuleringer med udgangspunkt i tegninger
som er accepterede repreesentationsformer i klassen. Ifplge Stylianides’ definition har
eleven altsd udviklet et bevis for at det samlede antal af muligheder er ni.

Eksempel 1.3

En elev begrunder hvordan han kan vide at der er seks muligheder: “Hun kan tage
den rgde hat pa og s den gule og den hvide og den sorte frakke. Og det samme med
den grenne hat.” Eleven har bygget fplgende figurer i centicubes sammen med sin
sidemakker:

Figur 3. Elevillustration 1.3.

Elevens argument minder om argumentet fra eksempel 1.2, selvom de to elever re-
presenterer mulighederne forskelligt. Af samme grund opfylder elevens argument
Stylianides’ definition pa et bevis.
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Leereren lader Tante Tut fa en lilla hat ogsa. En ny elev begrunder at der nu er ni
muligheder fordi “det er tre gange tre”. Leereren spgrger efter uddybning, og eleven
svarer:

E: Det er fordi én hat kan passe pa de tre, og den anden kan ogsa passe pa de tre, og
den tredje kan ogsa. Og det er jo det samme som 3 gange 3, og det er jo 9.

L: Det er fuldsteendig rigtigt. Hvad hvis man havde 10 hatte og 4 frakker?

E: Sa ville der veere 40. Pa grund af at 4 gange ... nej, 10 gange 4, det ...

Eleven viser at han har forstaet systematikken der ligger til grund for at besvare denne
type af opgaver, og han benytter det til at begrunde en generalisering af opgaven.
Eleven har tydeligvis indset at hver hat giver sd mange muligheder som der er frakker.
Nar eleven skal svare pa hvor mange muligheder 4 hatte og 10 frakker giver, neevner
han ikke at hver hat giver 10 muligheder; i stedet giver eleven blot regnestykket “10
gange 4”.

2. klasse
I 2. klasse har Tante Tut to hatte og syv frakker. I forleengelse heraf skal eleverne
begrunde antal muligheder hvis Tante Tut far én hat mere.

I de syv 2.-klasser arbejder mange elever med en systematik fra begyndelsen,
mens andre indser et behov for systematik undervejs i deres underspgelse. Klas-
serne har adgang til forskellige repreesentationer. Nogle har bade centicubes og
farveblyanter, nogle har yderligere et papir med 24 ufarvede illustrationer af Tante
Tut, og andre et ark hvorpa der er tegnet to hatte og syv frakker. Alligevel udvikler
mange elever deres egen repraesentation ved at tegne hattene og frakkerne sa de
ligner, eller ved at tegne en abstraktion af dem med brug af farver. Nogle elever
supplerer desuden farverne med bogstaver. Eleverne inddrager hverdagsreferencer
som accepterede udsagn i deres argumentation, og ofte bruger de et komprimeret
sprog i deres argumentation.

Eksempel 2.1

To elever arbejder systematisk med opgaven. De deler det papir som de begge tegner
pa, men de tegner stadig hver deres lpsning. Den fprste elev (til hgjre i figur 4) tegner
forst to opdelte raekker med syv gronne og syv rgde hatte, hvorefter hun tilfgjer en
frakke som et lille farvet felt under hver hat.

MONA 2024-1
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Figur 4. Elevillustration 2.1.

Leereren spgrger til antal muligheder, og de to elever svarer samstemmende: “Vi tror
det er 14.” Leereren svarer: “Her skal vi vide det, og hvordan ved I det?” Den ene elev
peger pa tavlen hvor farverne er skrevet op: “Hun kan have r¢d pa gren, gul, sort, hvid,
rgd, blé og lilla.” Leereren samler op: “Sa hvor mange mader er det?”, hvortil eleven
svarer at det er 7. Herefter fortsaetter eleven nu med gren hat: “Og hvis man tager
gron pa gren, gul, sort, hvid, rpd, bla og lilla,” hvortil lzereren igen spgrger til antal
muligheder, og begge elever svarer 14. Elevernes systematiske opteelling understgt-
tes af accepterede udsagn om at antallet af muligheder med grgon hat og antallet af
muligheder med rg¢d hat skal adderes. Hermed giver eleverne et bevis i Stylianides’
forstand fordi de tre krav er opfyldt.

Eksempel 2.2

I en klasse siger laereren: “S& star Tante Tut nede i tpjbutikken, og s kan hun ikke
finde ud af, skal jeg kgbe en frakke mere, eller skal jeg kgbe en hat mere, for at have
flest mulige muligheder ... for at jeg har flest forskellige méder at tage min frakke og
hat pa? Er det smartest hvis jeg kgber en hat mere eller en frakke mere?” En elev sva-
rer og begrunder: “En hat ... ghh, for hvis man tager fx en gul, s kan man ikke szette
den sammen med de andre, altsd hvis man veelger ... altsa sddan hvis man veelger en
frakke, s kan man ikke szette den sammen med de andre frakker.” Eleven bruger et
accepteret udsagn om at frakker kun kan kombineres med hatte, til at reesonnere sig
frem til at det ma veere en hat.
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Eksempel 2.3

En gruppe pa fem elever far udleveret et ark med syv frakker og to hatte, alle i forskel-
lige farver. En elev peger forst pa en frakke og sd pa den rgde hat, sd en anden frakke
og igen den rgde hat. Hun fortseetter til alle mulige par med den pageeldende hat er
identificeret, hvorefter hun siger “prov at se, vi skal bare se aaaallesammen, for det
var bare hvor mange.” Det er dog ikke alle i gruppen der accepterer denne argumen-
tationsform, og efter en diskussion om andre mader at finde ud af det pa beslutter
to elever at lave deres egen repraesentation. Fprst tegnes 14 frakker og sa to hatte. En
anden elev forstar ikke hvorfor de har tegnet 14 frakker nar der kun er syv i opgaven.
Den ene forklarer: “Det er fordi nar der er syv frakker, sa skal hver hat jo have syv
frakker. Den her skal have syv, og den her skal have syv [peger pa hver hat], og sa
giver det 14.” En elev understgtter argumentet ved at henvise til en hverdagssituation:
“[...] det er én [frakke] om dagen —men hun har 14 dage —sd har hun den pa to dage
[peger pa en frakke], en til en gren hat og en til en rgd hat.” En anden elev foreslar at
dele de 14 dage i to uger, og tegner figur 5, mens den fgrste elev uddyber: “Ja, for hun
tager den samme frakke pa i den uge og den uge, men sa er der til gengzeld to forskel-
lige hatte p4.” Selvom en elev er udfordret i forhold til at forstd argumentet, s er det
dog begrebsmaessigt inden for reekkevidde for gruppen da de andre elever er i stand
til at forklare det. Gruppen udvikler derfor et bevis der opfylder Stylianides’ tre krav.

Figur 5. Elevillustration 2.3.

MONA 2024-1

17



18

Kasper Hgijbjerg, Charlotte Krog Skott, Ida Redder Honoré, Mette Amalie Fischer & Steffen Overgaard

3. klasse
I3.klasse har Tante Tut tre hatte og tre frakker. Efter at have arbejdet med dette pro-
blem skal eleverne forholde sig til en pastand fra leereren om at Tante Tut vil have
18 muligheder for at kleede sig pa hvis hun far yderligere tre tasker. Eleverne skal i
udgangspunktet ikke finde det rigtige antal, men tage stilling til leererens pastand.
I de to 3.-klasser far eleverne stillet farveblyanter og papir til radighed, og de skal
dermed selv lave hensigtsmaessige repreesentationer af problemstillingen. Det er ken-
detegnende for elevernes repreesentationer at alle elever, enten fra begyndelsen eller
efter kort tid, laver abstrakte gengivelser af hatte, frakker og tasker i form af prikker
eller streger. De fleste elever indbygger en systematik i deres repraesentation som
gor det lettere for dem at begrunde antallet af muligheder. Nogle elever er hurtige til
at finde et (rigtigt) resultat af opgaven, men skal stgttes i at lave et egentligt bevis.

Eksempel 3.1

To elever repraesenterer problemstillingen ved at tegne tre prikker i samme farve som
hattene gverst pa papiret og tre prikker nedenunder i samme farver som frakkerne. En
elev anvender repraesentationen til at lave en systematisk opteelling af antal mulighe-
der. Hun tegner streger fra fprste prik (hat) til hver af de tre prikker (frakker) og teeller “1,
2,3”. Derefter fra den neeste prik til hver af frakkerne, “1, 2, 3, og til sidst fra den tredje
prik til hver af de tre frakker, “1, 2, 3”. Eleven har identificeret et mgnster og konklude-
rer spprgende og stadig lidt usikkert: “Sa er der 9 muligheder. Kan man ggre sddan?”

K (i ;

Figur 6. Elevillustration 3.1.

Eleven laver et matematisk bevis idet det opfylder Stylianides’ tre krav. Implicit bruger
hun sande udsagn som er accepteret af klassen. De er teet koblet til opgavens kontekst,
fx at til én hat kan der kobles tre frakker. Hun argumenterer ud fra en systematisk
opteelling som er accepteret som en gyldig argumentationsformiklassen. Det samme
geelder for hendes repraesentationsform.

MONA 2024-1



ARTIKLER Hvordan kan du vide det2 Indskolingselevers raesonnementer og beviser

Eksempel 3.2

To elever arbejder pé at afggre om leereren har ret i at Tante Tut har 18 muligheder
med tre hatte, tre frakker og tre tasker. De veelger at tegne alle mulighederne op.

Figur 7. Elevillustration 3.2.

Efter de har tegnet den fgrste reekke med rg¢d frakke, spgrger leereren ind til deres
arbejde. De siger: “Vi tror det er 27. Vi har ikke lavet det faerdigt, vi har kun lavet det
til rpd.” Det virker til at eleverne er pa vej til at lave et bevis i Stylianides’ forstand,
men de er stadig lidt usikre. Da de har lavet hele opteellingen, laver de to regneudtryk
som viser en made at beregne resultatet pd. De to elever er nu selv overbeviste om
svaret, hvilket peger pé at udviklingen af reesonnementet har haft meningsskabende
betydning for eleverne.

Eksempel 3.3

Ien klassesamtale presser leereren eleverne ved ikke at acceptere deres pastande som
beviser, hvilket er med til at skeerpe elevernes argumentation. Laereren siger bl.a.: “Jeg
har jo ikke veeret nede og kontrollere om det er rigtigt, men indtil videre har I ikke
helt overbevist mig med ord.” Det affpder en begrundelse fra en elev: “Forst troede
jeg ogsé at der er 18, men det er der ikke, for der er 27. Det er fordi man kan laegge en
hvid taske til alle de 9 vi havde fgr, du kan ogsa leegge en brun til alle de 9 fra fgr, og
en sort taske. Og s& har du 3 gange 9.”
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Figur 8. Elevillustration 3.3.

Leereren accepterer begrundelsen som bygger pa en accepteret sandhed om at der er
9 muligheder i lpsningen fra fpr. Der anvendes systematisk opteelling som argumen-
tationsform, og reesonnementet praesenteres for klassen i en acceptabel mundtlig
udtryksform som er understgttet af en tegning (figur 8) pa elevens papir. Altsa er
Stylianides’ tre krav opfyldt.

Progressionen i indskolingselevernes raesonnementer

Vi besvarer artiklens andet forskningsspgrgsmal ved at analysere progressionen i
Stylianides’ tre krav til et bevis pa tveers af de tre klassetrin.

P3 alle klassetrin bruger eleverne accepterede udsagn i deres arbejde hvoraf nogle
ikke npdvendigvis er direkte synlige. En del af disse accepterede udsagn eksisterer
allerede i klassefaelleskabet, mens andre bliver udviklet i lpbet af lektionen. Der er
séledes pa alle klassetrin et behov for at afklare og acceptere opgavens praemisser.
Fx spgrger en elev efter introduktionen om man ogsa kan have to hatte pa samtidig,
hvilket bliver afklaret sd alle elevers reesonnementer kan bygge pé det accepterede
udsagn at en mulighed bestdr af én frakke og én hat. Det er indbygget i alle tre ver-
sioner af opgaven at eleverne skal generalisere deres fund til stgrre tal. 1. og 2. klasse
far Tante Tut en hat mere, og i 3. klasse skal eleverne forholde sig til lzererens pastand
om et bestemt antal muligheder. P4 alle klassetrin ses eksempler pa at eleverne ind-
drager tidligere accepterede metoder og resultater i deres videre reesonnementer, fx
eksempel 1.3, 2.2 og 3.3.

I alle tre versioner af opgaven er systematisk optelling en gyldig argumentati-
onsform.

P4 1 klassetrin begynder eleverne typisk med en udtpmmende tilgang ved lgbende at
sammenligne en ny mulighed med dem de allerede har fundet. Nar de ikke kan finde
flere, konkluderer de at alle muligheder er fundet. Denne argumentationsform er i
udgangspunktet ikke gyldig, men den kan initiere en form for systematik og dermed
veere et fprste skridt pa vejen mod en gyldig argumentationsform. Nar eleverne skal
generalisere til stgrre antal, benytter de ogsa andre gyldige argumentationsformer. I
eksempel 1.3 ser vi fx en 1. klasseelev der bruger det kombinatoriske bdde-og-princip.
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Noget tilsvarende sker i 2. klasse i eksempel 2.1 hvor eleverne slutter at én ny hat giver
det samme antal muligheder som hver hat gjorde fgr det. I 3. klasse mgder eleverne
en anderledes udfordring i form af leererens pastand. Flertallet af eleverne udvider
deres lpsning af opgaven fra fgr for at finde svaret pd det nye antal muligheder og
sammenligner det dernzest med de pastdede 18 muligheder. Eleverne modbeviser
altsa leererens pastand ved at finde det korrekte antal (27), hvilket er en gyldig argu-
mentationsform. Dette kan fx ses i eksempel 3.2 og 3.3. Der ses altsd en progression
fra mere uformelle argumentationsformer til mere formelle og deduktive argumen-
tationsformer pa tveers af de tre klassetrin.

Fra1.til 3. klasse ses en tydelig progression i de repraesentationsformer som eleverne
tegner eller bygger.11. klasse laver eleverne mere virkelighedstro repraesentationer af
opgaven, hvor de er optaget af at repraesentationerne ligner en hat eller frakke. Fx ses
det pd elevillustration 1.3 at eleverne har bygget Tante Tuts krop. I 3. klasse benyttes
ihpjere grad mere abstrakte repreesentationer som fx prikkerne i elevillustration 3.2.
Eleverne i 2. klasse blander abstrakte og virkelighedstro repraesentationsformer, fx i
eksempel 2.1 hvor hattene repraesenteres ved noget der ligner en hat, mens frakkerne
repreesenteres ved en farvet firkant. Pa alle klassetrin ses eksempler pa at eleverne
repraesenterer alle mulighederne som tegnede objekter. I 2. og 3. klasse ses ogsa lgs-
ninger hvor mulighederne ikke er repraesenteret direkte som tegnede objekter, men
fx som forbindelseslinjer (eksempel 3.1) eller ved at eleverne peger mellem de tegnede
objekter (eksempel 2.3). En tilsvarende form for abstraktion ses ogsa i 1. klasse hvor den
er koblet til en mundtlig repreesentation som i eksempel 1.3. Fra 1. til 3. klasse ses ogsa
et skift i repreesentationerne af beregninger, somi1. klasse er mundtlige (fx eksempel
1.1), men som i 3. klasse ogsa bliver skriftlige (fx eksempel 3.2 og 3.3).

Udviklingen i og brugen af repraesentationsformer sker pa forskellige tidspunkter pa
de tre klassetrin og er ofte teet koblet til systematisk opteelling som argumentations-
form.I1 klasse bruger eleverne ofte repraesentationer til at oversaette problemet, men
de bruger ikke npdvendigvis repraesentationerne til at understoptte et bevis gennem en
systematisk opteelling. En tegnet ikke-systematisk repraesentation kan besveerligggre
oversaettelsen til et sprogligt formuleret argument som det ses i eksempel 1.1. Her er
centicubes som repraesentationsform mere fleksibel. For selvom eleverne ikke har
bygget Tante Tuts forskellige pakleedningsmuligheder ud fra et systematisk princip,
sa kan eleverne senere laegge dem i en systematisk reekkefplge og bruge reekkefgl-
gen som stgtte nar de skal formulere sig mundtligt (eksempel 1.3). 1 2. klasse forspger
mange elever at angribe opgaven systematisk i form af gestikulerende, mundtlige
og visuelle repreesentationsformer. I eksempel 2.3 ses hvordan eleverne starter med
en sproglig og gestikulerende systematik, men de har sveert ved at oversaette dette
til en systematisk visuel repraesentation. Eleverne bruger en hverdagskontekst til at
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udvikle en visuel og systematisk repreesentation hvor de udnytter at de ved at der er
syv dage pa en uge. I 2. klasse er de visuelle repreesentationsformer altsa ikke ngd-
vendigvis systematiske fra begyndelsen, men bliver det ofte undervejs i elevernes
undersggelser. I 3. klasse arbejder eleverne bevidst systematisk med en eller flere
tegnede repreesentationer fra begyndelsen af lektionen. De bruger ofte repreesenta-
tionen som en bekreeftelse pa deres svar, som i eksempel 3.2, og som en aktiv del af
deres argumentation, som i eksempel 3.1.

Analysen peger altsa pa en klar progression i hvordan eleverne kobler deres argu-
menter til repreesentationerne, herunder hvordan de bruger repreesentationerne til at
understgtte deres systematiske opteellinger. Samtidig ses ogsa en progression mod me-
re abstrakte repreesentationsformer pa 2. og seerligt 3. klassetrin. P4 1. klassetrin er ele-
vernes brug af repraesentationsformen afggrende for deres muligheder for at udvikle et
argument baseret pd systematisk opteelling. Elevernes brug af forskellige repraesentati-
onsformer er ogsa influeret af hvad leereren stiller til rddighed, men overordnet set bru-
ges bade sproglige, gestikulerende og visuelle repraesentationsformer pa alle klassetrin.

Diskussion

Gennem vores interventionsstudie har vi undersgpgt hvordan et lille udsnit af danske
indskolingselever raesonnerer og beviser, og hvilke progressioner der kan ses fra 1. til
3. klassetrin nar eleverne arbejder med seerligt designede reesonnementsopgaver. Vi
diskuterer nu disse opgaver og relaterer projektets resultater og erfaringer til forsk-
ning pa omradet.

Et seerkende ved vores projekt er at de opgaver vi udviklede, fokuserede pa at bevise
flere, men stadig et begraenset antal tilfzelde (jf. “Pakleedningsproblemet”). Opgaverne
kunne ogsa have fokuseret pa at bevise et enkelt tilfzelde, fx at det sidste cifferi 54 er
5 (Stylianides, 2016). Fokus var altsa ikke pa at bevise det generelle tilfeelde, som det
typisk er pa de eldre klassetrin. I en dansk sammenhaeng er det nyt at koble reeson-
nement og beviser til enkelttilfzelde og et begraenset antal tilfaelde. Vores og andre
studier (Stylianides, 2016; Maher, 2009) tyder imidlertid pd at der er et potentiale heri,
seerligt hvis indskolingseleverne skal kunne opleve aktiviteten som meningsfyldt, og
hvis alle elever skal kunne tilgd emnet. Ligesom i mange andre lande (Stylianides,
2016) mangler der dog gode reesonnementsopgaver af denne type i Danmark (Gissel
et al, 2019; Larsen & Lindhardt, 2019).

I projektet kunne vi se at mange elever var vant til at spge leererens eksterne vali-
dering af deres hypoteser og resultater; de var altsa ikke vant til at overbevise sig selv
eller hinanden. For at elever kan leere at tro pa egen teenkning og at skabe mening
i det matematiske indhold gennem reesonnementer, er det centralt at leereren ikke
(altid) anerkender eleverne ved at validere deres resultater, men bruger disse resul-
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tater som udgangspunkt for at hjelpe eleverne med at overbevise sig selv gennem
argumentation. Studier i yngre elevers reesonnementer og beviser peger ogsa pa at
dette er en hensigtsmaessig tilgang (se fx Schifter, 2009). Vores studie peger desuden
pa at arbejdet med reesonnementer i indskolingen i fgrste omgang bgr handle om at
elever validerer egne og andre elevers hypoteser og resultater, bl.a. i klasserumsdis-
kussioner. Det er et skridt pa vejen til at udvikle matematisk selvsikkerhed, og beviser
kan derved blive “et redskab til elevers meningsskabelse i matematik” (Stylianides,
2016, s. 31, vores oversattelse).

For at stgtte eleverne i at udvikle raeesonnementer skal leereren have elevernes
reesonnementer som centralt omdrejningspunkt for undervisningen. Projektets og
artiklens titel, “Hvordan kan du vide det?”, er et spprgsmal som de deltagende lee-
rere blev vejledt til at stille eleverne bade i isceneszettelsen af aktiviteten, i dialogen
med eleverne og i de feelles opsamlinger. Spprgsmalet opfordrer nemlig eleverne til
at begrunde, ikke kun hvordan de er kommet frem til et resultat, men hvorfor deres
resultat, hypotese eller metode ma veere rigtig. Spgrgsmalet er med til at fokusere
pa kernen i matematisk teenkning og opbygningen af matematisk viden. Langt de
fleste af de deltagende lzerere stillede spprgsmalet flere gange i en lektion, men at
kunne stille spprgsmalet pa varierende mader og blive ved med at stille det er ikke
ligetil. For at forstd hvad det kreever af leererne, har vi brug for mere viden og flere
erfaringer end vores begreensede intervention gav mulighed for at opnd. At bruge
sporgsmalet pa udfoldede mader viste sig i nogle tilfeelde ogsé vanskeligt hvis klas-
sens kultur overvejende var fokuseret pa at levere de rigtige svar. Vores studie peger
saledes i samme retning som andre studier der finder at en klasserumskultur preeget af
problembehandling, kommunikation og hypotesedannelse er afggrende for at kunne
stgtte elevers udvikling af reesonnement og beviser (Reid & Zack, 2009; Stylianou et
al.,, 2009).

Repraesentationer spiller en helt afggrende rolle nar eleverne skal leere at reeson-
nere (Maher, 2009; Schifter, 2009; Stylianides, 2016). Elevernes adgang til matema-
tikken er gennem repraesentationer som har til hensigt at reducere abstraktionen i
matematikken. I projektet brugte eleverne forskellige repraesentationer. Nogle byg-
gede hatte og frakker af centicubes, nogle tegnede flotte, vellignende hatte og frak-
ker, andre tegnede prikker eller streger, og nogle elever brugte til sidst en symbolsk
notation. Feelles for elevernes brug af repreesentationer var at de understgttede deres
teenkning og argumentation, fx i eksempel 1.2 og 1.3 hvor eleverne lavede tegninger
der understpttede en systematisk opteelling, og i eksempel 2.3 hvor en elev tilfgjede
uger pa deres tegning og dermed lavede en forbindelse mellem deres repraesentation
og hverdagssituationer. Repraesentationerne er ogsa et centralt redskab nér eleverne
skal kommunikere til andre om deres reesonnementer og beviser. Det understptter
formidlingen af et bevis si elevernes kommunikation bliver mere preecis, idet den
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mundtlige formidling understgttes af handling og illustration. Samtidig hjeelper det
klassekammeraterne med at holde fokus og giver dem mulighed for at gé tilbage og
spprge mere konkret ind til delelementer i beviset. P4 den ene side viser analysen
at repreesentationer var et vigtigt teenke- og kommunikationsredskab for eleverne,
og at det var afgprende at de var velvalgte og rummede muligheder for at eleverne
kunne ggre dem til deres egne. P4 den anden side sd vi ogsa ngdvendigheden af at
leereren stgtter eleverne i at udvikle dem til mere hensigtsmaessige og konventionelle
repraesentationer. Et eksempel er 3.1 hvor to elever har lavet en prik-repreesentation
med streger imellem der viser antallet af muligheder. Repraesentationen minder
meget om et traditionelt teelletree, og med stptte til udvikling af repraesentationen
i den retning ville eleverne kunne udvikle en generel repraesentation til lgsning af
denne type opgaver. Et andet eksempel er at repraesentationerne ofte gik tabt i de
feelles diskussioner i de deltagende klasser, idet formatet ofte var en klassesamtale
hvor eleverne rent mundtlig fortalte klassen hvordan de havde teenkt og argumen-
teret. For de elever der ikke selv var kommet i mal med eget reesonnement, kunne
det veere meget sveert at fplge de andres reesonnementer uden de understpttende
repraesentationer.

Konklusion

Vores analyser viser hvordan danske indskolingselever kan reesonnere og bevise nar
de arbejder med szerligt designede reesonnementsopgaver. Allerede i 1. klasse ud-
viklede eleverne uformelle deduktive beviser ved systematisk opteelling, og i 2. og
3. klasse begyndte nogle elever at formulere matematiske argumenter baseret pa
bade-og-princippet for kombinatorik og benytte modbeviser. Pa alle tre klassetrin s&
vi elever som udviklede relativt sofistikerede reesonnementer og beviser. Vi fandt ogsa
progression pé tveers af de tre klassetrin, seerligt i forhold til argumentationsformer og
repreesentationsformer og koblingen mellem de to. Vi sd ikke en tydelig progression
i antallet eller typen af accepterede udsagn.

Disse resultater skal ses i lyset af at ingen af de deltagende klasser, ifplge deres
leerere, var vant til at arbejde med reesonnement og beviser - for hovedparten af
klasserne var dette fgrste gang - og at leererne kun blev stgttet ganske lidt i projektet
iform af korte mundtlige introduktioner og leerervejledninger. Det peger samlet pa at
der er et stort potentiale for at arbejde malrettet med matematiske beviser og raeson-
nementer i danske indskolingsklasser, og at selv sma indsatser kan veere frugtbare.
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English abstract

Reasoning and proofs are central in mathematics education, but we lack knowledge of how this can be
addressed in the context of Danish primary education. Drawing on Stylianides’ three components of a
proof — accepted statements, valid argumentation, and appropriate representations — we explore how
primary school students engage in specially designed reasoning tasks in a qualitative intervention study.
Our analysis reveals that students can develop relatively sophisticated proofs, with discernible progres-
sions in their methods of argumentation and representation from Ist to 37 grade. We conclude that there

is a significant potential in purposefully integrating reasoning and proofs in primary school education.
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