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Abstract: Hvordan kan Vi stgtte elevernes brgkforstdelse og brgkregning? Artiklen er en indfgring i det
didaktiske problemfelt aekvivalens af brgker og brgkregning. Der praesenteres en teoretisk matematisk
analyse af to forstdelser af aekvivalens, som kaldes enhedszekvivalens og proportional eekvivalens. Vi vil
analysere a) hvordan de to forskellige forstdelser adskiller sig fra hinanden, og b) hvordan de optraeder
forskelligt inden for tre regnearter: addition, subtraktion og multiplikation. I denne bearbejdning og
udvidelse af en stgrre engelsk artikel af samme forfattere argumenterer vi for at et stgrre kendskab til

aekvivalens kan veere essentielt for at udvikle fleksible regnestrategier inden for brgkregning.

Hvorfor arbejde med braker2

Brpker er sveert. De fleste af os kender formentlig en del bgrn og voksne som har det
sadan. International forskning bekreefter at mange elever har vanskeligt ved at ud-
vikle deres forstdelse af brgker (Torbeyns et al., 2015), og vanskelighederne har vist
sig at veere konsistente gennem skolesystemet (Fazio et al., 2016; Schneider & Siegler,
2010). Desveerre har forskningen ogsa pavist at brgker er vanskelige for elever at leere
at forstd (Tian & Siegler, 2017). Studier har desuden vist at brgker er et centralt emne
i elevernes matematiske udvikling, da elever der ikke far udvidet deres talbegreb,
stagnerer (Siegler et al,, 2012; Siegler et al,, 2013; Siegler & Pyke, 2013).

Forstaelse af brgker er helt central for det eleverne laerer i grundskolen, da det har
stor betydning for deres videre matematiske udvikling; ogsa nar det geelder mere
kompliceret matematik (Bailey et al. 2012; Booth & Newton, 2012; Siegler et al., 2012;
Siegler et al,, 2013) som fx algebra (Bailey et al., 2012). Seerligt har mange elever sveert
ved at konstruere og identificere sekvivalente brpker (Behr et al., 1984; Kamii & Clark,
1995; Wong, 2010).

Ogsa i dansk kontekst er det velkendt at elever synes brpker er sveere. Fx viste
afgangsprgven uden hjeelpemidler fra 2019 at blot 42 procent kunne svare rigtigt pa
opgaven “Find brgken, som lagt til % giver g ” (Winslpw, 2019, s.1) —men hvorfor har
eleverne sa sveert ved at forsta brgker?
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Mange af disse vanskeligheder skyldes at eleverne bruger de regneregler og for-
staelser de bruger ved heltal, men som ikke virker ved brgker. Vi kalder det heltals-
distraktorer; pa engelsk whole number bias eller natural number bias (fx Ni & Zhou,
2005; Van Hoof et al,, 2013). En heltalsdistraktor er en uhensigtsmeessig overfprsel af
deres viden om de naturlige tal til de rationale tal, fx ndr eleverne intuitivt vurderer
1,. 1
7 til at veere stgrre end 3 da 4 er stgrre end 3.

En anden knap s& kendt form for heltalsdistraktor er knyttet til eekvivalensbegrebet
(Pedersen, 2021), nar eleven overfgrer sin viden fra de naturlige tal om at ethvert tal
repraesenterer en unik stprrelse. Fx star 3 for et preecist antal, og 4 star for et andet
antal. Derfor giver det ikke umiddelbart mening at %= %. Tanken er saledes at ud-
trykkene er forskellige og derfor ikke kan repraesentere den samme stgrrelse. Det er
en forhindring og kan veere med til at forklare hvorfor mange elever har en tendens
til at bruge en indgvet standardalgoritme nar de arbejder med at finde feellesnaev-
neren, uden forstaelse for hvorfor algoritmen virker (se ogsa Ni, 2001; Stafylidou &
Vosniadou, 2004; Wong & Evans, 2007).

Der er selvfplgelig mange forskellige faktorer der spiller ind, nar man skal forklare
hvorfor brpkbegrebet er sveert — det handler ikke blot om forstdelsen af sekvivalens
(Ni, 2001; Stafylidou & Vosniadou, 2004; Van Hoof et al., 2013).

Zkvivalens er dog et centralt begreb at forstad nar der skal opbygges en fleksibel
sammenheengende talforstaelse, som ogsa inkluderer rationale tal. I dansk kontekst
har Pedersen og Sundes (2019) forskning vist at danske 4.-klasseselever i slutningen
af skoledret havde sveert ved at sammenligne to sekvivalente brgker. Studiet viste
at ca. halvdelen af de elever der kunne karakteriseres som veerende pa eller over
gennemsnittet, havde sveert ved at sammenligne i og g islutningen af 4. klasse —
og dette mgnster gentog sig i andre senere datasaet fra 5. klasse. En opgave som
15—1 sammenlignet med ; kunne flere syare léorrekt pa. Mgnsteret kom tilsvarende
frem i opgaven med at sammenligne > og ;. Ca. 95 procent af fejlene kunne for-
klares med at eleverne havde brugt deres viden om heltal forkert og overfprt den til
breker; altsd heltalsdistraktor. Primzert fordi de troede at E var stgrre end % Dette
skyldtes maske at tallene i teelleren og neevneren var st(brre Forstdelsen af at n ;,
altsa forstaelsen af hvornar brgker er sekvivalente, synes derfor at veere svaert for
mange danske elever.

Vi, forfatterne til denne artikel, har udgivet en dybdegdende analyse af akviva-
lensbegrebet for brgker ved hjeelp af Kierens teoretiske begrebsramme (1976), som
ligger til grund for indeveerende artikel. I artiklen giver vi fgrst en kort introduktion
til de to forstaelser af ekvivalens, defineret i Pedersen & Bjerre (2021), hvorefter vi
forklarer og uddyber hvordan forstdelserne af ekvivalens optraeder og kan bruges
nar eleverne regner med brgker.
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Introduktion til eekvivalens

Det er sveert at forsta at to forskellige brgker som % og % repraesenterer det samme tal.

For at forstd sekvivalens kan vi tage afseet i en del-helhedsforstielse (Kieren, 1976).
Her ses brgker som en del af en helhed, fx er en fjerdedel helt konkret en del af en
helhed delt i fire lige store dele. Her vil en halv teerte veere det samme som to fjerde-
dele teerter, hvis teerterne er lige store og delt i lige store stykker. P4 samme made er
; liter meelk det samme som seks kvarte liter meelk, da enheden/helheden er 1 liter.

I eksemplet med teerten er det intuitivt at se at de to brgker repraesenterer den
samme stprrelse. Ofte er denne form for arealmodel blevet fremhaevet for at elever
kan vurdere og estimere intuitivt at de to brgker er lige store (Kamii & Clark, 1995).
En elev forklarede i et kvalitativt interview udfgrt i forbindelse med Pedersens ph.d.
(2021) at det er logisk:

“Jeg kan tage et stort stykke kage hos min mormor, eller jeg kan tage to mindre stykker,
men jeg far det samme kage. Det er mest hpfligt at tage to sma stykker, tror jeg!” (Elevin-

terview 3, elev i 4. klasse, 2019).

I English & Halford (1995) argumenterer forfatterne yderligere for at nar man skal
vurdere om brpker er ekvivalente, kreever det en forstaelse af eekvivalens inden for
den proportionale relation mellem teeller og naevner i hver brpk; fx er den proportio-
nale relation 1til 2 den samme som 2 til 4. De argumenterer for at den proportionale
relation er central, for elever bgr kunne genkende og identificere sekvivalens uden
at forholde sig til at forleenge eller forkorte brgkerne. Eleverne skal i stedet kunne se
eller bestemme om brgker er sekvivalente, pa baggrund af invarians i kvotient eller
den proportionale relation mellem teeller og naevner nar to brgker sammenlignes
(Behr et al., 1984; Ni, 2001).

Der er altsa umiddelbart to forskellige mader at forsta sekvivalens af brpker pa —
én hvor man gar ud fra en helhed, og én hvor man ser pa forholdet imellem teeller og
naevner.

I Pedersen & Bjerre (2021) introducerer vi derfor to nye begreber for forstaelse af
xkvivalens, som vi kalder enhedsaekvivalens og proportional sekvivalens.

Proportional akvivalens og enhedsaekvivalens
Vores videre matematiske analyse i Pedersen & Bjerre (2021) af de to forstaelser af
ekvivalens tager udgangspunkt i den generelle forstdelse af lighedstegnet i forbin-
delse med brpkbegrebet. Vi vil her kort forklare Cglet matematiske eekvivalensbegreb.
En brpk skrives som bekendtasymbolsk som 3. Ndrviidenne analyse refererer til
brgker, mener vi rationale tal 5 hvor a og b er heltal og b #0.
Lighedstegnet er et kanonisk eksempel pa en aekvivalensrelation. Hvis ~ er en sekvi-
valensrelation pd en maengde, S, sd opfylder ~ fplgende for a, bog c i S: reflektiv
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(a ~ a),symmetrisk (hvis a ~ b,sder b ~ a)ogtransitiv(hvis a ~bog b ~ ¢,sa
er a ~ c).Lighedstegnet, =, er et eksempel pa en sekvivalensrelation for de hele tal.
Enmeengde, S, meden akvivalensrelation, =, kan deles i aekvivalensklasser ved at
to elementer, a og b i S, er @kvivalente hvis og kun hvis de er i samme aekvivalens-
klasse.
Vikan nu definere de rationale tal som maengden af eekvivalensklasser af brpker ved

Q={%|fora,beZogb #0)

Etelement, s,imaengden Q@ eraltsa paformen s= % .Lad s og t veere to elementer

i @, s findes der hele tal, a,b,c og d, s& s= %, og t =§ . Vi kan definere en &kvi-

valensrelation, =, ved s = ¢, hvis og kun hvis a-d = c¢-b. Man kan tjekke at denne

relation er reflektiv, symmetrisk og transitiv. Q@ er sd maengden vi normalt kender
1.3

som de rationale tal, og vi kan fx se at 5= da 1-6=32.

Enhedsakvivalens

Brgkerne ; og % repraesenterer naturligvis den samme stprrelse, men en metode til at
forstd hvorfor det forholder sig sddan, kan veere at tegne to lige store cirkler og inddele
den ene i tre lige store dele og skravere to. Og herefter inddele den anden cirkel i seks
lige store dele og skravere fire dele. P4 den made er det muligt at se at de to breker er
lige store, idet det samme areal af de to cirkler er farvet. Men dette er kun sandt hvis
de to cirkler, altsd den “hele”, er npjagtigt lige store fra starten af (figur 1). Nar vi taler
om en bestemt enhed der definerer en “hel” eller det “hele”, kan vi definere brgker som
ekvivalente hvis de udger preecis den samme del af helheden (Yoshida & Sawano,
2002). Vi har valgt at kalde denne type sekvivalens for enhedsaekvivalens. Se figur 1.

Enhedsaekvivalens inkluderer Proportional aekvivalens inkluderer
proportional aekvivalens ikke enhedsaekvivalens

NP

© O OO0
ONONON®

Figur 1. Eksempler pd enhedsaekvivalens og proportional sekvivalens.
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Proportional akvivalens

Der er dog ogsé en anden metode til at forstd at to brgker er sekvivalente — nemlig
det vi kalder proportional ekvivalens. Den ses nar brgker bliver forstdet eller afleest
som et forhold eller en ratio mellem teeller og naevner. I dette tilfzelde er det ikke altid
ngdvendigt med en enhed. Det fremgar af det fplgende eksempel: “Jeg har betalt % af
min lpniskat, og du har betalt % af dinlgn. Vi har betalt den samme brpkdel af vores
lpn, men vi har ikke ngdvendigvis betalt det samme belgb i skat”. Tilsvarende skal
vi bruge 3 bananer til 2 seg ndr vi bager banankage, eller 6 bananer til 4 seg eller 9
bananer til 6 aeg —forholdet mellem bananer og aeg er ;, uanset hvor stor en portion
vilaver. Forstaelsen af eekvivalens kreever en forstdelse af den proportionale relation
mellem teeller og naevner (English & Halford, 1995).

Populeert kan man sige at nar elever skal genkende fx % i forskellige sammen-
heenge, vil de skulle genkende at ét ud af fire bgrn er en pige, at et stykke kage ud af
fire er spist, eller en rgd bold ud af fire bolde. P4 samme mdde som bgrn leerer at gen-
kende hvad stgrrelsen knyttet til naturlige tal er pa tveers af repraesentationer. Fx ved
at genkende antallet fire i forskellige repreesentationer: symbolet 4, fire fingre pa en
hand, fire pa en terning og talordet “fire”. Det er alle repraesentationer af antallet fire.

Matematisk set er det den samme akvivalensrelation, uanset om vi opfatter det
som enhedsekvivalens eller proportional sekvivalens; det er blot forstaelsen af hvorfor
to tal er ekvivalente, som er forskellig.

Bemezerk at hvis man bruger enhedszekvivalens til at forsta at to brgker er eekviva-
lente, vil man ogsa kunne forsta det via proportional sekvivalens. Men hvis man skal
bruge proportional sekvivalens til at forsta at to brgker er zekvivalente, er det ikke
sikkert man vil kunne se det samme ved hjeelp af enhedsaekvivalens. Se fx ovensta-
ende eksempel om skat.

De to forskellige forstaelser vil man veksle mellem, alt efter hvilken situation brpken
optraeder i, og nogle gange vil de ogsa veere til stede samtidig.

At regne med braker
I det fplgende vil vi sammenholde de to sekvivalensforstaelser og deres forskellige
mader at optreede pd i aritmetik med brgker.

Vihar valgt ferst at have fokus pa forskellige eksempler med addition og subtrak-
tion, da det ofte er elevernes fprste oplevelser med egentlig brgkregning.

Herefter gennemgér vi kort hvordan de to forskellige sekvivalensforstielser optrae-
der i eksempler med multiplikation.

Vi har valgt at eksemplificere de forskellige forstaelser gennem de mest brugte
visuelle repreesentationer (fx cirkler, tallinjer og blokke). Der er naturligvis nogle be-
greensninger knyttet til hver af disse repreesentationer. Fx er brugen af arealmodeller
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som cirkeldiagrammer blevet kritiseret for kun at stptte en additiv forstaelse frem
for en mere multiplikativ forstaelse af brpker (Moss, 2005), og andre studier har fx
fremheevet brugen af tallinjen frem for cirkelmodeller (Hamdan & Gunderson, 2017;
Sidney et al., 2019). De visuelle modeller er alle repraesentationer af en brgk (Cramer
et al, 2009; Rau & Matthews, 2017), og vi anerkender at relationen mellem de visuelle
repreesentationer og brgken ikke er fyldestggrende. Det er derfor centralt at bruge
forskellige og mangfoldige repreesentationer af brgker i sin undervisning.

Nar man adderer eller subtraherer to heltal, fx 3+4 eller 1472 — 978, kan man i
princippet teelle sig frem til et resultat. Det kan man pludselig ikke leengere ndr man
adderer eller subtraherer brpker som fx %+ %. Derfor har eleverne brug for andre og
nye strategier.

Néar man kigger pa addition af to brgker som fx %+% , kan det udregnes pa for-
skellige mader. Men helt grundleeggende er det at de to brgker er dele af lige store
hele - altsa vi er ikke ved at leegge en halv familiepizza sammen med en tredjedel
bernepizza — pizzaerne er lige store.

Sadan er det altid ndr vi adderer og subtraherer. 3 +4 kan aldrig betyde at vilegger
3 aebler sammen med 4 stole. Ogsa her skal der veere den samme enhed, men enheden
er endnu vigtigere at huske ndr man adderer og subtraherer brgker, da det kan veere
sveert at se hvad enheden er.

Forstdelse af algoritmer til addition og subtraktion
. 1
Lad os se pa regneudtrykket - +-.
Da nezevnerne er ens, vil mange elever umiddelbart kunne udregne at det giver

1 2 .
e hvor man bruger enhedsaekvivalens, som forklaret ovenfor. Eleverne er dog

S4-=
?kkg helt “feerdige” med at regne, for resultatet er en brgk som kan forkortes. Nar elever
skal konvertere % til % , kan de forsta sekvivalensen ved hjeelp af enten enhedsaekvi-
valens eller proportional sekvivalens, aftheengigt af eleven.

Nar vi ser pa et regnestykke uden feellesneevner, fx 2+ %, har vi stadig brug for at
de tal refererer til en faelles enhed.

Fra et algoritmisk perspektiv er den almindelige made at addere brpker pa fplgende:

¢ ad+ bc
d~  bd

+

S Q

Det skrives helt tilsvarende for subtraktion. Ovenstdende kan ogsa skrives som:

ad bc_ad+bc

“bd T hd~  ba

+

a c
b d

Den anden udregning kan ses som et vigtigt skridt for at forstd sekvivalensen. Her fin-
der vi nemlig fprst broker sekvivalente med henholdsvis % og 2 med samme naevner,
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¢ ad+bc

A~ bd
risikerer man at de udelukkende far en procedural forstaelse af regneoperationen - og

og derefter leegger vi dem sammen. Hvis eleverne udelukkende leerer at % +

ikke ngdvendigvis en konceptuel forstielse.

a ¢ ad bc ad+bc
Det at leere FtT=7 v 31" pa
ceptuel tilgang, som gger forstéelsen, da hver af de to brgker som er lig hinanden, er

kan veere udgangspunktet for en mere kon-

tydelige i udregningen.

Vi kan se pa eksemplet %+ %:

L2_5
.

N =
+
W =
1]
o w
o N

Husk at lighedstegnet er en ekvivalensrelation og derfor transitivt. Altsa geelder:

i 1+1_3+2
2737676
3,25
% 576 6
for 1,15
sa er 273 = 6
- . . . . 1.1 4 3
Narviserpadenneudregning, hvordererakvivalensmellemdetosider, z+7=1+17,

sd er det ikke sikkert at eleverne forstar at der er sekvivalens imellem brgkerne to
og to, altsa at % =% og % = 2, da dette er implicit i vores udregning. Dette gaelder jo
ikke altid for et lighedstegn. Selvom 5+3 =4+4, sd er 5# 4 og 3 # 4. Det kan
derfor veere en hjeelp for elevernes forstaelse tydeligt at forlenge brpkerne én ad
gangen, fgr man adderer dem.

I forhold til hvilken type eekvivalens der her er tale om, sa ma to brgker veere brok-
dele af den samme helhed for at de kan adderes; altsd skal der veere tale om enheds-
ekvivalens. Men nar vi forleenger og forkorter brpkerne for lettere at kunne addere
dem, kan man forstd sekvivalensen ved bade enhedsakvivalens og proportional
akvivalens.

For at huske at brpkerne ses som brgkdele af en lige stor helhed, kan det veere en
hjeelp at bruge tallinjen som repreesentation i undervisningen. Tidligere forskning
har vist at tallinjen stgtter elevernes konceptuelle forstéelse af brgker (se fx Hamdan
& Gunderson, 2017; Sidney et al., 2019). Dette kan muligvis forklares med at tallinjen
som repreesentation tydeligt har lige store enheder, som vist i figur 2.
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Figur 2. Eksempler pd den underliggende helhed. Som det fremgadr, vil det underliggende hele/
den underliggende enhed ofte veere tydeligt markeret pd tallinjen. Cirkelrepraesentationen er
ogsd en repraesentation hvor det “hele” let afkodes, da vi let kan forstille os helheden. Modsat er
“helhedens” slutning mere utydelig i blokmodellen.

Problemer med aekvivalens i cirkelrepraesentationen

En typisk heltalsdistraktor for eleverne er at se teeller og naevner som to separate tal
som de derefter leegger sammen hver for sig. Fx kan en elev finde pa at skrive: % + % = %
(Ni & Zhou, 2005; Van Hoof et al., 2017).

Visuelle repraesentationer som fx cirkler inddelt i lige store dele kan vzere en god
vej til at addere brgker, men her kan ogsa opsta en forvirring som desveerre kan be-
kreefte eleverne i ovenstdende fejlforstaelse. Her er regnestykket %+% vist —idéen
bag repreesentationen er at pa venstre side af lighedstegnet er % i hver cirkel farve-
lagt, og pa hgjre side er ; farvelagt. Men den fremstillede aekvivalens er ikke korrekt
nar vi kigger pa det totale antal af dele pa de to sider af lighedstegnet. Det er nemlig
kun korrekt nar vi ser pa de farvede dele — der er to pa begge sider. Kigger vi pa de
hvide dele, sa er der fire pa venstre side af lighedstegnet, men der er kun én hvid del
pa hgijre side. Hvor forsvinder de andre hvide dele hen? Vi har altsd en relation som

ikke er symmetrisk. Se figur 3.

Korrekt resultat forkert Korrekt akvivalens forkert
xkvivalens resultat

16 5 J[oet ¥ You

Figur 3. Forskellige fremstillinger af addition, hvor sekvivalensforstdelse og resultat ikke har-

monerer.
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Mlustrationen hjzelper ikke npdvendigvis pa forstdelsen af at %+ % = g , nar man ikke
mener at det der tegnes pa begge sider af lighedstegnet, er det samme. Hvis man
tegner de resterende hvide dele pa hgjre side af lighedstegnet, far man en forstaelse
for hvorfor elever kan komme til at udregne 3t3= % . Lighedstegnets akvivalens er
altsd sveer at se her.

Det er et fundamentalt problem - stgrrelsen af delen kan ikke blive afkodet uden
en form for repraesentation af helheden. Hvis vi bare ser en del, ved vi ikke hvad hel-
heden er. En made at overkomme dette problem pa er at fa understreget og indikeret
at det hele ikke “eksisterer” fysisk, men er en underliggende antagelse, fx ved at ggre
linjerne stiplede. En anden made kan veere at bruge en tallinje som repraesentation i
stedet for en cirkel. Idet tallinjen har det “hele” repreesenteret direkte pa linjen.

Man kan ikke afggre stprrelsen af en brgkdel uden en eller anden repraesentation
af hvad helheden er, men man skal samtidig huske ikke at addere de to hele nar brgk-
dele leegges sammen — dette er sveert at forstd og en del af forklaringen pa hvorfor
broker er sveere for bern.

Veer opmeerksom pd hvordan brpker repreesenteres i det undervisningsmateriale I
bruger i jeres undervisning, s& er det maske nemmere at hjzelpe elever af med oven-
stdende fejlopfattelse. Man kan tegne andre repraesentationer, som fx tallinjen, til
opgaver hvor brpker repraesenteres af cirkeldele, eller gpre noget ud af at forteelle
hvordan cirkelrepreaesentationen skal forstas.

At regne med béde heltal og broker

Nar man traekker to tal fra hinanden, er en almindelig metode at opdele det ene tal,
for derefter at treekke det andet fra. Det ggor man med heltal, og det samme ggr sig
geeldende med brgker. At eleverne forstar hvordan de deler eller regrupperer, er vigtigt
nar de skal opbygge en fleksibilitet i forhold til at kunne regne med brgker. Opdeling
kan antage mange former, fx 31 =20+ 10+ 1 og 31 =20+ 11.

Pa samme made geelder det for brgker, og i forhold til subtraktion med brgker er det
cezntraltlmed en dyb forstaelse af hvordan man kan opdele brgker. Fx kan % opdeles
i og 3.

Derefter skal man vide at 5 er lig med 1, og sammenlagt har man s& opdelt S i
1 + . Denne form for opdehng er central nar en brpk skal treekkes fra et naturligt tal
og er med til at skabe fleksible regnestrategier inden for brgker.

Et andet eksempel er 2 —% . Her skal en af de to hele opdeles inden subtraktionen
foretages. Det kreever at eleverne har en forstdelse af sekvivalens, for de skal vide at
2 er det samme som 1% eller %.

Reesonnementet er altsa fplgende:
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2—1+4
- 4
eller
2—1+1+ +1—8
T4 4 47 4
Dermed kan vi skrive:
2 1—1+4 1—1
4 4 4
eller
1 8 1 7
2——=——l=-—,
474 4 4

Nér eleverne nar frem til ovenstdende, vil de nogle gange veere feerdige med at regne,
men afhengigt af konteksten skal der maske endnu en sekvivalens til. Her skal man
nemlig overveje hvorvidt det giver bedst mening at bruge blandede tal eller rene
brgker. De to forskellige tilgange til disse opdelinger kan ses i figur 4.

1. tilgang
A i
. P = ‘ ;
\ b Y S

2. tilgang

™ ~~
B N
Y \
¥ \
— \ — 1
! I
\ ; \ ]
\ ’ \
\ ’
N £ A ’
g 4 N »
TR 4 < =
= e

Figur 4. [llustrationer af subtraktion.

Nar man regrupperer naturlige tal, deler man ofte ind i enere, tiere og sa videre —
decimaltalsystemet giver os denne oplagte opdeling. Men man ma have en anden
strategi for opdeling nar man skal subtrahere en brgk. Her bestemmes strategien af
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brpkens naevner. Det er derfor essentielt for regruppering inden for brgker at den
bestemmes af neevneren i brgken. Det er sdledes centralt at eleverne har udviklet en
forstaelse af sekvivalente brgker og relationen til helheden —det vil sige at forsté at
der er uendeligt mange sekvivalente brq)ker

Hvis eleverne fx skal udregne 2 -, si er det smart at opdele 2ilog ¢ > elleri 15—0 .
Men hvis de skal udregne 2 - 1 ,erdet pludsehg fjollet at dele 21 femtedele Nu giver
det mere mening at opdele 21 1 0g 5 % elleri + . Dette kraever adaptiv fleksibilitet knyt-
tet til forstdelse af aekvivalente br(z)ker.

I den forste tilgang til opdelingerne, vist i figur 4, opdeles én hel. Dette er nemt at
oversatte til hvordan man normalt opdeler naturlige tal, hvor man “veksler” fx en tier.
Ved at bruge denne metode er det kun én af de hele der deles ind i mindre dele, hvor
antallet jo som sagt bestemmes af brgkens navner. Som ved de naturlige tal er der
ikke nogen grund til at inddele alle de hele i brpkdele. At opdele pa denne made kan
muligvis lette forstaelsen, da man kan bruge sin viden fra opdeling af de naturlige tal.

Den anden tilgang, hvor man opdeler alle hele, ser umiddelbart nemmere ud hvis
man ser algoritmen beskrevet (se figur 4). Her bliver alle hele delt ind i mindre dele,
og igen bliver antallet bestemt af brgkens naevner. Men i denne tilgang kan vi des-
veerre ikke bruge elevernes kendskab til og erfaring med opdeling af de naturlige tal,
og derudover kan det veere sveerere at tolke resultatet: Hvis det er stprre end 1, hvor
mange hele er der s, hvor stort et tal har jeg sa faet? Omvendt kan det ogsd nogle
gange veere en fordel at f& et resultat som er en brpk og ikke et blandet tal.

Se pa regnestykket 2 - fra for. Vi skrev resultatet bade som det blandede tal
1E og som 7. Imange matematlkb(bger vil man insistere pa at — er mere rigtigt,
men i Pedersen & Bjerre (2021) argumenterer vi for at det kommer an pa konteksten.
Blandede tal findes i hverdagen, og derfor skal eleverne leere dem at kende og forsta
xkvivalens, sa de kan overszette imellem et blandet tal og en brgk. Hvis vi har to
hele pizzaer inddelt i fire slices hver, og vi skal gemme én slice til Ahmad, sa er det
godt at vide at vi har 7 slices tilbage. Har vi i stedet 2 liter meaelk i kpleskabet og skal
bruge % liter til maden, sa er det nemmere at forstd at vi nu har 1% li‘éti:-r tilbage og
ikke 7 kvarte liter. Et helt andet regnestykke giver maske resultatet —» hvor man
kunne argumentere for at svaret stadig er en divisionsopgave og ikke den lpsning
man leder efter.

At forstd sekvivalens er helt essentielt for at eleverne forstar at disse forskellige
mader at skrive resultaterne pa er ens og betyder det samme. Man bruger forskellige
mader at skrive det samme tal pa, afhaengigt af konteksten.

Nér det at multiplicere naevnerne ikke er den nemmeste metode
For sa vi pa det at treekke en brgk fra et heltal, hvor vi lavede en regruppering for

at kunne udfgre subtraktionen. Man kunne ogsa sige at vi fandt en fzellesnaevner.
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Mange elever har leert at for at treekke to brgker fra hinanden skal man finde “feel-
lesnaevneren” ved at gange nevnerne med hinanden.

Se nu pa regneudtrykket

ENEN
|
N =

Hvis eleverne her starter med at gange neevnerne sammen, opdager de formentlig ikke
at de to brpker faktisk er ens, og at udtrykket derfor giver 0. Hvis eleverne omvendt
forkorter % til % , vil de se at udtrykket bliver %— 7

I en artikel af Newton (2008) blev det undersggt hvordan fprskolelzerere regnede
med bl.a. brgker. De fandt at fa fgrskoleleerere indsé at % = % .De fleste brugte i stedet
standardalgoritmen til at finde faellesneevneren ved at multiplicere naevnerne med

som oplagt er 0.

hinanden. Det tyder pa at de udelukkende havde en procedural forstaelse af emnet.
Ovenstdende eksempel antyder at det vil veere en fordel for elever at leere at se pa
brgkerne og kunne vurdere deres stprrelser. Det kreever et fokus pa sekvivalente brgker.

Man kan pa samme made betragte fx udtrykket %—% . Her er det heller ikke det
nemmeste at finde feellesnzsevneren ved at multiplicere neevnerne og fa 18, hvis man
i stedet kan se at % er det samme som % . For at leere at se at det giver mening at
forleenge med 2 i stedet for 6, skal eleverne vide at der findes uendeligt mange feel-
lesnaevnere — og altsd ikke kun den ene man finder ved proceduralt at multiplicere
neevnerne med hinanden. Vi ma straebe efter at eleverne opnar den konceptuelle
forstdelse at de har (uendeligt) mange mulige feellesnaevnere at veelge imellem. Denne
forstaelse heenger igen teet sammen med forstéelsen af kvivalente brgker. Vi kan
se pa regnestykket fra for, %—% , og se pa de to aekvivalensklasser, som er defineret i
afsnit 2.1, proportional ekvivalens og enhedsaekvivalens:

1 2 3 4 5 6 _
376 9 12 15 18
08
1 2 3 4 5
6 12 18 24 30 36

og se at vi kan bruge bade 6, 12, 18 og sa videre som feellesnaevnere.

Eksempler med multiplikation

I denne artikel vil viikke gennemga multiplikation eller division dybdegdende. Vi vil
komme med nogle fa udvalgte eksempler pa hvorfor forstaelsen af eekvivalens ogsa
er vigtig ndr man skal multiplicere brgker. Division af brgker er i manges opfattelse
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enormt sveert. Vi mener at det handler om mere og andet end forstaelsen af aekviva-
lens, og det ligger derfor uden for vores formal med denne artikel.

Fgrste eksempel er multiplikation af en brgk med et heltal. Hvis vi vil udregne 4- %,
kan vilige sa godt udregne Z -4, da multiplikation er kommutativ. Men for bgrn, savel
som voksne, kan der veere stor forskel pa at prove at regne ud hvad man far hvis man
fire gange tager —, eller hvis man finder § af 4.

Vi kan enten betragte 4 som fire enheder (fx aebler), som vi hver iseer tager ¢ af
eller betragte 4 som en samlet maengde, som vi vil tage 7 S af

Altsa vi kan tage - 3 af hvert ®ble, og derefter leegge delene sammen sa vi har 4
stykker af — af hvert able, eller vi kan tage 3 ud af 4 =ebler.

At forsta at dette erdet samme, ogat4 -> er 3, kraever en forstielse af aekvivalens.
Begge de to forstaelser tager afseet i en enhed som vi forholder os til néar vi regner;
altsd er det enhedsaekvivalensforstaelsen.

At multiplicere to breker med hinanden
Hvis vi multiplicerer to brgker med hinanden, kan vi, afhaengigt af konteksten, have
brug for enten enhedsaekvivalens eller proportional sekvivalens.

Vi ser pa udtrykket

N
Ul w

Vi kan tage udgangspunkt i en enhed, fx en pizza. Pizzaen er delt i 5 lige store styk-
ker, og vi har 3 af disse stykker. Hvert af dem skal vi tage halvdelen af. Altsa ender
vi med 3 stykker pizza som er halvt si store —de har hver stgrrelsen % pizza. Vi har

13 3
regnet os frem til at

Vi kan se pa samrflesst;lgke hvor vi ikke tager udgangspunkt i en enhed, men i
stedet ser pa proportionalitet. Hvis g af aebletreeets blomster bliver bestgvet, bliver
halvdelen af de bestgvede blomster typisk til gode store zbler (resten falder af for de
bliver modne). Antal sebleblomster er underordnet — det er forholdet vi er interes-
seret i. Vi kan altsd selv fastsaette antallet af sebleblomster for at gpre regnestykket
nemmere for os selv. Hvis abletraeet nu har 5 blomster, sa bliver 3 af dem bestgvet,
og halvdelen af dem bliver til sebler ... det vil ikke kunne lade sig ggre. Men hvis nu
treeet har 10 blomster, sa bliver 6 bestpvet, og treeet ender altsd med 3 @bler. Vi har
regnet ud at 13—0 af ebleblomsterne bliver til sebler. Vi kunne ogsa have set pa et
®bletree med 30 blomster, og sa ville vi finde ud af at 9 af disse blev til aebler, altsa
% af }%loomsterne blev til ebler. Eller et tree med 100 blomster, og sa ville vi finde ud
af at 55 af blomsterne bliver til sebler.
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Vi har brug for proportionalitetsforstaelsen af sekvivalens nar vi ser pa et forhold,
og det er forholdet som er interessant, og ikke hvor mange eller meget vi ender med.

Konklusion

Vores teoretiske analyse af hvordan enhedsaekvivalens og proportional aekvivalens
optreeder i forstielser af regneoperationer, viser hvordan de parallelt er med til at
udbygge brpkforstdelse inden for de omtalte regnearter.

Seerligt finder vi at forstielsen af sekvivalens er med til at skabe et nuanceret brgk-
begreb, som gor det muligt ogsa at udvikle fleksible og adaptive regnestrategier nar det
kommer til brpkregning. Hvordan opdeler vi, veksler vi eller omskriver vi brpker —s&
det er lettere at arbejde med i den givne kontekst? Det er naesten kun muligt hvis vi
har en grundforstielse af at % kage faktisk er den samme mangde kage som % kage,
som eleven forklarede i indledningen. Uden en udbygget sekvivalensforstaelse vil det
at regne med brgker hurtigt blive til ufleksible procedurer, hvor eleverne mangler
forstdelsen af at nar vi fx finder en feellesnaevner, sa omskriver vi “bare” brgkerne
inden for ekvivalensklassen.

Med respekt for kompleksiteten i brpkbegrebet mener vi at vores analyse netop
viser hvordan aekvivalens er en del af den grundforstielse som er npdvendig for at
eleverne overkommer deres naturlige tendens til “at ethvert tal star for netop én unik
meaengde”, og lerer at ethvert rationalt tal kan repraesenteres ved uendeligt mange
forskellige sekvivalente broker.

Perspektivering
Zkvivalensforstaelsen peger videre til bade procentregning og algebra. Man skal
kunne regne med brgker og forstd hvornar og hvorfor to brgker er ens, for at forstd

1 .
hvorfor -~ er det samme som som er det samme som 25 % . Tilsvarende skal man

4 100’
kunne forstd hvordan brgker forkortes, og hvorfor lighedstegnet geelder, ndr man

forkorter udtryk som fx:

8ac + 12bc + 36¢ _2a+3b+9
12¢ h 3 '

Nér man arbejder med sekvivalens af brgker, leegger man grundlaget for den abstrakte
forstaelse af algebra, hvor et bogstav kan betyde mange forskellige ting og antage
forskellige veerdier. For bade procentregning og algebra er det altsd helt grundlaeg-
gende at have en forstdelse af hvornar, hvorfor og hvordan brpker er sekvivalente.
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ow they behave

differently within addition, subtraction and multiplication.
We argue, in this Danish adaptation and extension of a major English article by the same authors, that

a greater knowledge of equivalence may be essential for developing flexible arithmetic strategies in

fractional arithmetic.
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