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Undersggelsesbaseret modellering
i matematik og naturfag i skolen

Claus Auning, UC SYD

Abstrakt: Denne undersggelse viser at en undersggelsesbaseret modelleringstilgang (UBM) kan fungere
som en god ramme for elevernes forstdelse, idet de igennem denne modelleringsproces Ipbende ud-
vikler deres viden om og forstdelse af komplekse faenomener. Artiklen undersgger endvidere hvordan
matematisk modellering kan medvirke til at udvikle og styrke denne forstdelse. Artiklen kommer med
designprincipper for hvordan UBM-forlgb kan planleegges og gennemfgres, og kommer med et bud pd
et sddant tvaerfagligt forlgb til overbygningen. Resultater fra den tilhgrende case viser at eleverne kom-
mer igennem hele den matematiske modelleringscyklus ad flere omgange, og eleverne fremhzever at
den matematiske modelleringsproces giver mening for dem, og matematik er efter elevernes opfattelse
medvirkende til en stgrre forstdelse af det komplekse faenomen. Denne UBM-tilgang med seerligt fokus

pd matematisk modellering fdr nogle implikationer for undervisningen som skitseres sidst i artiklen.

Indledning

Modelleringskompetencen i naturfag blev indfgrt i skoledret 2015/16 (UVM, 2014).
Underspgelser peger dog forsat pa at leerere har udfordringer med at implementere
centrale aspekter af modelleringskompetencebegrebet i deres undervisning (Nielsen
& Nielsen, 2019). Modelleringskompetence inkluderer forstaelse af matematiske re-
praesentationer sasom funktioner, opstilling af algebraiske ligninger og geometriske
objekter. Dette kraever en viden om matematisk modellering samt en forstielse af
hvordan man udvikler forklaringer og lgsninger matematisk. Imidlertid er der inden
for naturfag og matematikfaget kun ganske fa praktiske vejledninger til radighed
som peger pa hvordan dette kan ggres (Gilbert & Justi, 2016), og samtidig har det
vist sig at integration af matematik i naturfag er en udfordring for eleverne (Pajchel,
Ramton & Sollid, 2019).

“Altsd, jeg er ikke sa glad for matematikdelen, men jeg synes det er fedt at man sadan
kan beregne det pa den made.” (9B6S2)
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“Nar man ikke er sa god til matematik, s& er det jo lidt sveerere. Men hvis det er noget
man synes er fedt, sd prever man jo at forsta det, man prover jo at ggre det s& godt man

kan. Ja, lige meget om tallene er forkerte, men du prevede i det mindste”. (9B651)

Disse to citater kommer fra elever i 9. klasse der har veeret igennem et undervis-
ningsforlpb om klimatilpasning der omhandler et komplekst naturfeenomen, et lokalt
skybrud, hvor der eksplicit benyttes matematiske modelleringsprocesser der knytter
sig til disse feenomener. Begge elever udtrykker usikkerhed over for matematik, men
at det alligevel har givet mening for dem at anvende matematikken. I denne artikel
vil jeg pa baggrund af en case fra denne 9. klasse udfolde hvordan man kan arbejde
tveerfagligt med matematik og naturfag i et ligeveerdigt samarbejde ved brug af en
underspgelsesbaseret modelleringstilgang. Fgrst gennemgar jeg mit teoretiske stasted
nar det geelder matematisk modellering og UBM. Derefter fplger et metodeafsnit hvor
jeg vil beskrive forskningsdesignet og efterfplgende redeggre for de designprincipper
der er blevet brugt til at planleegge undervisningsforlpbet med. Derefter beskriver
jeg det konkrete undervisningsforlgb anvendt i denne underspgelse, efterfulgt af en
analyse af forlpbet, hvorefter jeg til sidst i artiklen diskuterer og konkluderer pa bag-
grund af mine resultater.

Teori

Inden for matematik forstds matematisk modellering som det at kunne beskrive
noget matematisk der i sit udgangspunkt ikke er matematisk (Hgjgaard, 2009). Det
centrale for den matematiske modelleringsproces er forholdet mellem den virkelige
verden og det matematiske domaene. Modelleringsprocessen forlgber igennem en lang
reekke delprocesser. Disse delprocesser i den matematiske modellering er beskrevet
af eksempelvis Blomhgj & Jensen (2007), Blum & Ferri (2009), Galbraith & Stillman
(2006) og Niss (2010). Centralt for dem alle er at kunne beskrive den virkelige verden
med matematiske begreber igennem en matematisering for igen at vurdere det ma-
tematiske resultat tilbage til den virkelige verden. Jeg vil i denne artikels analyse tage
udgangspunkt i Mogens Niss & Uffe Thomas Jankvists (2021) enkle modelleringscyklus
(figur 1) og deres fem processer (figur 2).
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Figur 1. Den simple matematiske modelleringscyklus. Niss & Jankvist (2021).

Processer i modelleringscyklussen

Pree-matematisering (L1)

En feelles betegnelse for de processer, herunder specificering og idealisering, der
foregér inden en virkelig situation oversaettes til matematik, altsé inden matematise-
ring foretages.

Matematisering (L2)

Den egentlige overszettelse af den idealiserede situation til matematiske begreber,
fx gennem valg af funktioner, opstilling af algebraiske ligninger, differens- eller dif-
ferentialligninger, geometriske objekter mv.

Problemlgsning (L3)
Den matematiske aktivitet der bestar i at finde matematiske lasninger og svar pé den
matematiserede problemstilling.

Afmatematisering (L4)
Processen med at fortolke det matematiske resultat i termer af den virkelige kontekst,
i forste omgang méske den idealiserede situation.

Validering (L5)
Den proces hvor svarene fra den opstillede model valideres i forhold til svar vedre-
rende den virkelige situation.

Figur 2. Processer i modelleringscyklussen, efter Mogens Niss & Uffe Thomas Jankvist (2021).
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Underspgelsesbaseret modellering (UBM, pa engelsk: model-based inquiry) er kende-
tegnet ved at veere en flerfaset iterativ proces (Clement, 2000; Gilbert, 2004; Louca &
Zacharia, 2012; Schwazrz et al,, 2009), og denne undersggende modellering fungerer
som en epistemologisk proces der hjeelper eleverne med at synligggre deres teenkning
og gore den tilgeengelig for andre. Eleverne far indsigt i egen progression mod en
forstaelse af idéer, forudsigelser, forklaringer og lpsninger af komplekse feenomener
(Schwarz, Passmore & Reiser, 2017; Gilbert & Justi, 2016; Windschitl, Thompson &
Braaten, 2018; Auning, 2020). Modellering kan tjene som et redskab for eleven til at
udtrykke sin teenkning og visualisere og teste dele af teorier. Det kan hjzelpe eleven
med at seette abstrakt teoretisk viden i en sammenhaeng. I undervisningen udvikler
eleverne modeller som svar pa et problem eller spprgsmal ved hjeelp af deres forud-
géende viden og erfaringer. Disse fprste elevgenererede modeller er fysiske udtryk for
elevernes begrebsmeessige forstdelse pa det givne tidspunkt. Modellerne kan bruges
af eleverne og laereren til at forstd elevernes nuveerende forstaelse af hvordan og
hvorfor feenomener opstar eller fungerer pé den made de ggr. Modellen udggr saledes
en stptte for elevernes epistemologiske proces. Elevernes forklaringer af feenomenet
med udgangspunkt i deres model bliver saledes deres modelbaserede forklaring. I
den efterfplgende modelleringsproces bygger eleverne yderligere kausale forklarin-
ger fra underspgende arbejde pa deres model. Dette kan ggres i form af ekspressiv
modellering, hvor de igennem deres egne undersggelser og observationer modellerer
deres resultater og derigennem udtrykker deres egen opfattelse af feenomenet. Man
kan ogsa bruge en eksplorativ modellering, hvor eleverne undersgger og anvender
eksisterende modeller sdsom undervisningsmodeller eller konsensusmodeller (Li-
jnse, 2008). Undervejs i processen evalueres modellen af eleven. Modellen revideres
efterfplgende for at afspejle ny forstdelse. Forstdelsen sker gennem det dialogiske
forhold mellem eleven og modellen, nér eleven lpbende anvender, evaluerer og re-
viderer modellen pa baggrund af ny viden (Zangori et al., 2017; Gilbert, 2004; Louca
& Zacharia, 2012; Auning, 2020). Hvert trin i denne modelleringsproces understgtter
eleverne i at udforme deres teenkning og reesonnement og synliggere dette (Forbes
et al,, 2015; Zangori & Forbes, 2016). Elevernes modeller er saledes fysiske udtryk for
en udvikling af den konceptuelle forstaelse hos eleverne (Clement, 2000; Nersessian,
2002), og hver modeliteration fungerer som et historisk artefakt der kan bruges til at
identificere elevernes forstaelse over tid (Zangori et al,, 2017). Modellering kan saledes
veere den styrende faktor for det undersggende arbejde: Igennem modelleringsproces-
sen opstar spgrgsmal der kan danne grundlag for opstilling af en hypotese der kan
testes empirisk bade induktivt og deduktivt. Resultatet af underspgelsen anvendes
igennem modellering, hvor lpsningen eller forklaringen kobles til det komplekse fee-
nomen der undersgges.
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Men hvordan kan UBM og matematisk modellering sammentaenkes? Dette har ledt
frem til fplgende underspgelsesspprgsmal:

Hvorledes kan elevernes forstdelse af komplekse feenomener i naturen udvikles og styrkes
gennem matematisk modellering ved brug af en undersggelsesbaseret modellerings-
tilgang?

Metodeafsnit
Forskningsdesign

Dette forskningsspprgsmal har jeg arbejdet med som deltager i et projekt hvor vi med
udgangspunkt i de udviklede designprincipper til et feelles rammeveerk i matematik
og naturfag, som er beskrevet i neeste afsnit, planlagde og afprevede et undervisnings-
forlgb med en 8. klasse med 24 elever og en 9. klasse med 16 elever pa to syddanske
folkeskoler. Forlgbet blev afprpvet i fordret 2020 og bestod af 12 lektioner fordelt over
en uge, hvor samtlige matematik- (N = 5) og naturfagstimer (N = 7) indgik. Metodisk
er der foretaget to kvalitative analyser. Den fprste analyse er foretaget ved at kode
elevernes modeller (N = 13) med udgangspunkt i Niss & Jankvists (2021) model for
matematisk modellering. Og en deduktiv kodning af modellerne med udgangspunkt i
de faglige aktiviteter anvendt i UBM-forlpbet. Efterfgplgende har jeg fulgt principperne
for tematisk analyse beskrevet af Braun & Clarke (2006) pa baggrund af semistruk-
turerede interviews (N = 7) med tilfeeldige grupper efter endt forlgb. Artiklen tager
seerligt udgangspunkt i en gruppe pa tre elever fra 9. klasse, idet denne gruppe kom-
mer igennem hele den matematiske modelleringscyklus ad flere omgange, samtidig
med at jeg har et meget fyldestggrende interview med gruppen. Der er i alt 5 ud af
13 grupper der som denne gruppe kommer igennem hele den matematiske modelle-
ringscyklus, og da artiklen her vil belyse hvordan forstaelse af komplekse feenomener
inaturen udvikles og styrkes gennem matematisk modellering, har jeg derfor valgt
en af de grupper som kommer igennem alle faser.

Designprincipper il planlsegning af undervisningsforlebet
Det afprgvede undervisningsforlgb er planlagt ud fra designprincipper til et feelles
rammeveerk i matematik og naturfag inden for modellering (figur 3) (Auning, 2021) der
bestér af to plan: et horisontalt plan, hvor eleverne undersgger et komplekst feenomen
der skal kunne forklares eller lgses ved anvendelse af matematisk modellering, og et
vertikalt plan bestdende af matematisk modellering, naturvidenskabelige undersg-
gelser og undersggelsesbaseret modellering.

Matematisk modellering: Der skal vertikalt i undervisningen arbejdes med matema-
tiske modelleringsprocesser der knytter sig til det komplekse faenomen. Et eksempel
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fra dette forlgb er at vi brugte to matematiklektioner i forlgbet pa at undersgge hvor
mange liter vand 36 mm regn ville fylde pa skolens parkeringsplads. Opgaven var
derefter fri, eleverne valgte selv underspgelsesmetode, fik matematiske resultater og
validerede disse tilbage til virkeligheden. Alle trin i den matematiske modellerings-
proces blev diskuteret og bearbejdet pa klassen.

Naturvidenskabelige underspgelser ser vi som mangfoldige, og der kaniforlpbene
bruges varierede naturfaglige aktiviteter sdsom faglig leesning, eksperimenter, obser-
vationer og modeller, herunder simulationer, drama, illustrationer, animationer og
forspg. Vihar tilsvarende i den matematiske modellering anvendt en cyklisk iterativ
proces hvor eleverne har stillet spprgsmal, opstillet hypoteser, underspgt og analyse-
ret data og faet et resultat som de efterfglgende har kunnet bruge som en brik i den
samlede forklaring og til Ipsning af det komplekse faenomen. Eleverne har igennem
dette vertikale arbejde med delprocesser, teorier og love faet en praktisk indsigt som
de kan anvende i deres forklaringer og lpsninger.

Undersggelsesbaseret modellering er omdrejningspunktet for planleegning af un-
dervisningen og vil blive tydeligt udfoldet i neeste afsnit.

Rammevazerk i matematik og naturfag inden for modellering
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Figur 3. Rammevaerk i matematik og naturfag inden for modellering indeholdende de tre ver-
tikale fordybelsesomrdder samt tre eksempler pd disse fra undervisningsforlgbet (Auning, 2021).

Det undersagelsesbaserede modelleringsforlzb

Undervisningsforlpbet er udviklet i samarbejde med de to klassers matematik- og
naturfagsleerer (N = 4) samt en underviser fra UC SYD og fplger designprincipperne
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til det feelles rammeveerk skitseret ovenfor. Forlgbets omdrejningspunkt er en under-
spgelsesbaseret modelleringstilgang og er inspireret af “ambitious science teaching”
(Windschitl, Thompson & Braaten, 2018). Jeg har her i figur 4 skitseret hvordan et
sadant undervisningsforlgb kunne struktureres.

Forlgbs diagram — principiel eksempel
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Figur 4. Eksempel pd hvordan et undervisningsforlgb kunne struktureres ved en sammentaenk-
ning af det feelles rammevaerk (Auning, 2021) og UBM, inspireret af Windschitl et al. (2018, s. 270).

Det centrale for denne UBM-tilgang er at man arbejder med et komplekst faenomen.
Karakteristisk for et komplekst feenomen er at den fulde forklaring kraever en bred
vifte af naturvidenskabelige idéer for at kunne besvares. Man skal forestille sig et
puslespil hvor man fprst kan se hvad billedet forestiller, nar alle brikker er sat sammen.
Man kan dog ikke forvente at alle elever er lige gode til at leegge dette puslespil. Men
som vi kender det fra puslespil, s& behgver man ikke altid at laegge alle brikker for at
kunne se hvad billedet forestiller. Saledes vil eleverne kunne komme med mange for-
skelligartede forklaringer pa det komplekse feenomen, og det kraever ofte at eleverne
hjzelper hinanden med at samle puslespillet. Dette forlpb starter med spgrgsmalet:
Hvorfor skete dette I jeres by? Det komplekse faenomen er en skybrudsevent i den
lokale provinsby eleverne bor i. Herefter ser klassen en film! fra Flensborg der bliver
udsat for et skybrud —36 mm nedbgr pa 30 minutter. Dette er et komplekst feenomen
idet det kraever en forstdelse af vandbalanceligningen, det vil sige forholdet mellem
pa den ene side (af ligningen) nedbgr og pa den anden hvordan nedbgren afstrgmmer
bade overfladisk og underjordisk, og hvis nedbgren sa nedsiver, hvilke konsekvenser

1 https://youtu.be/H5eoqvFBodA
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har dette sa for forskellige overflader sdsom hard belaegning og jordbundstyper? Det
kreaever yderligere viden om vandkredslgb, grundvandsstrgmning og grundvands-
spejl samt kloaksystemer at kunne komme med en fuld forklaring pa det komplekse
feenomen. Begge klasser kunne fint relatere til denne event. Den ene skole ligger
ganske fa kilometer fra Flensborg, og den anden skole ligger i Kolding, hvor der 14
dage fgr undervisningsforlpbet havde veeret et skybrud, og flere elever kendte til
familier der havde faet vand i keelderen i den forbindelse. Fprst tegnede eleverne pa
deres skabelonmodeller for at fa deres forhandsviden aktiveret (Windschitl et al. 2018)
(se et eksempel pa en sadan ferste model i figur 7). Disse fprste modeller diskuterede
vi pa klassen for at finde ud af hvad eleverne manglede for at kunne besvare det
komplekse faenomen. Vi anvendte i dette forlpb en modelskabelon, en “big picture”-
skabelon (Fowler, Windschitl & Auning, 2021). P4 skabelonen er der fire bygninger,
veje, bro og strand, og omradet ses bade ovenfra og fra siden. Modelskabelonen har
fortrykt mélestok og udvalgte leengde-, bredde- og hpjdemal. Eleverne fik skabelonen
i A3-stgrrelse som de klippede ud og limede pa et Al-papir sé der var plads til at tegne
deres undersggelser ind pa modellen (se figur 7).

I den efterfplgende lektion bliver eleverne introduceret til og laeser en tekst om
vandets kredslgb. I denne tekst og den efterfgplgende diskussion er der szerligt fokus pa
vandbalanceligningen, og i naeste lektion anvendes denne i praksis. Der er saledes to
vigtige mal for disse to lektioner: for det fgrste at de arbejder med nedbgr og nedbgrs-
maengder for et udvalgt omrade — et vigtigt element i deres forstaelse af vandbalance-
ligningen - og for det andet at de ved hjzelp af den matematiske modelleringsproces
beregner meengden af nedbgr pa et udvalgt omrade, nemlig skolens parkeringsplads.
Windschitl et al. (2018) kalder disse elementer af forlpbet for at understgtte og ud-
fordre elevernes teenkning, og da dette er ny viden for eleverne, kreever det ogsa en
grundig drpftelse af det underspgte pa klassen. Efter en sddan sekvens struktureres
klassesamtalerne om fplgende spgrgsmal til den enkelte aktivitet (Auning, 2020;
Windschitl et al., 2018, s.189):

¢ Hvad observerede vi?
e Hvad leerte vi?
* Hvad hjalp det os til at forsta om skybruddet?

I dette forlgb er der tre af disse sekvenser:

» Lektion 2-4: vandets kredslgb, vandbalanceligningen, matematisk modellering;
case: opmaling og rumfangsberegninger af skolens parkeringsplads
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» Lektion 6-8: afstremning og nedsivningsundersggelser af forskellige jordbunds-
typer, GIS-undersggelser af lokale forhold for den hydrauliske ledningsevne og
grundvandsspejl2.

» Lektion 10: faglig laesning om kloakteori og underspgelse af den lokale kloakering
ved anvendelse af kommunale GIS-kort.

Ilektion 6-8 underspger eleverne forskellige jordbundstyper — moreene, ler/asfalt og
sand - for deres porgsitet, infiltration og vandkapacitet. Og de simulerer nedbgrens
indvirkning pd et landskab der er meget lig dette fra deres model, igen med forskel-

lige jordbundstyper.

Figur 5. Eleverne modellerer deres observationer.

Eleverne modellerer deres observationer i forbindelse med disse jordbundsunder-
spgelser, og disse modeller danner udgangspunkt for den efterfglgende opsamling
pa klassen, jf. ovenfor. Her perspektiveres ogsa til elevernes undersggelse af lokale
jordbundsforhold, som de har udfgrt ved brug af online GIS-kort. Vi har saledes —ud
over det undersggende arbejde — fokus pa den ekspressive modellering i disse to
lektioner (Lijnse, 2008).

110. lektion har vi til gengeeld fokus pa den eksplorative modellering (Lijnse, 2008).
Eleverne laeser her en faglig tekst om kloakteori. Denne tekst indeholder mange mo-
deller af hvordan en kloakering fungerer, og de problemer der kan opstd nar kloakken
tilstoppes af fx store vandmeengder. De undersgger ligeledes deres lokale kloakforhold
ved brug af kommunens GIS-korttjeneste. Formalet med denne lektion er at eleverne
finder faglige argumenter for eksempelvis deres hypoteser om vand i kaeldrene.

5,9, 11 og 12. lektion reviderer eleverne deres model pd baggrund af den nye

2 https://miljoegis. mim.dk/spatialmap?&profile=miljoegis-klimatilpasningsplaner
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viden og forstaelse de har faet fra deres underspgelser. Windschitl et al. (2018) bruger
begrebet at man “i samarbejde finder evidensbaserede forklaringer”, om disse ele-
menter af forlgbet. I 7. lektion, altsé tredje gang de reviderer deres model, reviewes
deres model af en anden gruppe. Dette gor gruppen ved hjeelp af post-its. Her skriver
gruppen hvad den ikke forstdr, og kommer med nye forslag til forbedringer. For sidste
lektion, hvor eleverne feerdigggr deres model, deltager eleverne i en postersession.
Her preesenterer de kort deres model, og de bemeerkninger gruppen far, indarbejder
de pa deres afsluttende model i lektion 12. I forbindelse med de tre gange eleverne
reviderer deres model, cirkulerer laereren mellem grupperne og stiller spprgsmal til
gruppernes modeller. Dette ggr leereren ved at variere mellem tre typer af spgrgsmal,
alt efter hvor gruppen p.t. er i denne proces:

* Til at hjeelpe dem i gang, fx:
o Hvor tror I vandet bevaeger sig hen nér det falder der pa jeres model?
o Hvor meget vand snakker vi om at der falder pd dette omrade?
 Til at presse dem videre i deres forklaring, fx:
o Hvor lgber vandet hen nar det lpber ud af den tagrende som I har tegnet der?
o Hvordan er der kommet vand i denne kaelder?
* Opfplgningsspgrgsmal:
o Kan Iforteelle mere?
o ErIalle enige idet?
o Hvorfor mener I det?

Forlgbet er pa den méade opbygget efter designprincipper til det feelles rammevaerk
med vertikale fordybelsesomrader. Lektion 2-4 har szerligt fokus pa matematisk mo-
dellering, 6.-8. og 10. lektion pé& naturvidenskabelige aktiviteter, og 5., 9., 11. og 12.
lektion pd undersggelsesbaseret modellering. Disse vertikale fordybelsesomrader skal
saledes gerne give eleverne de brikker de mangler for at kunne leegge et helt puslespil
og dermed komme med en forklaring pa det komplekse feenomen de undersgger.
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Forlgbs diagram — Skybrud forlgb 8-9 klasse

3.4 6-7. 9. n.
1. Eleverne méler Afstromning og Eleverne Eleverne
Eleverne ser og undersager nedsivnings reviderer deres revidere deres
film, diskutere ﬁvor me. 3 undersagelser model som model og
og tegner forste vand dergvi“e af forskellige reviews af en deltager i en
model folde pa pplads jordbundstyper anden gruppe postersession

2 5. 8. 10. 12.
Eleverne laeser Eleverne Undersagelser Eleverne leeser Eleverne
om vands revidere deres af lokale forhold om kloak- feerdigger deres
kredsleb og model p& for den systemer og model p&
vandbalance baggrund of hydrauliske undersager baggrund of
ligni evidens fra nye ledningsevne og deres lokale evidens fra nye
‘gningen viden grundvandsspeil kloaksystem viden

! : f 1
Akfivere elevernes Understette og | samarbejde finde Understette og | samarbejde finde
forforstael udfordre elevernes evidensbaserede udfordre elevernes evidensbaserede
orforsiaeise taenkning forklaringer taenkning forklaringer

Figur 6. Det planlagte undervisningsforlgb.

Analyse

Jeg vil i denne analyse gennemgé hvorledes elevernes forstaelse af det komplekse
feenomen vedrgrende skybrud udvikles og styrkes i brugen af en UBM-tilgang. Dette
gor jeg ved at analysere de fire modeller eleverne har lavet igennem forlgbet. Jeg vil
have seerligt fokus pa hvordan den matematiske modelleringsproces hjeelper ele-
verne med denne forstéelse, med udgangspunkt i Niss & Jankvists (2021) model for
matematisk modellering. Gruppe 5 fra 9. B er et godt eksempel pa en gruppe der har
gennemfgrt alle faser af den matematiske modelleringsproces, men deres vej igen-
nem denne proces er ikke lineaer, men springer frem og tilbage imellem det virkelige
og det matematiske domeene.
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-
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Figur 7. Gruppe 5’s forste modeltegning.

Efter forste modeltegning

Pa gruppens fprste model (figur 7) ses det at gruppen bliver i hvad Niss & Jankvist
(2021) kalder pree-matematiseringsfasen (se beskrivelse i figur 2). P4 modellen set
ovenfra indtegner de deres forudsigelse af hvor der vil veere meget og lidt vand pa
overfladen efter skybruddet. Lysebld betyder lidt og mgrkebla betyder meget vand. P&
modellen set fra siden indtegner de hvor de vil forvente der vil opsta oversvgmmelse
og vandpytter som konsekvens af skybruddet. Gruppen illustrerer ogsé at jorden ma
absorbere noget at vandet, ved hjeelp af en pil til skreenten hvor de to villaer er place-
ret. Det er dermed en mulig forklaring p& hvorfor der er mindre vand pa overfladen
pa de to villagrunde. Der forekommer ingen tegn pa matematisering pa denne fgrste
model. Modellen viser saledes elevernes forhdndsviden og de hypoteser gruppen har
om eventen pa det pageeldende tidspunkt.

———
Avea
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o =210 00°
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Figur 8. Et nyt element tilfgjet pd gruppe 5’s anden modeltegning.
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Efter anden modeltegning

P4 modeltegning 2 tilfgjer gruppen kun ét nyt element til deres oprindelige model
(figur 8). En beregning af hvor mange liter vand der vil falde pa hele modellen ved
36 mm nedbgr. Gruppen bevager sig sdledes fra pree-matematiseringsfasen igen-
nem en matematisering, hvorefter de far et matematisk resultat der giver svar pa
den matematiserede problemstilling. Der er med denne beregning ingen tegn pa at
gruppen kommer til en endelig afmatematisering af deres resultat og igen forholder
sig til virkelighedsdomanet.

A\ 1 0DOICRERE "~ 0000
= ] 3 i S/ 000 =220

.=l 150 1

2 M

0 - Horane

Stad

o = EH

3 . E e S
>
& \\mv (sand)
S —ON /2 >
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~ & .

Figur 9. Gruppe 5’s tredje modeltegning.

Efter tredje modeltegning

Der sker rigtig meget pa gruppens tredje model (figur 9), hvor gruppen pa baggrund af
forsgg de har lavetimodul 6-8, finder ud af at der er forskel pa afstrgmning pa forskel-
lige overflader, herunder moreene, asfalt (hdrd beleegning) og sand. Den ene af eleverne
fra gruppen udtaler sdledes i interviewet efter forlgbet at “forspget hvor vi skulle un-
derspge forskellige jordtyper og vandets nedsivning, gav rigtig meget indhold vi kunne
putte ind pa modellen. Det gav rigtig stor forstaelse af hvordan jorden optager vand,
og hvordan det afstrpmmer”. Eleven siger endvidere: “Det med morzaenen og hvordan
vandet lgber igennem forskellige slags jord, det vidste jeg ikke s meget om i starten”.
Dette indikerer at gruppen har faet mere viden igennem det underspgende arbejde og
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derefter har valgt at simplificere og inddele modellen i fire omrader: et moreene-, et
asfalt-, et sand- og et vandomrade (se figur 10). De har ogsa valgt at beregne arealet af
disse omrader pa neer vandomradet. Derved kommer de igennem hele den matemati-
ske modelleringsproces, de kobler deres lpsning af det matematiske problem, arealbe-
regning, med en afmatematiserings- og valideringsfase, idet de fortolker det matema-
tiske resultat i termer af den virkelige kontekst, og modellen valideres i forhold til svar
vedrgrende den virkelige situation. De beregner ikke bare arealet, som pa deres anden
model, men de laver beregninger pa baggrund af den overflade der er pé det givne om-
rade pa modellen, som er gjort ud fra de forsgg de har lavet vedrgrende afstrgmning og
nedsivning pa forskellige jordbundstyper. Endvidere introducerer de ogsa vandbalan-
celigningen pa deres model, men den bliver ikke yderligere anvendt pa denne model.

7
o ‘

\ a /b\f)@ e/
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Figur 10. Gruppe 5’s simplificering og inddeling af fire omrdder: et moreene-, et asfalt-, et sand-

og et vandomrdde fra gruppens tredje modeltegning, som kan ses i toppen af figur 9.
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Figur 11. Gruppe 5’s fjerde og sidste modeltegning.
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Efter fierde modeltegning

P4 gruppens fjerde og sidste model (figur 11) kommer de igen igennem hele den ma-
tematiske modelleringsproces — fra pree-matematiseringsfasen til valideringsfasen.
De anvender nu deres viden om afstrgmning pa forskellige overflader og bruger disse
underspgte veerdier ssmmen med vandbalanceligningen i deres beregning af Ao (over-
fladeafstrpmning) og Au (underjordisk afstrgmning), idet de jo kender nedbgrsmeeng-
den og arealet for de forskellige typer af overflader pa deres model. De anvender ikke
nogen verdi for F (fordampning), da klassen har fravalgt at medtage fordampning.
Dette har klassen gjort fordi ikke alle forhold fra virkeligheden kan komme med i den
matematiske model, og klassen er blevet enig om at fordampningen ma veaere minimal
ide 30 minutter skybruddet varer (se deres beregninger af de forskellige omrader pa
figur 12). Gruppen har ogsa indtegnet deres nye viden om kloaksystemer og forklarer
det séledes: “Vi har lidt af det hele, som vi har leert, med. Vi har nogle beregninger, og
vihar nogle illustrationer om hvordan de forskellige ting foregér, som kloaksystemet
og jorden der optager vandet.”

P

W4 % = Vool B oo O=Aels cgand

b 2 % A A N=Som I+ 1 cz/w/”‘“‘“
\ Ao b o
g5aebyzho SOAOL=AL | AL 2O 15,000 L= A

Figur 12. Gruppe 5’s beregninger ved hjeelp af vandbalanceligningen fra gruppens fjerde model.

73/ .jé:Zé.f6L
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Figur 13. Gruppens beregning af maengden af vand der falder pd de forskellige

omrdder, fra gruppens fjerde model.

Gruppen bruger sdledes deres model som et forstaelsesvarktpj, hvor de forspger at
samle al den viden de har genereret under arbejdet med problemstillingen. P4 den
lille oversigtsmodel (figur 13), som gruppen tilfpjede pa den tredje model, har de nu
ogsa tilfgjet beregninger af hvor meget vand iliter der falder pé tre af de fire omrader,
og de har tilfpjet tre bokse (figur 12), hvor de bruger veerdierne fra figur 13 og deres
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viden om afstrgmning og nedsivning fra deres jordbundsforsgg til at beregne vand-
balanceligningen for disse tre omrader.

Gruppen er saledes i stand til at validere konsekvenserne af deres beregninger. Som
det ses pa figur 12, beregner gruppen at 1/3 af den nedbgr (25.356 liter ifplge gruppens
beregninger) som falder pd omradet med moraenejord, vil afstrpmme overfladisk.
Gruppens hypotese er nu at de 25.356 liter vand vil Ipbe ned ad skrzenten til omradet
nedenfor (asfaltomradet). Dette bevirker at vandet vil tage jord med sig, og jorden
vil aflejres pa asfalten neden for skreenten, og idet vandet kun har energi til at tage
de lette partikler med sig (ler, silt og sand), vil store sten blive blotlagt og synlige pa
skreenten, og der vil danne sig render i skreenten med delta-lignende sandaflejringer
pa asfalten (se figur 13). Det bliver sdledes ogsd gruppens argument for oversvgm-
melsen af asfaltomradet, som de havde tegnet pa deres fprste model.

Figur 14. Fgr og efter-nedbgrbillede af skraentens overflade og hvordan jorden flyder og danner
render efter skybrud, fra gruppens fjerde model.

Hypotesen om skraentens udseende efter skybruddet kommer fra forspget om nedsiv-
ning og afstrgmning, hvor eleverne simulerede et skybrud over et omrade lig land-
skabet pa deres model (se billederne af forsggene pa figur 5). Gennem undersggelsen
har gruppen fundet ud af at store dele af vandet vil afstrgmme overfladisk (Ao). P4
modellen pa figur 15 skriver de “jorden skrider”, og de har endvidere observeret at der
vil komme vandpytter pa det flade omrade fgr skreenten, og de noterer at “stenene
bliver synlige og vandet tager det tynde og lette sand veek”. Disse resultater fra for-
spget tilfpjer de til deres model (figur 14). Observationerne fra forspget bruges altsa
af gruppen som argument for oversvgmmelsen af asfaltomradet neden for skreenten
og skraentens udseende efter skybruddet.
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Figur 15. Gruppens forsggsoptegnelse fra simulationsforsgget med skybrud og forskellige

Jjordbundstyper, her moraenejord, som gruppen kalder havejord.

Interview efter endt forlab
I interviewet efter forlpbet fremhaever eleverne at den matematiske modellerings-
proces giver mening for dem, og at matematikken giver dem en bedre forstaelse af

det komplekse fenomen de underspgte.

“Jeg kan godt lide at man har faet preecise tal for hvordan det er, selvom man ikke er der

irealiteten, og sa kan man lave en plan over det sd man kan beregne det. Det synes jeg

er meget fedt — at man faktisk kan bruge en ligning [vandbalanceligningen] til et eller

andet pa en virkelig begivenhed.” (9B5S3)

“Man far jo et svar [resultat] som man selv er kommet frem til. Det ggr man ud fra de

forskellige tal man veelger, og man far resultatet ved selv at beregne og udregne. Det giver

ogsa en bedre forstaelse af hvad man faktisk arbejder med, og hvad man egentlig kan se

[ved hjeelp af modellen]. S& det giver god mening fordi det os der kommer frem til svaret

[resultatet], og vi far ikke bare resultaterne serveret.” (9B5S2)

“Ja, at det er os der skal sidde og lave det, og at vi ikke bare far givet nogle tal og sa selv

skal sidde og regne det frem via matematik, det giver et bedre overblik ... en bedre for-

stéelse.” (9B5S1)

Analyse-opsamling
Matematik er efter elevernes opfattelse medvirkende til en stgrre forstdelse af det
komplekse faenomen, og de bevaeger sig frem og tilbage mellem det matematiske
domeene og virkelighedsdomeenet (Niss & Jankvist, 2021). Dette gor eleverne fordi
de undervejs i forlpbet far en ny indsigt som far konsekvenser for den matematiske
modelleringsproces. Gruppen beregner fgrst den samlede vandmaengde for hele deres
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model, men bliver efter deres forspg med simulering af skybrud og nedsivningsfor-
spget opmaerksomme pa at overfladen har betydning for afstrgmningen, og deler
derefter deres model op i sektioner og laver nye beregninger ved hjaelp af vandba-
lanceligningen. Elev 3 i gruppen fremheever det ogsa som meget motiverende at de
er i stand til at anvende denne vandbalanceligning pd “en virkelig begivenhed”. For
hende er deres model s& teet pa virkeligheden at hun anser det for virkeligt. De to andre
elever fremhaever ogsd at den matematik de anvender, er autentisk — de finder selv
de tal og beregninger de anvender —og at den er med til at de far en stgrre forstielse
af det komplekse feenomen. Og elev 1 fremhzver endvidere at matematikken “giver
et bedre overblik ... en bedre forstdelse”. Casen viser ogsa at UBM-tilgangen (Schwarz,
Passmore & Reiser, 2017; Gilbert & Justi, 2016; Windschitl, Thompson & Braaten, 2018;
Auning, 2020) fungerer som en god ramme for elevernes forstdelse, idet de hele tiden
udvikler deres viden om og forstaelse af det komplekse feenomen. Kigger man pa grup-
pens sidste model (figur 11) og holder den op mod undervisningsplanen (figur 6), er
det lykkedes gruppen at inkludere noget fra alle de aktiviteter de har veeret igennem i
forlgbet. Det fremgér ogsé at de har anvendt eksplorativ modellering, hvor de under-
spger og anvender eksisterende modeller. Dette ses ved deres forklaring af kloakering
pa modellen. De har i undervisningen set forskellige modeller af kloakering som de
efterfplgende har anvendt pa modellen (se figur 11). Men at underspgelsen af disse
eksisterende modeller er ny viden for gruppen, siger elev 2 i dette citat: “Jeg vil sige,
jeg vidste ikke seerlig meget om kloaksystemet, og at de bare er sa simple, og at det
ikke er en motor der far vandet pumpet rundt, det er egentlig bare tyngdekraften”.
Skreentens udseende efter skybrud er et godt eksempel pa ekspressiv modellering, hvor
de igennem deres egne undersggelser og observationer modellerer deres resultater og
derigennem udtrykker deres egen opfattelse af feenomenet (Lijnse, 2008).

Diskussion

Nyere forskning har vist at processen hvor eleverne fremstiller egne tegnede modeller,
kan understgtte deres reesonnement (de Andrade et al,, 2021; Knain et al., 2021; Tytler
etal, 2020). Analysen preesenteret i denne artikel understgtter dette og viste at model-
lerne spillede en vigtig rolle i forstaelsen af det komplekse fenomen. I det udviklede
undervisningsdesign (figur 4) fylder denne del, hvor eleverne arbejder med at fremstille
deres egen model, ogsé halvdelen af forlpbet. I denne proces er det vigtigt at de bliver
understpttet og udfordret af bade leereren og andre elever. Og at leereren ngje overve-
jer hvilke spgrgsmal der kan stilles til eleven, alt efter hvor denne er i sin forstaelses-
proces (Zangori et al., 2017; Gilbert, 2004; Louca & Zacharia, 2012). Her spiller leererens
egen forklaring af det komplekse feenomen en vigtig rolle, fordi man igennem denne
proces selv stgder ind i tilsvarende spprgsmal som eleven vil sidde med (Windschitl et
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al, 2018). Det er ogsd i denne proces at et valg af modelskabelon, for at understptte og
udfordre elevernes teenkning, er vigtigt (Fowler et al,, 2020). Analysen viser at gruppens
modelleringsproces bidrog til at fortzlle en grundig visuel historie om hvilke konse-
kvenser et sddant skybrud har for et lokalomrade, og her er matematikken en tydelig
del af denne forteelling. I denne artikel er der valgt kun at foretage analyse af én grup-
pes modelleringsproces, og det er tilmed en fagligt steerk gruppe. Dette er gjort for at
anskueligggre de potentialer der ligger i denne undervisningstilgang. Alle 13 gruppers
modeller er som denne gruppe blevet tilsvarende analyseret, og for alle grupper ses
den samme markante fremgang i bade deres forstaelse af det komplekse feenomen og
deres anvendelse af de matematiske beregninger i denne forstaelse. Her ligger ogsd en
af de stgrre udfordringer ved denne undervisningstilgang: Den matematiske model-
leringsproces skal kunne bidrage til en stgrre forstaelse af det komplekse feenomen. I
dette eksempel understptter matematikken tydeligt denne forstaelse, men der vil veere
mange feenomener hvor matematikken enten er for sveer for det pdgeeldende klasse-
trin eller ikke har nogen betydning for forstdelsen. Man skal saledes overveje fra forlpb
til forlpb om den matematiske modellering vil give mening for elevernes forstaelse.
Det er med andre ord ikke alle feenomener hvor det er lige oplagt at inddrage mate-
matik — eller omvendt, hvor det kun bliver matematikken man underspger, og hvor
man ikke behgver at koble det til en naturvidenskabelig viden og forstaelse. Undersg-
gelsen giver yderligere indsigt i hvordan valget af undervisningsaktiviteter foretageti
forlgbet synes at dbne op og give mulighed for elevernes modelbaserede reesonnement
(Krist et al., 2019). Fx kombinationen af jordbundsundersggelser og beregning af vand-
meengde pa p-pladsen som gav gruppen idéer til oversvpmmelsen af asfaltomradet og
udseendet af skreenten, som ses pa gruppens sidste model. Dette rummer ogsa en vae-
sentlig udfordring ved at anvende en UBM-tilgang, nemlig at aktiviteterne gerne skal
give mening i elevernes forstaelse af det feenomen de undersgger, og her spiller deres
lpbende modellering en vaesentlig rolle for leereren i dennes tilretteleeggelse af under-
visningen, idet elevernes modeller meget tydeligt viser om den pégzeldende aktivitet
har hjulpet dem i deres forstéelse (Zangori et al., 2017; Louca & Zacharia, 2012; Auning,
2020; Sjpberg, Furberg & Knain, 2022). Den ene elev udtaler i interviewet:

“Altsa, der er mange ting vi ikke vidste, som vi har fundet ud af i lgbet af ugen. Og der
er ogsa nogle ting som du startede med at sige allerede i mandags, som vi ikke vidste....
men vi leerte jo noget af det. Vi har jo leert psykomeget i den her uge i forhold til hvad vi
havde regnet med.” (9B5S3).

En diskussion man tit lpber ind i med naturfagsleerere, er hvorvidt eleverne skal have
viden og forstéelse fpr de undersgger, eller om de skal underspge sig til denne viden

og forstaelse. I en UBM-tilgang arbejder man bevidst med fgrst at afdeekke elevernes
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forforstaelse ved hjeelp at deres fprste modeltegning, hvorefter man introducerer nye
idéer og begreber som man igen hjzelper eleverne med at vurdere, sa de far gje pa nye
mgnstre og principper de kan bruge i deres forstaelse af de komplekse faenomener
de arbejder med, og ved hjeelp af modellerne fa eleverne til at reflektere over deres
egen forstdelse og leereproces. Fra norsk forskning bruges begrebet “dybdeleering”
(Voll, @yehaug & Holt, 2019). Det at hver modeliteration fungerer som et historisk
artefakt der kan bruges til at identificere elevens forstaelse over tid (Zangori et al.,
2017), gor at denne UBM-tilgang er et godt redskab til formative og summative eva-
lueringer. Jeg har tidligere (Auning, 2020) anskueliggjort hvordan elevernes modeller
kan anvendes som summativ evaluering af deres forstaelse. Men forskning viser at
fremadrettede formative evalueringer kan styrke elevernes udbytte af undervisning
(Black & Harrison, 2010). Her har elevernes modeller over tid ogsa den fordel at leereren
lpbende kan fplge elevernes leeringsproces igennem deres modeller og komme med
den formative evaluering der kan styrke elevernes udbytte af undervisning. Brugen
af UBM til formativ evaluering af elevernes forstaelse og kompetence rummer store
potentialer for elevernes laeringsudbytte i naturfagsundervisningen, men det kraever
yderligere forskning pa omradet.

Konklusion

Det udviklede undervisningsdesign i denne artikel, som tager udgangspunkt i en
underspgelsesbaseret modelleringstilgang, viser at elevers forstaelse af komplekse
feenomener udvikles og styrkes. Underspgelsen viser endvidere at de aktiviteter som
eleverne arbejder med igennem forlgbet, i hgj grad er medvirkende til at udvikle
denne forstaelse. Dette fremgar undervejs i forlpbet pa elevernes modeliterationer,
og det fremgar af deres udtalelser —iseer fremhaeves det praktiske arbejde som szerlig
veerdifuldt for denne forstaelse. Resultaterne viser endvidere at eleverne var i stand
til at gennemfore alle faser af den matematiske modelleringscyklus, endog ad flere
omgange, og at denne proces ogsa var medvirkende til at udvikle og styrke deres for-
staelse af det komplekse feenomen vedrgrende skybruddet. Eleverne udtrykker at den
matematiske modelleringsproces giver mening for dem, og matematik er efter elever-
nes opfattelse medvirkende til en stprre forstaelse. Dette ses ogsa pa deres modeller,
hvor matematikken spiller en afggrende rolle i deres forklaringer. Eleverne udtrykker
generelt tilfredshed med at arbejde med UBM-tilgangen og fremhzever at de har faet
en pget forstdelse igennem forlgbet. Denne tilgang far nogle implikationer for plan-
leegning og gennemfgrelse af undervisningen. Det komplekse faenomen skal rumme
flere kernefaglige aspekter for at kunne forklares, og denne forklaring skal rumme
bade matematiske og naturvidenskabelige omrader. Der er seerligt fokus pa elevens
forstaelsesproces, som kommer til udtryk igennem modelleringsprocessen. Dette har
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den konsekvens at elevens model bliver omdrejningspunkt for undervisningen. De
udvalgte undervisningsaktiviteter skal have fokus pa at styrke og udfordre elevens
forstaelse og forklaring af det komplekse feenomen. Disse aktiviteter/underspgelser
kan med tidenihgjere grad end skitseret i denne underspgelse komme fra eleven selv
og medvirke til at styrke elevens naturvidenskabelige kompetencer.
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English abstract

This study indicates that a model-based inquiry approach (MBI) can function as a good framework for the
students’ understanding, as they continuously develop their knowledge and understanding of complex
phenomena through this modeling process. The article also examines how mathematical modeling can
contribute to developing and strengthening this understanding. The article comes with design principles
for how MBI courses can be planned and carried out and comes with a proposal for such an interdisci-
plinary course for science education. Results from the associated case show that students go through the
entire mathematical modeling cycle and the students emphasize that the mathematical modeling process
makes sense to them, and, in the students’ opinion, mathematics contributes to a greater understand-
ing of the complex phenomenon. This MBI approach with special focus on mathematical modeling has

some implications for teaching, which are outlined at the end of the article.
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