ARTIKLER

Adaptivitet og fleksibilitet:
Regnestrategier i de yngste
klasser

Pernille Badtker Sunde,
Katholieke Universiteit Leuven
(Belgien) og VIA University
College

Abstract: Regnestrategier har betydning for elevens udvikling i matematik gennem hele skoleforlgbet.
Regnestrategier er en indikator for tal- og regneforstdelse, og der er en veldokumenteret sammenhaeng
mellem udpraeget brug af teellestrategier og risiko for senere matematikvanskeligheder. I denne artikel
afdeekker jeg begrebet regnestrategier og kommer med eksempler fra min egen forskning om elevers
brug af regnestrategier til etcifret addition fra ferste til fjerde klasse. Perspektiverne til undervisningen
er at den bgr fokusere pd tal- og regneforstdelse og sigte mod at udvikle adaptiv ekspertise, dvs. at eleven

behersker et bredt udsnit af strategier og kan anvende disse adaptivt og fleksibelt.

Regnestrategier

Regnestrategier er kommet markant mere i fokus de seneste ar. Personligt blev jeg
for alvor opmeerksom pa regnestrategierne og deres betydning i forbindelse med mit
eget arbejde med elever med matematikvanskeligheder. Det fprte omkring 2010 til
et samarbejde med Pernille Pind og et stprre udviklingsprojekt som i 2014 mundede
ud i publiceringen af bade test- og interventionsmaterialer med fokus pa regnestra-
tegiudvikling hos iszer indskolingselever (Sunde & Pind, 2014a, 2014b). Dette skabte
grundlaget for et egentligt forskningsprojekt om danske elevers brug og udvikling af
regnestrategier til etcifret addition og sammenhaengene med deres senere matema-
tikleering!. Det er disse ca. ti rs arbejde som ligger til grund for denne artikel.

[ Fagheeftet for matematik (2019) har regnestrategier en fremtreedende plads. I Feel-
les Mal er det et selvsteendigt feerdigheds- og vidensomrade under tal og algebra, og i

1 Det projekt resulterede i en ph.d.-afhandling i 2019 (Sunde, 2019) og er fortsat som en del af min nuverende interna-
tionale DFF-postdocstilling ved Katholieke Universiteit Leuven i Belgien hos professor Lieven Verschaffel og professor
Bert De Smedt (Danmarks Frie Forskningsfonds bevilling nr. 0127-00022B).
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bade leeseplanen og undervisningsvejledningen nsevnes regnestrategier og arbejdet
med disse adskillige gange. I leeseplanen star bl.a.:

“Det er centralt, at leereren udfordrer og stgtter de enkelte elever pa en made, sa eleverne
udvikler deres regnestrategier pa baggrund af deres talforstaelse frem for at leere pro-
cedurer for opstilling og udregning. Der sigtes ikke mod opgvelsen af standardiserede

algoritmer” (Fagheeftet for matematik 2019, s. 37).

Det fremhaeves ogsa i undervisningsvejledningen at arbejdet med regnestrategier
ikke kun handler om at eleverne far metoder til udregning, men arbejdet skal bygge
pa udvikling af tal- og regneforstdelse:

“[A]lmbitionen er noget andet og mere, end at eleverne far preesenteret beregningsmeto-
der, som de efterfplgende gver sig pa. Formuleringen heenger sammen med, at eleverne
skal lzere med forstéelse. Det er med andre ord ikke hensigten, at eleverne reproducerer
beregningsmetoder, men at de udvikler metoder, fordi en sddan udvikling kun kan foregs,
nar den er forbundet med forstdelse af tallenes og regningsarternes egenskaber” (Fag-
heeftet for matematik 2019, s. 93).

Regnestrategier er eller bgr altsa veere et centralt element i matematikundervisningen
i skolen. Malet med denne artikel er at give et overblik over hvad regnestrategier er,
hvilke faktorer der pavirker elevens valg af regnestrategier, samt hvilke sammen-
heenge der er mellem regnestrategier og elevens videre udvikling i matematik. Der-
udover vil jeg give eksempler pd resultater fra mit ph.d.-projekt om regnestrategier
til addition med etcifrede tal i fgrste til fjerde klasse (Sunde, 2019). Til slut gives ek-
sempler pa hvordan denne forskningsbaserede viden kan bruges i forbindelse med
undervisning.

Regnestrategier til etcifret addition kan maske ved fgrste gjekast synes som et
noget snaevert felt, men forskning viser at det er udvikling af gode strategier til den
etcifrede regning som leegger fundamentet for den dybere regneforstdelse og arbejdet
med bl.a. flercifret regning. Det viser sig ofte at elever som er udfordret i udskolingen,
har problemer med den helt grundleeggende talforstaelse, og de er i stor udstraekning
afheengige af taellestrategier som fx at finde resultatet af 3 + 8 ved a teelle 8, 9-10-11,
et mgnster som bl.a. Ostads (2010) og min egen forskning (Sunde, 2019) bekraefter.

Hvad er regnestrategier?

Begrebet strategi kender vi fra hverdagssammenhaenge som en (langsigtet) plan for
at opna et specifikt mal. Der findes ikke en entydig definition af hvad en strategi er
i matematiksammenhaenge (Ostad, 1997b), men i relation til regning med tal er der
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generel konsensus om at en regnestrategi bestar af en raekke mulige handlinger som
til enhver tid kan sendres og tilpasses den aktuelle situation (fx Ostad, 1997b; Siegler
& Jenkins, 1989; Verschaffel et al., 2007). En regnestrategi adskiller sig séledes fra
en procedure eller algoritme ved at disse bestdr af fastlaste og ufravigelige trin-for-
trin-handlinger (Siegler & Jenkins, 1989; Verschaffel et al., 2007). Hvor procedurer og
algoritmer ikke kraever konceptuel forstelse, sd er netop dette, altsa forstdelse af
tal og regnearter, en forudseetning for at kunne udvikle og anvende regnestrategier
(Verschaffel et al., 2007).

I det fplgende vil jeg udelukkende beskaeftige mig med regnestrategier relateret
til arbejdet med positive heltal - og primeert etcifret addition. Men principperne kan
overfgres til andre talomrader og regnearter som fx subtraktion (Sunde & Pind, 2018)
og multiplikation (Pind, 2016; Sunde & Pind, 2016b).

Regnestrategier opdeles typisk i simple teellestrategier, automatisering og mere
sofistikerede regrupperingsstrategier. Teellestrategier (eng.: backup strategies) er sikre,
men langsomme strategier, fx at teelle pa fingrene hvilket kreever en mindre grad af
konceptuel forstdelse. Automatisering (eng.: direct retrieval) er ndr resultatet kan
huskes udenad og blot hentes direkte fra hukommelsen. Regrupperingsstrategier
(eng.: fact-based, retrieval-based eller decomposition strategies), ogsa kaldet opde-
lings- eller hukommelsesstrategier, bygger pa en god talforstaelse da man opdeler
regnestykket i andre regnestykker som man nemmere kan regne ud, fx fordi man
har automatiseret dem.

Regnestrategier, overordnede kategorier:

Teelling: Resultatet findes ved forskellige former for tzelling.

Automatisering: Resultatet hentes direkte frem fra hukommelsen.

Regruppering: Regnestykket deles op i nye regnestykker som er nemmere at regne

da de er helt eller delvist automatiserede.

Teellestrategier er de fgrste strategier bprn tilegner sig, og bern leerer ofte disse stra-
tegier til antalsbestemmelse fgr de starter i skole (Clements & Sarama, 2007). Der
skelnes mellem teelling med konkrete materialer, herunder fingre, og mundtlig teelling
som kan veere enten at teelle hgjt eller at teelle “inde i hovedet” (Carpenter & Moser,
1984; De Corte & Verschaffel, 1987). Begge typer af teelling kan inddeles i adskillige
kategorier (for en grundig gennemgang, se Baroody, 1989), men typisk anvendes de
to kategorier talle alt og teelle videre (se figur 1). Ved teelle alt teelles begge addender.
Ved 2 + 3 teelles forst 1-2, derefter 1-2-3 og til slut 1-2-3-4-5 eller alternativt fgrst 1-2 og
sa videre 3-4-5. Ved teelle videre-strategien teelles direkte videre fra en af addenderne,
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typisk den stprste, men elever der ikke er helt fortrolige med denne strategi, teeller
ogsa fra den fgrste addend.

Teellestrategier til regnestykket 5 + 7

00000 OO0O0OO0O0OO0O Tellealt:fgrst den ene, sa den
1 2 3 4
1 2 3 4

5 1 2 34 5 6 7 anden og sa det hele, eller
5 6 7 8 9 10 11 12  forst den ene og sa videre pa
den anden
0000 .] O0000OQQ Tellevidere fra farste addend

5 6 7 8 9 10 11 12

ro O O O O O O] (X ) 00 Teelle videre fra stgrste addend

7 8 9 10 11 12

Figur 1. Eksempler pd forskellige taellestrategier til Ipsning af regnestykket 5 + 7.

Regruppering tager udgangspunkt i at opdele regnestykket i nye regnestykker som
man nemmere kan regne ud (se figur 2). Det forudseaetter at man har automatiseret
nogle regnestykker. Ved fx regnestykket 5 + 7 kan man tage udgangspunkt i en regrup-
pering til 10 ved at opdele i 5+ 5 + 2 eller 7 + 3 + 2. Man kan ogsd anvende talpar ved
i dette tilfeelde at regruppere til 6 + 6. Disse eksempler viser regruppering baseret pa
efterfgplgende addition, dvs. at delsummer holder sig under den endelige sum, men
strategierne kan ogsa indeholde efterfplgende subtraktion hvor delsummer er over
den endelige sum, fx kan 7 + 8 ogsé lgses som 8 + 8 — 1.
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Regrupperingsstrategier til regnestykket 5 + 7
Regruppering til 10

(@ @) (O O
® O 5+5+2=12

0 o
OOO.‘ 7+3+2=12
oJoJoJoX J

Regruppering til andre automatiserede regnestykker

(e0000000|0000|  (+3+s-12

Regruppering til talpar

(@e00000|(000000|  6v6=12

(0c000000|[eeeeemE]|rin-2-1

Figur 2. Eksempler pd forskellige regrupperingsstrategier til lpsning af regnestykket
5+ 7. De to addender opdeles og sammensettes sd der konstrueres nye regnestykker som er

nemmere for eleven at regne ud, fx fordi eleven har automatiseret disse.

Forudsaetninger og udvikling
Som det fremgar af ovenstdende, krzever strategierne meget forskellige niveauer af
talforstaelse. For at kunne anvende teellestrategier forudseettes blot at man har en
grundleeggende forstaelse af principperne om en-til-en-korrespondance og kardina-
litet, dvs. at antallet af elementer i en maengde kan bestemmes ved teelling, og at
det tal som kobles til det sidste element, angiver det samlede antal elementer (se fx
Kristiansen, 2021; Sunde, 2021). Man behgver altsa blot at forsta tal som en raekke af
selvsteendige enheder pa en talraekke, fx at seks kommer for syv (Fuson, 1992).
Regrupperingsstrategier forudszetter derimod en dybere konceptuel forstaelse af
tal. De bygger dels pa at man har automatiseret enkelte regnestykker (Gray, 1991;
Threlfall, 2002), men iszer at man har en forstaelse af del-helhed (Canobi, 2004) og
opdeling af tal (Ambrose et al,, 2003; Gray & Tall, 1994; Verschaffel et al,, 2007), dvs.
at man forstar at seks ikke blot kommer fgr syv, men ogsé er en del af syv, altsa at
meengden syv ogsa indeholder meengden seks, eller 7 = 6 + 1, og at seks ogsa er tre
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toere osv. At kunne opdele i enere, tiere osv. er selvsagt ogsa centralt i arbejdet med
flercifrede tal. Internationale undersggelser har saledes vist at bgrnehavebgrns brug
af regrupperingsstrategier baseret pa opdeling i tiere og enere afhang af deres viden
om strukturerne i talsystemet (Laski et al., 2014). Elever i fgrste klasse som var gode
til subitizing (at kunne genkende helt sm& meengder uden at teelle), anvendte i hpjere
grad regrupperingsstrategier end bgrn som ikke var gode til subitizing (Gaidoschik,
2012). Og for elever i anden og tredje klasse var der en sammenhaeng mellem deres
brug af regrupperingsstrategier og deres forstaelse af matematisk sekvivalens, fx det
at kunne lgse ligninger som 4 + 4 = _+ 3 og forstéelsen af lighedstegnet (Chesney et
al, 2014).

Den generelle udvikling i strategibrug til etcifret addition gar fra teelling til automa-
tisering og regruppering. Hastigheden hvormed denne udvikling sker, er dog meget
forskellig fra elev til elev. Nogle elever anvender i lang tid overvejende teelling for
derefter langsomt at skifte til ogsa at anvende automatisering og regruppering. An-
dre elever bevaeger sig hurtigere fra teelling til at anvende andre strategier. Sa der er
stor individuel variation, bade i hastigheden af eendringen og i den forholdsmaessige
brug, eller frekvensen, af de enkelte strategier. Der er ikke som sddan tale om at en
strategi aflgses af en anden, men at dette sker som en gradvis @endring i frekvensen af
de enkelte strategier (Carpenter & Moser, 1984; Siegler, 1996). Siegler (1996) beskriver
saledes i sin overlapping waves-teori at flere strategier er til rddighed og i brug pa
samme tid, men at den relative brug af strategierne sendres over tid.

En analyse af 147 danske elevers strategiudvikling fra fgrste til fjerde klasse bekraet-
ter dette billede (Sunde et al., 2020). Elevernes strategibrug blev underspgt i enten ét,
to eller tre efterfplgende skoledr. Dette foregik ved en-til-en-interview hvor eleven fik
vist et kort med et etcifret additionsstykke. Eleven blev bedt om at lpse opgaven og
forklare hvordan han/hun fandt svaret. Dette blev gentaget med i alt 36 regnestyk-
kekort med de additionsstykker som kan dannes af tallene 2 til 9. Elevens strategibrug
til hvert regnestykke blev kategoriseret i giver op/regner fejl, teelle alt, teelle videre,
automatisering og regruppering (for detaljeret beskrivelse, se Sunde, 2019). Analy-
sen viste at i fprste klasse bruger eleverne i hgj grad forskellige former for teelling,
og i lgbet af de naeste klassetrin sker et skift mod stgrre brug af automatisering og
regrupperingsstrategier. Der er dog betydelig individuel variation idet nogle elever
fx anvender teelling over leengere tid end andre.

En efterfplgende mikroanalyse af 83 andre elevers udvikling over fem méneder i
forste klasse viste sdledes at de elever som primeert foretrak teelling i starten af fgrste
klasse, i hgjere grad holdt fast i teelling fem maneder senere sammenlignet med elever
der havde et mere varieret strategivalg i starten af fprste klasse (Sunde & Sunde, 2019).
Dette billede var uafheengigt af hvilken klasse eleverne gik i (Sunde & Sunde, 2019), pa
trods af at undervisningen i tal og regning i de seks klasser var meget forskellig (Sunde
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& Sayers, 2017). Udviklingen i strategibrug sker altsa for de fleste elever langsomt, og
de elever som teeller meget, ser ud til at vedblive med at taelle. Det er et mgnster som
bekreeftes af Bailey et al. (2012). De beskriver et feedback-loop hvor den strategi eleven
er god til, ogsd er den strategi eleven foretraekker. Dermed far eleven mere treening i
denne specifikke strategi og vil derfor med stgrre sandsynlighed veelge denne i frem-
tiden. Dette sammenholdt med mine resultater indikerer saledes at det kan krzeve en
serlig opmaerksomhed og malrettet undervisning at stptte elever i at udvikle et stgrre
strategirepertoire hvilket er centralt for et adaptivt, fleksibelt strategivalg.

Adaptivt, fleksibelt strategivalg

Valget af strategi afhaenger, som ogsa beskrevet ovenfor, af bade selve opgavens
karakteristika og elevens viden og feerdigheder. Ser vi fx pa opgaven 7 + 8 ud fra et
opgaveperspektiv, kan man argumentere for at den simpleste og mest effektive stra-
tegi (hvis man ikke har automatiseret summen) er at anvende talpar +/-1, altsa 7+ 7
+1eller 8 + 8 —1. Men ser vi det fra et elevperspektiv, er dette ikke ngdvendigvis den
mest effektive tilgang hvis eleven ikke er sikker i og hurtig til talparrene. En elev deri
stedet er sikker i og hurtig til tiervenner, vil regne opgaven ved fx at regruppere til 7 +
3 +5eller 8 + 2 + 5. En elev som ikke har automatiseret disse summer med sikkerhed,
eller som ikke har den forngdne talforstaelse til at opdele tallene, vil med stgrre sik-
kerhed regne opgaven ved brug af teelling. S3 at kunne velge den bedste strategi til
at lpse en opgave afheenger ikke kun af selve opgaven, men ogsa af den pageeldende
elevs repertoire af tilgeengelige strategier og elevens sikkerhed i strategierne, herunder
hvilke summer eleven har automatiseret, og elevens generelle tal- og regneforstaelse.
Der er generel enighed om at det at kunne veelge den mest hensigtsmaessige strategi
til en given opgave er centralt, og man taler i den sammenhseng om adaptivitet og
fleksibilitet (Bailey et al., 2012; Rechtsteiner-Merz & Rathgeb-Schnierer, 2015; Torbeyns
etal., 2002). Selvom definitionen og brugen af disse begreber er noget inkonsistent og
overlappende (Nunes et al., 2016), s& bidrager de til forstdelsen af hvorfor nogle elever
udvikler adaptiv ekspertise og andre ikke ggr. Hatano (2003) definerer adaptiv eksper-
tise som “evnen til at anvende meningsfuldt lzerte procedurer fleksibelt og adaptivt” (s.
xi, min overseettelse). Adaptivt strategivalg betyder saledes at kunne veaelge en strategi
under hensyntagen til hvor effektiv og hensigtsmaessig den pagzeldende strategi er
til lpsning af det specifikke problem (Siegler & Lemaire, 1997; Torbeyns et al., 2005).
Hatano og kolleger (Hatano, 2003; Hatano & Inagaki, 1986; Hatano & Oura, 2003)
skelner imellem adaptive eksperter og rutineeksperter. Rutineeksperter er, som nav-
net antyder, eksperter i at anvende bestemte rutiner til bestemte typer opgaver og
ikke ngdvendigvis med forstdelse. I regnestrategisammenhaenge kan det veere elever
som er sikre i og hurtige til at anvende teellestrategier, men ogsa elever som fx altid
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anvender tiervenner (en sum til ti-strategi) til etcifret addition, men ikke er i stand til
at teenke fleksibelt og anvende fx talpar nar det maske er nemmere. Rutineeksperter
har ikke npdvendigvis forstaelse for de forskellige processer og sammenhaenge der
ligger bag de procedurer de anvender, som fx sammenhaengen mellem regnearterne.
De er, modsat adaptive eksperter, derfor heller ikke s& gode til at overfpre viden og
strategier til nye kontekster. Det kan fx veere at anvende tiervenner til at 1gse 10 - 3
ved at teenke 3 + 7 er 10, s& 10 — 3 ma vaere 7. I forhold til flercifret regning kan ruti-
neeksperter fx veere rigtig gode til at anvende en standardalgoritme ved subtraktion
uden tierovergang, men have udfordringer ved fx 200 - 199, hvor adaptive eksperter
vil skifte strategi og anvende en teelle-op-strategi som er bade nemmere og mere
sikker i dette tilfeelde. Adaptive eksperter har netop den grundleeggende forstdelse
som gor dem i stand til at tilpasse metoder og strategier til den aktuelle situation og
overfpre og tilpasse kendte metoder til nye situationer.

Verschaffel og kolleger (Verschaffel et al.,, 2009) papeger at ogsa den sociokulturelle
kontekst har betydning for strategivalget, og de definerer adaptivt strategivalg som:

“Det bevidste eller ubevidste valg og brug af den mest hensigtsmaessige lgsningsstrategi
til et givet matematisk problem, for et givet individ, i en given sociokulturel kontekst”

(s.343, min oversaettelse).

Der er flere eksempler pa hvordan konteksten kan pavirke elevernes valg af strategier.
Bjorklund & Rosenblum (2002) fandt fx at 6-7-arige bgrn anvendte langt mere sofisti-
kerede strategier nar de spillede slanger og stiger med deres forzeldre end nér de lgste
de samme additionsopgaver i en skolekontekst. Ogsa selve klasserumskulturen og
hvordan eleverne oplever leererens forventninger, kan pavirke elevernes strategivalg.
Seerligt hojt preesterende elever kan blive pavirket af eksplicit undervisning i “regler”
for strategivalg (Torbeyns et al., 2005).

En reekke forskellige faktorer pavirker altsa valget af regnestrategi (Verschaffel et
al,, 2009). De kan opsummerende kategoriseres i (se figur 3): 1) faktorer som knytter
sig til selve opgaven, fx regneart, talomrade og opgavetype med eller uden kontekst,
2) faktorer knyttet til individet, sdsom alder, ke¢n, viden og faerdigheder, motivation
og selvtillid, samt 3) den sociokulturelle kontekst, dvs. den sammenhzeng strategien
skal udfgres i — er det i en hverdagssituation, i skolen, sammen med foraeldrene? -
men ogsa den undervisningspraksis eleven pavirkes af, og hvad der bliver veerdsat i
den kulturelle kontekst.
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Individuelle karakteristika
* Kognitive kompetencer

* Viden og feerdigheder

e Alder

Sociokulturel kontekst
* Skole eller ‘virkelighed’
e Undervisningspraksis

e Forzldre og leerere

Opgavekarakteristika
* Tallenes stgrrelse

* Forskellen pa addenderne
* Summens stgrrelse

Strategivalg

Figur 3. Eksempler pd faktorer der pdvirker elevens strategivalg. De enkelte faktorer er ikke

prioriteret og pdvirker ikke ngdvendigvis i lige hgj grad strategivalget (efter Sunde, 2019).

Regnestrategier og matematikvanskeligheder

Der er en veldokumenteret sammenhaeng mellem de regnestrategier eleverne fore-
traekker, og hvordan de praesterer i matematik generelt, samt risikoen for senere ma-
tematikvanskeligheder (fx Dowker, 2014; Ostad, 1997a; Vanbinst et al., 2014). Bade hgjt
og lavt praesterende elever kan anvende hele repertoiret af strategier (Torbeyns et al.,
2004), men der er stor forskel pd i hvor hej grad de bruger de forskellige strategier.
Generelt anvender hgjt preesterende elever oftere regrupperingsstrategier, hvor lavt
preesterende primeert anvender teellestrategier (Dowker, 2014; Torbeyns et al., 2004).
Over tid ses ligeledes at hgjt preesterende gradvist skifter til mere brug af automati-
sering og regruppering, hvor lavt praesterende i hgjere grad fastholder en stor grad
af teelling (Ostad, 1997a; Vanbinst et al,, 2014).

Denne sammenhaeng mellem strategibrug og senere preestation i matematik har
jeg haft mulighed for at underspge blandt 61 elever fra seks forskellige klasser hvor
jeg har information om bade deres strategibrug i fprste klasse og deres preestation i
matematik i fjerde klasse (for detaljeret beskrivelse, se Sunde, 2019). En forelgbig sta-
tistisk analyse viser at man ud fra elevernes strategibrug til etcifret addition tidligt i
forste klasse i hgj grad kan forudsige deres praestationer i matematik i fjerde klasse.
Dette geelder i emner som tal og regning, brpker, ligninger og lgsning af tekstopgaver.
Elevernes strategibrug til etcifret addition blev underspgt i starten af fgrste klasse.
Andelen af de forskellige strategier blev sd sammenholdt med elevernes resultater
i en matematiktest i starten af fjerde klasse. Statistisk set kan man ud fra bgrnenes
strategibrug i forste klasse forklare 30 % af variationen i deres testscore i fjerde klasse.
Det er iseer brugen af strategien teelle alt i fgrste klasse som indikerer preestationen i
fjerde klasse: jo hgjere grad af brug af teelle alt, jo lavere score i fjerde klasse. Omvendt
er der en steerk positivsammenheeng mellem hgj grad af brug af regrupperingsstrate-
gier og scoren i fjerde klasse. Man kan anfgre at en stikprgve pa 61 elever er forholds-
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vis lille, men denne type data baseret pa individuelle interviews er tidskreevende at
indsamle. Det er derfor relevant at forholde sig til at pa trods af den lille stikprpve er
resultaterne entydige og signifikante.

De beskrevne megnstre bunder formodentlig i at regnestrategierne, som beskrevet
tidligere, forudseetter vidt forskellig konceptuel forstdelse af tal og meengder. Elever
som anvender regrupperingsstrategier allerede i starten af fgrste klasse, ma formodes
at have en forstdelse af del-helhed (Canobi, 2004) og opdeling af tal (fx Verschaffel
et al, 2007). At kunne arbejde med del-helhed og opdeling og regruppering af tal og
meengder er fx vigtigt i udvikling af brpkforstéelse (Pedersen & Bjerre, 2021) og arbej-
det med ligninger (Chesney et al., 2014). Det er derfor ikke overraskende at elever der
tidligt anvender regrupperingsstrategier, scorer relativt hgjere i en matematiktest i
fjerde klasse som netop indeholder den type opgaver, end elever der primaert anvender
teellestrategier. Det er sdledes ikke regnestrategierne i sig selv, men den talforstaelse
som de repraesenterer, der ligger til grund for sammenhaengen.

Det mest interessante ved undersggelsen er dog at bprnenes strategibrug i fprste
klasse bidrager med information om hvor godt de klarer sig i fjerde klasse, hvilket
ikke opfanges af de matematiktest som vi normalt bruger til at evaluere bgrns ma-
tematikfeerdigheder i fgrste klasse. Selv nar der i analysen tages hgjde for elevernes
feerdighedsniveau malt med en matematiktest, MAT-testen (Jensen & Jgrgensen,
2007), som i sig selv kan forklare 28 % af variationen i preestationerne i fjerde klasse,
bidrager strategibrugen med yderligere statistisk signifikant forklaringskraft p& 12 %.
I kombination forklarer resultaterne fra MAT-testen og strategitesten i fprste klasse
altsd 40 % af variationen i bgrnenes matematikpreestationer i fjerde klasse.

At regnestrategibrug har stgrre forklaringskraft end en matematiktest, som her
MAT-testen, skyldes formodentlig at de fleste af opgaverne i denne type test ligger
inden for et talomrade hvor teellestrategier kan bruges uden stgrre besveer. Det be-
tyder at elever som ikke har en dybere forstdelse for tal og regnearterne addition
og subtraktion, godt kan score middel eller maske hgjt i testen. Der kan fx veere tale
om rutineeksperter (Hatano, 2003) som klarer sig godt i de simple regnestykker i
matematiktesten i fprste klasse (dvs. de regner rigtigt), men som far sveerere ved at
lpse opgaverne nar talomradet udvides og kompleksiteten og kravet til konceptuel
forstaelse pges i opgaverne i fjerde klasse. De rutinestrategier som var gode i fgrste
klasse, fx teelling, er ikke leengere hensigtsmeessige i fjerde klasse.

Resultaterne, som er i overensstemmelse med en tidligere underspgelse ud fra andre
data (Sunde & Pind, 2016a), tyder pa at regnestrategier med fordel kan anvendes som
en tidlig indikator for mulige senere matematikvanskeligheder. Dette giver mulig-
hed for at opdage elever i risikogruppen langt tidligere end hvis man blot anvender
standardiserede, generelle matematiktest.
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Undervisning og regnestrategier

Forskningen viser altsd at regnestrategier er en vigtig faktor i bgrns udvikling i mate-
matik, og at det iseer er knyttet til adaptivitet og fleksibilitet, altsé det at kunne veelge
hensigtsmaessige strategier. Flere studier af undervisningens effekt sammenligner
bgrns strategibrug pa tveers af lande, og her ses bl.a. at elevernes strategirepertoire
og brug er influeret af den type af undervisning de har modtaget (Geary et al., 1996;
Hickendorff et al., 2018; Shen et al., 2016). S& hvordan kan undervisningen stptte denne
udvikling? Det centrale her er at de feerreste elever udvikler fleksible regnestrategier
helt af sig selv og undervisningen har stor indflydelse pa elevernes udvikling og valg
af strategier.

Bade hgjt og lavt preesterende elever kan udvikle forskellige regnestrategier og
opnd adaptiv ekspertise. Det kraever dog at eleverne praesenteres for forskellige stra-
tegier, og at der er fokus pa udvikling af adaptivitet, altsa at eleverne laerer at tilpasse
valget af strategi til regnestykkets karakteristika og deres egne faerdigheder (Tor-
beyns et al., 2005). Fx har Clements et al. (2020) dokumenteret at selv szerligt dygtige
bgrnehavebgrn udvikler fleksible regnestrategier bedre hvis undervisningen tager
udgangspunkt i elevernes faglige niveau og undervisningen foregar i veltilrettelagte
trin. Hvis undervisningen gar for hurtigt frem ved fx at springe vigtige udviklings-
trin over, sd har eleverne sverere ved at tilegne sig regrupperingsstrategier og den
vigtige fleksibilitet selvom den samlede undervisningstid er den samme. Sarama &
Clements (2009) beskriver denne form for trin eller lzeringsstier (learning trajectories)
med udgangspunkt i forskningsbaseret viden. Et eksempel kan veere at man arbejder
med at opdele fx ti centicubes i forskellige grupper. Dermed stpttes udviklingen af en
automatisering og genkendelse af tiervenner, og dette er fgrste skridt til at udvikle
regnestrategier der tager udgangspunkt i regruppering til tiervenner.

I praksis skal undervisningen sdledes centreres omkring udvikling af elevens tal-
forstaelse og iseer forstdelsen af at tal kan deles op pé forskellige méder (Sarama &
Clements, 2009; Verschaffel et al,, 2007), hvilket ogsd er vist i figur 2. Som tidligere
beskrevet er teellestrategierne de forste strategier bprn udvikler. Selvom der er en vel-
dokumenteret sammenhaeng mellem stor brug af teelling og matematikvanskelighe-
der, er det vigtigt at forstd at teelling er et vigtigt skridt p& vejen i udviklingen af gode
strategier. Det er ikke forbudt at teelle, men elever der neesten udelukkende teeller, bgr
stgttes i at udvikle talforstaelse der ggr dem i stand til at udvikle og anvende andre
strategier. Man bgr allerede i midten af fprste klasse overveje om en seerlig indsats
er pakraevet for disse elever.
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Figur 4. Forskellige konkrete repraesentationer til understgttelse af udvikling af talforstdelse

og regnestrategier. A: talperlekzede og terningeprikmgnstre. B: konkreter, her knapper, som kan

manipuleres enkeltvis og uafhengigt af hinanden.

Udviklingen af regnestrategierne skal understpttes med brug af mange forskellige
repreesentationer i form af bade meengde- og tallinjerepraesentationer og abstrakte
repraesentationer, og der skal skabes sammenheeng imellem disse repraesentationer
(Sarama & Clements, 2009). Eksempler pa konkrete materialer og repraesentationer
som kan stgtte udviklingen af fleksible strategier, kan inddeles i tallinjerepraesenta-
tioner og enkeltelementmodeller. Tallinjerepraesentationer kan veere enten en tegnet
tallinje eller en lineal. Disse repreesentationer vil ofte stptte en udvikling af teellestra-
tegier nar vi arbejder med etcifret regning, men de er gode til at se strategier som +1
og + 2. En overgangsrepreesentation imellem enkeltelementmodeller og tallinjer er
talperlekaeder (figur 4A). Enkeltelementmodeller som fx centicubes er gode til at stgtte
forstaelsen af opdeling af tal og til at skabe forskellige talbilleder eller mgnstre. I figur
4B ses to forskellige modeller eller billeder af 10 som kan stgtte forskellige mader at
regruppere pa (se ogsa eksemplerne i figur 2).

Det er vigtigt at pointere at der i princippet om adaptiv fleksibilitet ligger at man
ikke som sadan kan automatisere valget af strategi. I det gjeblik man malretter un-
dervisningen mod specifikke strategier og automatisering af strategivalget ved fx at
fokusere pd altid at bruge tiervenner, sa risikerer man at strategierne far karakter af
algoritmer eller procedurer: Nar man mgder denne type opgaver, sa skal de lpses pa
denne specifikke made. Man risikerer en instrumentel leering og at strategivalget bli-
ver en slags “default”-metode (Blote et al., 2000; Threlfall, 2002), hvilket kan resultere
iudvikling af rutineekspertise.
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Afsluttende bemaerkninger

Opsummerende viser forskningen at elever som tidligt foretraekker teellestrategier,
scorer lavere end deres klassekammerater i matematiktest senere i skoleforlpbet.
Dette bunder formodentlig i sammenhaengen mellem udvikling af regnestrategier
og talforstdelse. Elevernes tidlige strategibrug har saledes vist sig at veere et godt
redskab til at opdage elever i risiko for matematikvanskeligheder sa tidligt som i
starten af fprste klasse.

International sdvel som min egen forskning i dansk kontekst dokumenterer at
talforstaelse og regnestrategier er centrale for god udvikling i matematik. Dette er
kaedet sammen med udvikling af adaptiv ekspertise, altsd det at man har et bredt
udvalg af strategier og kan anvende dem fleksibelt og adaptivt, ogsa i nye situatio-
ner (Hatano, 2003; Verschaffel et al,, 2009). Undervisning bgr tilstreebe udvikling af
adaptiv fleksibilitet med udgangspunkt i tal- og regneforstaelse.

I denne artikel har jeg taget udgangspunkt i regnestrategier til etcifret addition,
men principper og tilgange kan overfgres til andre omrader af arbejdet med tal- og
regneforstdelse. Endelig skal jeg pointere at principperne om adaptiv fleksibilitet ikke
kun er knyttet til tal og regning, men er et generelt princip som bgr efterstraebes i alle
grene af matematikken (Hatano & Oura, 2003).
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English abstract

Strategies in arithmetic are important in a student’s development in mathematics throughout school.
Strategies are related to understanding of number and arithmetic operations and excessive use of count-
ing strategies early in school has been linked to risk of later mathematics difficulties. In this paper, I
outline the different aspects of strategies in arithmetic and present example from my own research on
grade 1 to 4 students’ use of strategies for single-digit addition. Results indicate, that teaching should
focus on understanding of number and arithmetic and aim towards adaptive expertise, i.e. the ability

to apply strategies flexibly and adaptively.
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