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Tak for en speendende afrapportering fra fire drs arbejde i CMU, Center for Computer-
baseret Matematikundervisning (Bang, Grenbaek og Larsen, 2020). Og tak for invita-
tionen til at give konkrete eksempler pa hvordan man kan bruge digitale veerktgjer
som paedagogisk redskab - og ikke bare til opgavelgsning.

Fgrst dog en enkelt kritisk bemaerkning om brugen af forkortelsen CAS, der som
bekendt star for Computer Algebra System. I min optik er CAS et af flere forskellige
digitale vaerktpjer som kan anvendes i en matematikundervisning, men det bliver ofte
i gymnasiedebatter brugt som samlebetegnelse for alle former for digitale veerktgjer.

I stedet vil jeg foresld at man netop anvender begrebet “digitale veerktgjer”, mens
CAS-veaerktpj anvendes om digitale veerktgjer der kan udfpre forskellige former for
algebraiske manipulationer pd symbolholdige udtryk, herunder algebraisk lignings-
lpsning samt analytisk differentiation og integration af funktioner.

Et veerktgj der hurtigt kan udfgre beregningstunge operationer pa store dataszet,
eksempelvis en statistisk metode som regression, er sledes ikke et CAS-veerktej. Det
geelder tilsvarende for veerktgjer der tegner billeder af funktionsgrafer, eller som til-
lader at arbejde dynamisk med geometriske situationer.

En nuancering af de enkelte digitale veerktgjer ud fra hvad deres funktion faktisk
er, kan formentlig veere med til at skabe en tiltreengt nuancering i diskussionen af
digitale veerktpjers anvendelse.

Vihar netop brug for denne nuancering til at lave en skarp skelnen mellem digitale
veerktpjers rolle i konkret opgavelgsning overfor deres rolle som paedagogisk vaerktgj
ved begrebsindleering.
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Funktionsanalyse i tre trin

I et klassisk gymnasieforlpb om funktionsanalyse vil man typisk starte med at be-
skeeftige sig med overgange fra sekant til tangent for at kunne udlede (bevise) en
rekke simple differentialkvotienter samt simple regneregler for disse. Samtidig vil
man anvende disse simple resultater til at bestemme afledede funktioner til en raekke
konkrete simple funktioner.

I forleengelse af denne indledning vil man introducere begreber som voksende/
aftagende, lokalt og globalt ekstremum samt monotoniforhold. Man vil opbygge
seetninger om sammenhgengen mellem fortegnsvariation for afledet funktion og
monotoniforhold for den funktion den er afledet fra.

Der er mindst tre dagsordener der bliver blandet sammen i et sddan forlgb:

1. Indleering af en reekke centrale begreber til beskrivelse af en funktion, herunder
begrebet “afledet funktion” og dets sammenhaeng til de gvrige begreber.

2. Indleering af feerdigheder i konkrete teknikker til at bestemme afledede funktioner.

3. Indleering af den seerlige bevisgang der knytter sig til beviserne for udledning af
simple differentialkvotienter og regneregler for disse.

For udbredelsen af digitale veerktgjer var denne sammenblanding svaer at komme
udenom (selvom det sikkert er lykkedes for nogen). I grove treek havde man ikke ad-
gang til det ene uden at have gjort det andet. Derfor matte de tre dagsordener kgre
parallelt.

Det er imidlertid sveert for gymnasieelever, seerligt pd B-niveauet, at holde rede i
alle disse dagsordener pé én gang. Det er derfor en paedagogisk styrke at fa delt det
samlede forlgb op i tre adskilte forlpb med hver sin dagsorden. Digitale veerktgjer
skaber en reekke muligheder for dette.

Over en arraekke har jeg selv udviklet gode erfaringer med at opdele funktionsana-
lysen for mine B-niveau-elever i netop tre forlgb. I anden halvdel af 1.g et forlgb med
fokus pd begreber.1fgrste halvdel af 2.g et forlpb med fokus pa afledet funktion og savel
faerdigheder i bestemmelse af sddanne som deres teoretiske forbindelse til begreberne.
Og endelig i anden halvdel af 2.g et forlpb med fokus pa beviser og bevisgang i emnet.

Det begrebsorienterede forlgb lader sig gpre ved anvendelse af digitale veerktgjer
der kan tegne grafen for en funktion samt undersgge denne. Det kan vaere mulig-
heden for at bestemme lokalt minimum og maksimum og pa den baggrund opstille
monotoniforhold for funktionen ud fra forlgbet af dens grafiske billede (se figur 1).
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Figur 1. Eksempel pd tegning til brug ved funktionsanalyse baseret pd grafisk undersggelse med
programmet TI-Nspire.

CAS-veerktpjer giver ofte ogsd mulighed for at bestemme ligninger for tangenter
til et punkt med en bestemt x-veerdi. Det kan i TI-Nspire veere med kommandoen
“tangentline(f(x),x=2)". Det giver mulighed for at indfgre og arbejde med begreber
som tangent og tangentheeldning uden at indfgre afledet funktion.

I det andet forlpb introduceres afledet funktion som noget der kan bestemmes med
CAS-veerktgjet, og som bestemmer tangentheaeldninger (et begreb, der allerede er kendt
og treenet). Med dette afsaet kan man eksperimentere sig frem til forskellige anvendel-
ser af afledet funktion samt treene brug af vigtige formler, fx for tangentens ligning.

Det centrale er dog at man med CAS-verktpjet kan gennemfgre et induktivt eks-
perimenterende forlgb hvor man bruger CAS-vaerktpjet til at udlede principper for
bestemmelse af afledet funktion uden brug af CAS. Fx ved at bestemme differential-
kvotient for x2, x3, x* og x° og herfra generalisere et princip.

I det tredje forlpb nar eleverne har haft en chance for at forsta indholdet i begrebet
differentialkvotient samt udfere feerdighedsbaserede differentiation, introduceres
centrale beviser for de seetninger som de undersggte regneregler og sammenhange
bygger pa. Her spiller digitale veerktgjer en mindre rolle, men bruges typisk til at
visualisere “overgangen fra sekant til tangent”.

Det er altsa ikke et spgrgsmal om at erstatte feerdigheder og beviser med digitale
veerktgjer, men om at udnytte sidstnzsevnte til at fremme forstéelsen af fprstnsevnte
paedagogisk mere effektivt.

En faldgrubbe for de svageste elever er at de holder fast i problemlgsningsteknikker
knyttet til det fprste forlpb; det kunne eksempelvis veere ved at bestemme monotoni-
forhold fra en grafisk undersggelse, som den vist pa figur 1. Men disse elever vil uanset
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hvad have sveert ved at fa de mere avancerede teknikker leert, sd maske er det netop
meget godt at de trods alt far noget af funktionsanalysen pa plads.

Funktionsundersggelse pa A-niveau

Pa A-niveauet vil jeg typisk kere i et lidt hgjere tempo, men ogsd i tre forlpb. Tidligt i
1.g vil vi introducere centrale begreber, herunder afledet funktion, som dog bestem-
mes alene ved brug af CAS-veerktpjer. Typisk bygget op omkring begrebsparrene
nulpunkter/fortegnsvariation, lokale ekstrema/monotoniforhold og vendepunkter/
krumningsforhold (Jensen 2021).

Anvendelsen af CAS-funktioner til at arbejde med funktioner ggr det muligt at ar-
bejde med forholdsvis komplicerede funktioner samt uproblematisk ogsa at arbejde
med afledede af hpjere orden og dermed ogsa bane vejen for senere arbejde med
vektorfunktioner og iseer funktioner af to variable.

Senere i 1.g fplges op med andet forlpb hvor samme underspgende tilgang som
for B-niveauet anvendes til at opdage en metode til at differentiere funktioner uden
CAS-veerktoj.

Endeligt falder tredje forlpb pa et passende tidspunkt i 2.g hvor der med afseet i
greenseveerdi-begrebet udvikles beviser for en reekke af de anvendte szetninger og
teoretiske sammenhaenge. Men her spiller digitale veerktgjet en mindre eller slet
ingen rolle.

Det er veerd at udvikle gode ideer til undervisningsforlgb hvor digitale vaerktgjer
kan bruges til at muliggere indleeringen af centrale begreber inden for et bestemt
emne fgr andre og mere avancerede aspekter af emnet kommer pd dagsordenen.

Andre omrader hvor der allerede findes gode eksempler, kan veere anvendelsen
af dynamiske geometriprogrammer til at udvikle begreber og forstaelse af Ipsninger
inden for eksempelvis trigonometri og vektorregning. Og simuleringer af stokastiske
processer i et regneark kan danne en god klangbund for sandsynlighedsregningen.

Digitale veerktpjer abner formidable muligheder af didaktisk og peedagogisk art,
men er samtidig lidt af en feelde for matematikfaget hvis de far lov vedvarende at
spille en alt for stor rolle i problemlgsning og opgaveregning.
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