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Abstract: Blokmodellen er en visuel model, der anvendes i problemlgsning, bl.a. til at hjeelpe eleverne
med at genkende regneart. Visualiseringer anvendes i matematikundervisning som redskab, eller
repreesentationsmodel, til at understptte udvikling af begrebsforstdelse og problemlgsningsprocesser.
Med udgangspunkt i Bruners repraesentationsformer (konkret, visuel og abstrakt), foresldr vi en kon-
ceptuel model for Repraesentationsbaserede Oversaettelsesstrategier i Problemlgsning (ROP-modellen).
I denne artikel introducerer vi blokmodellen og giver et kort rids af de internationale erfaringer. Vi
praesenterer her de fprste erfaringer med at implementere blokmodellen i matematikundervisningen
pd mellemtrinnet, set fra et leerer- og undervisningsperspektiv, i forbindelse med projektet TRACK

(Teaching Routines and Content Knowledge).

Introduktion

I forbindelse med forskningsprojektet TRACK (Teaching Routines and Content Know-
ledge) har vi arbejdet med introduktionen af blokmodellen som redskab til visuali-
sering i problemlgsning.

TRACK er et forsknings- og udviklingsprojekt malrettet matematikundervisningen i
4.til 6. klasse. Projektet er stgttet af Trygfonden og er blevet til i et samarbejde mellem
VIA University College og Trygfondens Bprneforskningscenter. Malet med projektet
er at undersgge effekten pa elevernes faglige udvikling og leerernes praksis af en
intervention som bygger pa udvalgte elementer fra det Singaporeanske curriculum
(Ministry of Education, 2012). Et af disse elementer er blokmodellen.

Blokmodellen er en skematisk model hvor et matematisk problem repraesenteres ved
blokke som viser problemets forskellige elementer og deres indbyrdes relationer (figur
1). Denne visuelle repraesentationsform er vidt udbredt, iseer i asiatiske lande. Det er en
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model til visualisering med det formal at hjzelpe eleverne til at genkende regneart og
dermed stgtte lpsningsprocessen seerligt i arbejdet med problemlgsning inden for de
fire regnearter. I denne artikel praesenterer og diskuterer vi vores fprste erfaringer med
introduktion og implementering af blokmodellen som repraesentationsform i matema-
tikundervisningen i forbindelse med forskningsprojektet TRACK. Vi giver fgrst en ge-
nerel introduktion til blokmodellen og praesenterer nogle af de internationale erfarin-
ger med brug af blokmodellen som repraesentationsform i forhold til at styrke elevers
forstaelse og kompetence i problemlgsning. Herefter giver vi eksempler pa forelgbige
erfaringer fra TRACK-projektets pilotfase sével som et bud pa de udfordringer og po-
tentialer viseribrugen af blokmodellen i matematikundervisning i en dansk kontekst.

TRACK Teaching Routines and Content Knowledge

Den overordnede malszetning i TRACK er at underspge hvordan matematikundervis-
ning kan udvikles i et praksisfeellesskab blandt matematikleerere med udgangspunkt
i nye undervisningsmaterialer udviklet med inspiration fra Singapore. Denne prak-
sisudvikling understgttes ved en intervention. Malet med interventionen i TRACK er:

* atunderstgtte matematikleerernes udvikling af kompetencer og viden om de speci-
fikke elementer hentet fra Singapores curriculum samt at stgtte leerernes udvikling
af egen praksis

+ atudvikle elevernes viden og feerdigheder i problemlpsning og brug af forskellige
repraesentationer

* at udvikle de lokale professionelle leeringsfeelleskaber pa skolerne vha. kollegial
sparring og samarbejde.

Selve interventionen bestar af en reekke leererkurser samt specielt udarbejdet under-
visningsmateriale til eleverne. I lgbet af 4. til 6. klasse deltager leererne i 5-7 arlige
kursusdage, og til hvert klassetrin er udarbejdet elevbgger der deekker ca. et halvt
skoledrs undervisning. I TRACK har vi valgt at fokusere pa mellemtrinnet da pro-
jektet beskeeftiger sig med mange forskellige aspekter af matematik, bl.a. brgker og
ligningslgsning. Blokmodellen som praesenteres i denne artikel, er kun en del af pro-
jektets fokus.

Vi har valgt at tage udgangspunkt i Singapore da internationale underspgelser
af skolelevernes faglige viden har vist at der generelt er et hejt fagligt niveau i flere
asiatiske lande (fx TIMSS 2015: Mullis et al., 2016), og seerligt Singapore har siden
starten af 80’erne opndet en unik fremgang. Det Singaporeanske curriculum og ma-
tematikundervisning bygger pé didaktiske teorier af bl.a. Bruner (1964), Vygotsky
(1978), Dienes (1971), Skemp (1976) og Polya (1956). Problemlgsning samt en tydelig
og fagligt begrundet progression star sledes centralt i matematikundervisningen.
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I TRACK har vi valgt at fokusere pa 1) problemlgsning som en integreret del af un-
dervisning med et bevidst arbejde med de fem elementer metakognition, processer,
begreber, feerdigheder og indstillinger og 2) en konsekvent brug af Bruners (1964) tre
repraesentationsformer konkret, ikonisk og abstrakt, som forkortes CPA (Concrete-
Pictorial-Abstract). Tankerne er ikke ukendte for danske laerere, og de anvendes i
forskellig form i danske leerebpger. Det nye hvad angar TRACK, er den konsekvente
brug af CPA og den strukturerede og velafprgvede progression der stptter elevernes
leeringsproces. Som en szerlig ikonisk repraesentation eller visualisering i forbindelse
med problemlgsning arbejdes med blokmodellen som er det element i TRACK som
denne artikel beskeeftiger sig med.

Blokmodellen som visuel model i problemlasning

Blokmodellen, kaldet “model method” eller “bar model” pa engelsk, blev udviklet og
introduceret i 80’erne og 90’erne i Singapore som en skematisk model til problem-
lpsning (Kho et al., 2014). Denne form for visualisering kendes ogsa under begrebet
“tape diagram” eller “strip diagram” (se et eksempel fra USA i Beckmann, 2017). I
singaporeansk matematikundervisning anvendes blokmodellen konsekvent. Der
undervises séledes systematisk i metoden fra 1. klasse (Novotna et al,, 2018), og den
anvendes som redskab i hele uddannelsessystemet til fx avancerede problemlpsnings-
situationer og ligningslgsning.

Blokmodellens teoretiske fundament bygger bl.a. pa Bruners (1964) CPA udvik-
lingsfaser eller repreesentationer: den konkrete, ikoniske og abstrakte. Blokmodel-
len er udviklet som et szerligt redskab til at aktivere den ikoniske fase, altsa skabe
en oversaettelse fra den konkrete til den ikoniske repraesentation. Modellen bygger
endvidere pa Greenos (1983) “part-part-whole” (del-del-helhed) og skemabaserede
tilgang til problemlgsning.

Overordnet er blokmodellen en skematisk fremstilling af et problems forskellige
elementer og relationerne imellem dem. Rektangler, eller blokke, repraesenterer de
enkelte dele, og blokkenes relative stprrelse og placering repraesenterer elementernes
indbyrdes relationer (figur 1). Med andre ord: Differentiering af blokkenes leengder
bliver brugt til at repraesentere talstgrrelse, og jo leengere blokken er, jo stgrre er tal-
let den repraesenterer. Desuden kan et tal blive repraesenteret som en sum af dele.

I modellen arbejdes endvidere med kendte og ukendte dele, og det er i samspillet
mellem visualiseringen af problemets dele, deres indbyrdes relationer og hvilke dele
der er kendte og ukendte, at npglen til at genkende regneart eller oversaettelsen til
den abstrakte, algebraiske lpsning ligger. Denne form for visualisering kan dermed
stptte elevernes udvikling af konceptuel forstdelse af de fire regnearter, brgker, forhold
(ratio) og procent samt lpsning af tekstopgaver (Kho et al., 2014).
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Figur 1. Et eksempel pd hvordan blokmodellen er en overszettelse fra de sproglige elementer til
en ikonisk visuel repreesentation. De enkelte blokke repraesenterer de kvantitative elementer i
problemet. Her er endvidere vist oversattelsen fra den konkrete repraesentation via den ikoni-
ske (visuelle) og til den endelige abstrakte repraesentation, dvs. selve regnestykket. Eksemplet er
fra elevmaterialet til TRACK-projektet.

For vi gar i detaljer med forskellige typer af blokmodeller og modellens anvendelighed,
forholder vi blokmodellen og dens egenskaber til forskellige aspekter af problemlgs-
ning.

Problemlasning og didaktisk brug af modeller

Problembehandlingskompetencen bestar i at kunne opstille og lgse matematiske
problemer (Niss & Hgjgaard Jensen, 2002). Problemer adskiller sig fra opgaver ved at
den der skal lpse problemet, ikke umiddelbart har eller kender til en lpsningsmetode.
Problemlgsning er den proces som gennemfgres for at lgse et problem (Hgjgaard Jen-
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sen, 2009). Her beskaeftiger vi os primeert med problemer i form af tekstopgaver hvis
lpsning involverer de fire regnearter. For at kunne lgse et sddant problem kreeves mere
end gode regnefeerdigheder. Problemlgsning handler ofte om at finde veerdien af “den
ukendte”. Man skal altsd kunne overszette sproglige konstruktioner til de forskellige
elementer i problemet og forsté deres indbyrdes relationer. Problemlgsning er sdledes
en kompleks proces som kraever viden, heuristiske metoder, metakognitive processer
samt leesekompetence (Verschaffel et al., 2000).

Bruner (1964) beskriver at for at forstd og lgse et problem skal man enten 1) kunne
forholde sig til det konkret eller udfpre det i praksis, 2) kunne visualisere det eller 3)
kunne symbolisere det (abstrakt) ved hjeelp af sprog eller ved at opstille et algebraisk
udtryk eller et regneudtryk. Disse tre repraesentationer kan altsa ses som forskellige
lpsningsstrategier eller modeller til problemlpsning. Uanset hvilken lgsningstrategi
man velger, er det centralt at man kan skabe en model for relationerne imellem
problemets forskellige elementer. Det geelder uanset om problemet i sin oprindelige
form optraeder i tekstform eller i grafisk form (grafer, diagrammer osv.).

I en konstruktivistisk og realistisk tilgang til undervisning og laering, som fx den
hollandske “Realistic Mathematics Education” (RME), er didaktisk brug af model-
ler i elevernes leereproces en central del (Van Den Heuvel-Panhuizen, 2003). Her ses
modeller som en repraesentation af selve problemet eller situationen. Kravene til en
model i RME er at den dels skal indeholde elementer der fungerer som realistiske
repreesentationer af kontekst eller “virkelighed”, og dels skal veere tilstreekkelig flek-
sibel til at kunne anvendes pa et mere avanceret eller generelt niveau. Blokmodellen
indeholder alle disse elementer og kan dermed stgtte elevernes begrebsudvikling da
eleverne udvikler modellen og zendrer brugen af den i takt med deres egen leering og
begrebsforstielse (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003).

Model for repraesentationsbaserede overszettelsesstrategier i
problemlesning (ROP)

Med udgangspunkt i ovenstdende og med inspiration fra Kho et al. (2014) har vi ud-
arbejdet en konceptuel model, ROP-modellen (figur 2). Modellen beskriver de mulige
strategier til Ipsning af problemet via Bruners (1964) tre repraesentationsmodeller
samt samspillet imellem de tre. Der er saledes forskellige veje fra overseettelsen af
problemets sproglige elementer til den endelige l¢sning. Modellen beskriver hvordan
man kan veelge repraesentation fleksibelt efter det aktuelle problems egenskaber og
egne feerdigheder og kompetencer.

Figur 2 viser hvordan forskellige typer modeller kan indga i l¢sningen af et pro-
blem. Problemets forskellige elementer repreesenteres i enten konkret, visuel/ikonisk
eller abstrakt form i de tre modeller. Fra den enkelte model kan man enten oversaette
til en af de andre modeller eller finde en lpsning. En vigtig pointe er sdledes at man
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kan bevaege sig imellem de forskellige modeller og evt. ogsa direkte fra en konkret
til en abstrakt model (se figur 4 for et eksempel pa hvordan der arbejdes med alle tre
repraesentationsmodeller i TRACK-materialet). Mange elever oplever vanskeligheder
ved at overszette elementerne i et problem og deres indbyrdes relationer direkte til en
abstrakt repraesentation, som fx et aritmetisk regneudtryk eller en algebraisk model
(Kieran, 2006; Verschaffel, Schukajlow, Star & Van Dooren, 2020). Her kan den visuelle
model veere en stptte i den proces og et vigtigt led i arbejdet med konceptuel forstaelse
ialgebra og tidlig algebra (Chu et al,, 2017; Kho et al,, 2014).

Repraesentationsbaserede oversattelsesstrategier i problemigsning

Konkret model

Lesning

Figur 2. Model for repraesentationsbaserede overszettelsesstrategier i problemlpsning. Modellen
illustrerer overseettelsen af problemets elementer via forskellige repraesentationsmodeller. Man
kan gd flere veje og overseette fra en model til en anden i Ipbet af processen, ogsd direkte fra den
konkrete til den abstrakte model. Den direkte vej fra problem til Igsning gennem den abstrakte

model, fx algebraisk, er ofte vanskelig for eleverne. Her kan en visualiseringsmodel fungere som
oversattelsesled til fx det algebraiske udtryk.

Brugen af modeller og visualisering i problemlgsning er saledes en adaptiv fleksibel
strategiidet man kan veelge (eller fraveelge) den model og visualisering der passer til
det pageeldende problem og ens egne behov og evner (Verschaffel et al., 2009).

Visuelle modeller og algebraisk lesning

Visualisering er et vigtigt aspekt i matematikundervisning og leering (Arcavi, 2003).
Visualisering i tekstopgaver handler om at overszette sproglige elementer til visuelle
repreesentationer, som kan veere i billedform eller skematisk. Visualiseringer i form af
billeder der kun viser de objekter (mennesker, dyr, ting osv.) som indgar i problemet,
men ikke deres indbyrdes relationer og sterrelsesforhold, vil sandsynligvis ikke under-
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stgtte elevernes udvikling af strategier til problemlgsning (fx figur 3, A). Skematiske
diagrammer eller modeller som netop tydeligggr de indbyrdes relationer og forhold
mellem problemets elementer (fx figur 3, B), er langt mere succesrige som visuelle
modeller i forhold til at stgtte eleverne i problemlgsningen (Kribbs & Rogowsky, 2015).

A Tage ag rega & Tagn oy segn
Chir Fuiee B by 0 e B 5 DESGE MHE v gt Fuss Ayt O Funr kg g A Mt 5 garges e, Heor meges hae drgs?

Figur 3. Eleveksempler pd visualisering hvor problemets elementer er gengivet som billeder af
de objekter der indgdr i problemet (A), og en mere ikonisk model hvor relationerne imellem ele-
menterne er tydelige (B).

For at skematiske modeller kan fungere som en visuel stptte i problemlgsning, kreever
det ifplge Ho & Lowrie (2014) at eleven kan 1) overseette problemets elementer til en
visualisering som kan bruges til l¢sningen, 2) kan tegne en korrekt model og 3) kan
oversatte modellen til en korrekt matematisk symbolsk lpsning. Det kan dog volde
vanskeligheder for eleverne at konstruere matematisk korrekte tegninger som effek-
tivt kan stptte i lpsningsprocessen. Men undervisning der understgtter udvikling af
strategier til visualisering, kan stgtte eleverne i selv at konstruere sddanne tegninger
(Rellensmann, Schukajlow & Leopold, 2017). Verschaffel et al. (2020) fremhzever netop
ideres review af forskning i tekstopgaver at effekten af brug af visualiseringsmodeller
er stprst ndr eleverne selv konstruerer modellerne som et led i problemlgsningspro-
cessen og ikke bare far dem praesenteret som en del af en opgave.

Den algebraiske repreesentation eller en ikkevisuel analytisk lgsningsstrategi (den
abstrakte model i ROP, figur 2) er det der traditionelt arbejdes hen imod at eleverne
tilegner sig i grundskolens matematikundervisning. Ileeseplanen til faget hedder det
fx for fagomradet tal og algebra 4.-6. klassetrin om ligninger:

“Begreberne og udviklingen af metoder kan (...) lpsrives fra stgttende repraesentationer,
fx sadan, at eleverne arbejder med ligninger, der er repraesenteret i symbolsprog” (Un-

dervisningsministeriet, 2019, s. 45)
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Et eksempel pa hvordan vi arbejder med dette i TRACK, kan ses i figur 4.

Det at oversaette direkte fra fx sproglige elementer i et problem til et algebraisk
udtryk volder vanskeligheder for mange elever. Netop den visuelle tilgang kan fun-
gere som stptte i denne overszettelse (Kho et al., 2014; Lowrie & Kay, 2001; Verschaf-
fel et al., 2020), og her er iseer blokmodellen effektiv, men det kraeves at der arbejdes
bevidst med denne oversattelse, hvis gnsket er at eleverne skal slippe den visuelle
repraesentation (Kho et al,, 2014). Det er vigtigt at understrege at blokmodellen ikke
skal betragtes som en algoritme, men som en fleksibel repraesentationsform (Ng &
Lee, 2009).

Tre hovedtyper af blokmodeller

Der er overordnet tre forskellige typer af blokmodeller som repraesenterer forskellige
typer af problemer: 1) del-helhed, 2) sammenligning og 3) eendring eller vaekst.

Del-helhed

I denne model er der en relation mellem det hele og delene, fx (tabel 1, A): Spren kpber
en T-shirt for 180 kr. og sokker for 40 kr. Hvor meget har han kgbt for i alt? Her er to
kendte dele, nemlig “180” og “40”, samt en ukendt stgrrelse, nemlig “i alt” eller det
hele. Regneudtrykket vil vaere af formen del + del = helhed. Det kan visualiseres med
blokmodellen, som det kan ses i tabel 1. Tabel 1 giver eksempler pa blokmodeller der
visualiserer del-helhed i forskellige tekstopgaver inden for de fire regnearter. Nar de-
lene er af forskellig stgrrelse, er der tale om addition og subtraktion: addition nér det
hele er ukendt, og subtraktion nar en del er ukendt. Nar delene er af samme stgrrelse,
er der tale om multiplikation og division. Det er multiplikation nér det hele er ukendt,
mens det er division nar enten antallet i hver del eller antallet af dele er ukendst.

Sammenligning

Ved sammenligning sammenlignes to elementer. I eksempel A i tabel 2 sammenlignes
fx fars og Mads’ alder: Far er 3 gange sa gammel som Mads. Faren er 36 ar gammel.
Hvor gammel er Mads? Der indgar altsé to dele (fars og Mads’ alder) og et forhold
(far er 3 gange sa gammel) i modellen. Som ved del-helhed-modellen kan de enkelte
elementer i modellen alle vaere ukendte. Det afhaenger selvsagt af selve problemet
eller situationen som modellen visualiserer. I tabel 2 kan ses eksempler pa forskellige
tekstopgaver med tilhgrende blokmodel. Ved en sammenligning tegnes altid en blok
for hvert af de elementer der sammenlignes.
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Vi kan ogsa skrive en ligning:

x+xex+f=31

Fex+4f=31

Figur 4. Eksempel pd overseettelse af de sproglige elementer i et problem til det algebraiske
udtryk via konkrete og visuelle repraesentationer. Eksemplet er fra elevmaterialet til TRACK-

projektet.
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Tekstopgave

Blokmodel

Regnendiryk

Al

Seren keber en T-shart
for 180 kr. og sokker for
40 kr. Hvor meget har
han kebt for i alt?

T

F
&,

180 +40="7

B:

Der gir 424 bamn pa
Byskolen. 219 er drenge.
Hvor mange er piger?

&28

e

k" 5,
W

ney T

424 -219="7

C:
Sidste dr fik Amalie 200
kroner i fodselsgave. I ar
fik hun 3 gange mere.
Hvor mange kroner fik
hun i 4r?

7

.

F
L}

L]
n
" e e’
&0
L]
J
"

]

—

3-200=1

Dx

Derer 21 elever i 4.A.
Klassen skal deles i 7
lige store grupper. Hvor
mange elever kommer i
hver gruppe?

21:7=?

E:
Derer2l eleveri4.A.

der laves 1 4 A hvis der
skal vaere 3 elever i hver

| gruppe?

Hvor mange grupper kan

=]
—
(]
r
-
b

21:3=1

Tabel 1. Eksempler pd blokmodeller af typen del-helhed. Bemeerk at der for division er to model-

ler afhaengigt af om det er “antal i hver del” eller “antallet af dele” som er kendt.

Andring eller vaekst

Her viser modellen relationen mellem en ny veerdi af en maengde eller et antal og

den oprindelige veerdi efter en ggning/stigning eller en reduktion/fald. Ser vi pa
eksempel A itabel 3, er den nye veerdi 90 efter en reduktion pa 9: En T-shirt koster

99 kr. Prisen saettes nu ned med 9kr. Hvad er den nye pris? Kender vi stigningen

eller reduktionen, kan vi finde den nye veerdi ud fra den oprindelige veerdi og om-

vendt (tabel 3).

I arbejdet med brgker og procent har blokmodellen den styrke at en blok kan re-

preesentere en hel eller 100 %. Denne blok kan sa igen deles op i det relevante antal
brpkdele eller i 100 eller 10, hvis der arbejdes med procent. Elever som har arbejdet
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med blokmodellen i forbindelse med brgker (fx ved brug af konkrete materialer i form
af blokbrikker eller brpkstaenger) og decimaltal, kan via blokmodellen skabe sammen-
haengen mellem brgk, decimaltal og procent. Blokmodellen fungerer som et fleksibelt
redskab, og er brpken stprre end en hel, fx 4/3, sa er det nemt at illustrere i blokmo-
dellen. I tabel 3 kan ses to eksempler (B og C) pa hvordan brpk- og procentopgaver,
som mange grundskoleelever nok vil finde udfordrende, kan visualiseres ved hjeelp
af blokmodellen. Det korrekte regneudtryk er herefter, for mange, nemmere at finde.

Tekstopgave Blokmodel Regneundtryvk

.
A Far | ] | |
Far er 3 gange =4 15:3=7
gammel som Mads. g :]
Faren er 36 &r gammel. ——r
Hvor gammel er Mads?
120
B: r s \
Lone har tjent 120 kr., Lone | |
og Sara har tjent 30 kr. 120:30="7
Hvor mange gange starre Sara [:l
er Lones belob end Nt
Saras? 30
]
oy
S —
C. §-2=17
Ibo har 5 muffins og Mia e[ ||
har 2 feerre end Ibo. o gty

Hvor mange har Mia?

Tabel 2. Eksempler pd blokmodeller af typen sammenligning. I A og B er der tale om forholds-
situationer, og i C en forskelssituation.

Blokmodellens mulighed for progression

Centralt for brug af blokmodellen i Singapores curriculum er den progression som er

indarbejdet i modellen. Det vil sige at eleverne kan anvende repraesentationen pa alle

klassetrin til Ilpsning af problemer af meget forskellig sveerhedsgrad og kompleksitet.
Et eksempel pa en opgavetype som kan findes i Singapores curriculum for 4. klasse,

er fplgende: Berit har 4 gange sa mange appelsiner som Arne.Ialt har de 95 appelsiner.

Hvor mange appelsiner har Berit flere end Arne? I tabel 4 er vist en raekke forskellige
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opgaver konstrueret ud fra samme kontekst, men med stor variation i kompleksitet.
Progressionen kan ses som en proces gaende fra lgsning af simple aritmetiske pro-
blemer til mere komplekse problemer inden for tidlig algebra. Det seerlige er at der
lpbende arbejdes med hvor den “ukendte” findes i modellen, og hvordan den star i
forhold til de “kendte” elementer.

Tekstopgave Blokmodel Regneudtryk
A 99 -9=7
En T-shirt koster 99 eller

kr. Prisen s®ttes nu 7+9=09
ned med 9 kr. Hvad E

er den nye pris? - E

Eller

En T-shirt koster nu | e i

99 kr. Prisen er lige ' "

blevet sat op med 9

kr. Hvad kostede

den far?

B: (i)

En T-shirt er blevet 2 dele =30
30 kr. dyrere. b4 1 del =
Prisen er vokset _ -~ |30:2=15
med 2/3 af den _ 3 dele =
oprindelige pris. Y . | 3:15=7
(i) Hvad kostede T- -4

shirten for? (ii)

(1) Hvad koster den 5 dele =
mu? S5-15="7
C: (1)

En T-shirts 10 dele=120
indkebspris er 120 1 del=]2
kr. Butikken szlger | v | 4dele=
cersosover | N [ [ 1] |+ 12~
indkabsprisen. ,L 7

(ii) Hvor meget er 0% {ii)

lagt til 14 dele =
indkebsprisen? 14-12=7
(i) Hvad koster T-

shirten i butikken?

Tabel 3. Eksempler pd blokmodeller ved en eendring. B og C er eksempler pd brgk og procent i

blokmodellen.
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Historie Blokmodel Regnendtryk
A " (i)

Arne har 20 " . " 1 del =20

appelsiner. Berit har 4 | serit | | | 4 dele =

gange sa mange. W |4-20=7

(i) Hvor mange pa— (ii)

appelsiner har Berit? Q 1 del = 20

(ii) Hvor mange 0 5 dele=

appelsiner er der i alt? 5-20="7

B: (i)

Berit har fire gange sd - 4 dele = 48

mange appelsiner som at | | ldel=

Arne. Berit har 48 i 48:4=17

appelsiner. (ix)

(i) Hvor mange Amme l:l 5 dele =

appelsiner har Ame? i 5-12=1

(ii) Hvor mange Eller

appelsiner er der i alt? 48+ 12=7

c: (i)

Berit har fire gange s 3 dele =42

mange appelsiner som i ldel=

Arne. Berit har 42 - . 42:3m=7

appelsiner flere end it | 1 | (i)

Arne. "l | 14-d4=7

(i) Hvor mange ame [ ] (i)

appelsiner har Ame? e v 14-5=2

(ii) Hvor mange o - eller

appelsiner har Berit? 56+14=7

(iii) Hvor mange

appelsiner er der i alt

D: (i)

Berit har 4 gange s R 5 dele = 95

mange appelsiner som - , 1 del =

Are. Lalt har de 95 | " | | [ | 95:5=12

appelsiner. s (i)

(i) Hvor mange ame [ ] 19-4=2

appelsiner har Ame? H———Y v g iii

(ii) Hvor i Ll {19! Im?
mange

appelsiner har Berit? eller

(iii) Hvor mange T6-19="

appelsiner har Berit

flere end Ame?

Tabel 4. Eksempler pd blokmodeller ved komplekse sammenligningssituationer og med pro-

gression i kompleksitet og sveerhedsgrad.
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Internationale erfaringer med blokmodellen

Studier af effekten af visualiseringer viser at iseer elevernes egne visualiseringer har
en effekt pa elevernes succes i problemlgsning (Verschaffel et al., 2020), og at matema-
tisk korrekte tegninger, modsat de mere naturalistiske illustrationer (som fx i figur 3),
har stgrst effekt. Her er iseer skemabaserede visualiseringer tilsyneladende mest suc-
cesfulde (Verschaffel et al.,, 2020). Undersggelser specifikt af blokmodellens effekt pa
elevers kompetencer i problemlgsning i Singapore sével som i resten af verden finder
saledes overvejende positive effekter (Kaur, 2019). Enkelte stgrre studier viser at blok-
modellen har en effekt pé elevernes forstaelse af et tekstbaseret problem samt deres
lpsningssucces (Ho & Lowrie, 2014). Dette overordnede mgnster bekrzeftes af en reekke
studier med mindre robust design (Koleza, 2015; Morin et al., 2017; Osman et al., 2018).

Der er modstridende resultater pa hvorvidt blokmodellen er lige givtig for alle al-
ders- og elevgrupper. Nogle studier peger pa at blokmodellen er szerlig udbytterig for
fagligt udfordrede elever (fx Morin et al., 2017). Fx fandt Morin et al. (2017) at elever
i 3. klasse i matematikvanskeligheder oplevede effekt af en intervention rettet mod
problemlgsning i tekstopgaver med blokmodellen som redskab. Resultaterne viste
at brugen af blokmodellen som strategi i l¢sningen af problemopgaver forbedrede
elevernes evne til at lpse opgaverne korrekt. Derudover pgedes elevernes brug af
kognitive strategier, sdsom at omformulere problemet, tegne en model og tjekke
resultatet. Et andet studie tyder pa at lavt praesterende 6.-klasseelever preaesterer la-
vere nar de praesenteres for blokmodeller i forbindelse med tekstopgaver, og at 7.- og
8.-klasseelever har stgrre udbytte end 6.-klasseelever af blokmodellen (Booth & Ko-
edinger, 2012). Det er dog vigtigt at pointere at i dette studie var blokmodellen en del
af opgaven; eleverne skulle ikke selv fremstille en model, men kunne anvende en pa
forhand givet model som led i lgsningsprocessen.

I et stgrre studie af 607 singaporeanske 6.-klasseelevers brug af blokmodellen i
problemlgsning fandt Ho & Lowrie (2014) at hovedparten af de elever som valgte
at bruge blokmodellen, lpste opgaverne korrekt. De elever som ikke lpste opgaven
korrekt, tegnede for hovedpartens vedkommende en korrekt model som repraesen-
terede problemets elementer, men de var ikke i stand til at overssette modellen til
den abstrakte matematik og altsé lave den korrekte udregning. Ho & Lowrie (2014)
fandt endvidere at hvis relationerne mellem problemets elementer er nemme at
overskue, veelger mange elever ikke at bruge blokmodellen eller en anden visuel
repraesentation.

Blokmodellen er dog ikke altid det mest hensigtsmaessige redskab til visualisering
i problemlgsning, isaer ikke hvis der indgar flere forskellige typer af relationer mel-
lem elementerne i problemet. Det er derfor vigtigt at elever laerer at bruge metoden
fleksibelt sa der ikke opstar “prototypiske” forstdelser eller billeder som begraenser
brugen af metoden. Det kan resultere i ufleksibel teenkning (Ho & Lowrie, 2014). Hvis
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modeller, som blokmodellen, skal stgtte leereprocessen, skal modellerne fungere som
et led i forstdelsesprocessen og ikke blot introduceres som en “ny” metode.

“it is not the models in themselves that make the growth in mathematical understanding

possible, but the students’ modeling activities” (Van Den Heuvel-Panhuizen, 2003, s.29)

Ovenstdende studier tyder pa at anvendelse af blokmodellen i matematikundervis-
ningen kan stgtte elevernes udvikling af konceptuel forstaelse og give dem et redskab
til visualisering i problemlgsning. Det kreever dog at eleverne er fortrolige med denne
form for model, har ejerskab for modellen og selv overszetter elementerne i problemet
til modellen, dvs. at de bruger modeller og visualiseringer adaptivt fleksibelt.

De farste erfaringer: blokmodellen i dansk praksis

I TRACK introduceres blokmodellen i 4. klasse som en del af arbejdet med problemlgs-
ning inden for de fire regnearter. Der arbejdes systematisk med de tre repraesentatio-
ner konkret-ikonisk-abstrakt (CPA) baseret pa Bruners (1964) repraesentationsmodeller
samt at overszette imellem repraesentationer sa eleverne arbejder med alle dele af
ROP-modellen. Eleverne arbejder med metakognitive problemlgsningsstrategier ba-
seret pa (Polya, 1956 — se hgijre side af figur 5), og blokmodellen introduceres som en
del af Polyas fase 2 med visualisering af problemet. Et eksempel fra materialet T-MAT
i4.klasse kan ses i figur 5.

e—

Der er 424 born | Byskolen. Z19 er drenge. Hvad shal joq brwge for Lt — hwad handler
 Hver mange er piger? | at finde svaret? problemet am?

Hvordan lasar jeg problemat? @-

Jog kan tegne en model:

. ﬁf" @ Planlmg ag tegn
Byskolen “@’
[ H
= [Fase 3
Regn — find svaret
Min plan.
1 &t er der O piger pé skolen %

Tiek

Figur 5. Et eksempel pd hvordan brugen af blokmodeller i problemlgsning introduceres for
eleverne i 4. klasse. Til hgjre ses hvordan Polyas firefasemodel fungerer som stgtte i problemlgs-
ningsprocessen. Fra elevmaterialet i TRACK.
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TRACK startede i skoledret 2018/19 og er fortsat i skoledret 2019/20. Her deltog 11
skoler med 22 klasser og 24 matematiklzerere og -vejledere. Nedenfor beskrives de
fgrste erfaringer med introduktionen af blokmodellen set fra leerernes perspektiv. For
at fplge leerernes udvikling og oplevelse af de forskellige elementer og tiltag i projektet
indsamlede vi noter og evalueringer fra kursusdagene, data via spgrgeskemaer samt
fokusgruppeinterviews. Det er leerernes udtalelser fra disse datakilder som danner
grundlaget for det fplgende.

Introduktionen af blokmodellen har ikke veeret problemfri, og bade lzerere og ele-
ver har oplevet frustrationer. I starten af 4. klasse, hvor leerere og elever mgder blok-
modellen fgrste gang, siger leererne fx: “Eleverne har sveert ved at skelne mellem de
forskellige modeller. De er ikke vokset op med det. Men det er nok ikke kun det. Det er
sveert for eleverne at finde ud af hvilken regneart de skal bruge.” At eleverne har sveert
ved at skelne modellerne fra hinanden, kan veere et udtryk for at grundmodellen er
den samme, men det er placeringen af “den ukendte” i modellen og delenes relative
storrelse der adskiller regnearterne. Derfor er en logisk negativ konsekvens at det kan
veere sveert at skelne mellem om det er delene eller helheden der fokuseres pa. Hvis
den ukendte er helheden, er det addition og multiplikation, og er den ukendte en af
delene eller antallet af dele, er det subtraktion eller division. Det skal sammenholdes
med om delene er lige store, sa det er multiplikation eller division, eller om delene
er af forskellig storrelse, sa det er subtraktion eller addition (se fx tabel 1). Modsat er
tanken bag blokmodellen at skabe denne sammenhzeng for eleven sa fx sammenhazen-
gen mellem addition og subtraktion skabes. Figur 6 viser et eksempel pa hvordan der
arbejdes med dette i TRACK.
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Hvilke regnearter teenker jeg pa?
# = = eller:

Yy o

8

>
»

= 15
?
?

312 P A \
: . o
< g S —

: v Pepend 40 15

228 ?

Sammenlign blokmodellerne.
Hvad er ens, og hvad er forskelligt?

| CogD
| AegC

taimker jeq pd?
lAogB

Figur 6. Et eksempel fra TRACK-materialet der viser hvordan der arbejdes med at se forskelle og
ligheder i blokmodeller for de forskellige regnearter.

Det er dog interessant at efterhdnden som TRACK-projektet skred frem, og eleverne
havde arbejdet med blokmodellen i 4. klasse, fik vi flere positive tilbagemeldinger fra
leererne. De oplevede at den stptter elevernes udvikling af strategier til problemlps-
ning og tekstopgaver, samt at den stptter elevernes konceptuelle forstaelse af de fire
regnearter. Omkring midten af 4. klasse, hvor leerere og elever var lidt mere fortrolige
med blokmodellen, mgdte vi saledes udsagn som: “For mine elever er blokmodellen
en fin hjeelp i problemlgsning til at finde ud af regneart” og “blokmodellen er nu ble-
vet et veerktpj eleverne stgtter sig til”. Men nogle leerere oplevede ogsd udfordringer:
“Jeg er stadig i tvivl om mine elever er helt sikre pa hvad de skal gpre hvis jeg siger
blokmodel”. At eleverne ifglge leererne begyndte at opleve at blokmodellen er en
made at visualisere og finde regnearten pé, kan ses som en positiv udvikling i bru-
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gen af modellen, men samtidig tyder det pa at nogle elever ikke har féet “ejerskab”
til modellen - eller er bevidste om hvordan blokmodellen kan bruges som redskab.

Vi har endnu ikke systematisk undersggt elevernes brug af visualiseringer i pro-
blemlpsning, menifigur 7 kan ses et par eksempler fra midten af 4. klasse. Her ses at
nogle elever tydeligt demonstrerer at de kan oversaette elementerne i problemet til
en blokmodel. Elev A og B viser sdledes en begyndende stilisering af tegningen, hvor
elev C tegner en egentlig blokmodel.

Opgavetekst: Elevsvar:

[A)

® (= o (5770

Tegn og regn.

4,0 har 250 kr, tilbage i klassekassen, som de
skal bruge til at kebe pizzaer tll en klassefest,
Hwvor mange plzzaer kan de kebe?

(C) FLt

Figur 7. Eleveksempler fra evalueringsopgaver i TRACK fra midten af 4. klasse, hvor man tyde-
ligt ser tre forskellige stadier i visualiseringen hen imod en egentlig blokmodel (C).

I 5. klasse er lerernes oplevelser med blokmodellen langt overvejende positive, og
vi mgdte udsagn som: “Svage elever har godt af at blive stgttet af konkrete materia-
ler, blokmodeller og tegninger”. At blokmodellen bliver en stgtte til elever som har
vanskeligheder i faget, er positivt, saerligt hvis det giver dem mulighed for ogsa at
folge og lgse mere komplekse problemer. Med andre ord er det interessant at fplge
om brugen af blokmodellen skaber nye muligheder for undervisningsdifferentiering.

Som det fremgar af eksemplerne, er det ikke uproblematisk at introducere nye
elementer i matematikundervisningen, og et udsagn som “nogle elever ggr det om-
vendt: starter med at lave regnestykket og tegner blokmodellen bagefter” viser at
der er en risiko for at visualiseringen bliver et mal i sig selv og ikke det tiltaenkte
redskab. I ROP-modellen kan man sige at disse elever lgser problemet ved at ga via
den abstrakte model, men at de derefter beveeger sig bagleens fra selve lpsningen,
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evt. via den abstrakte model, til den visuelle model (figur 8) — altsa at de opfatter den
visuelle model som den endelige lgsning. I den indledende fase med at introducere
eleverne til selve blokmodellen er det nok ikke uundgéeligt, men det er vigtigt at veere
bevidst om det sa eleverne kan stpttes i at bruge modellen som en lgsningsstrategi
nar det er relevant.

Konkret model

Problemets

Visuel model
elementer

Abstrakt model

Figur 8. Et eksempel pd hvordan elever der opfatter blokmodellen som et mdl i sig selv, og som
ikke oplever problemet tilstraekkelig vanskeligt, finder Igsning via den abstrakte model og der-
efter konstruerer blokmodellen.

Ovenstdende eksempel haenger formodentlig sammen med at nogle elever finder
det uforstaeligt at skulle tegne blokmodellen ndr de sagtens kan gennemskue hvad
de skal ggre uden. De kan med andre ord hadndtere problemstillingen direkte via den
abstrakte model: “blokmodellen giver ikke mening for alle elever. Dem der kan regne
ihovedet, synes det er irriterende at tegne”, “opgaverne er for simple til at de kan se
meningen med modellen”. I Singapore introduceres blokmodellen parallelt med at
regnearterne introduceres, si eleverne er fortrolige med denne repraesentationsform
allerede fra 1. klasse. Det er en model som kreever tilveenning, og den ma npdvendigvis
introduceres vha. simplere problemer. Det er derfor forbundet med udfordringer at
introducere den i 4. klasse hvor mange elever er sa fortrolige med fx additions- og
subtraktionssituationer at de sagtens kan gennemskue hvordan problemet skal lgses,
uden brug af en visuel repraesentation. For eleven er “problemet” altsa ikke et egentligt
problem der skal lpses, men har snarere karakter af en opgave (jf. Hgjgaard Jensen,
2009). Det kan derfor veere vanskeligt for eleverne at se meningen med at anvende
en sddan model (Ho & Lowrie, 2014). Hvis vi tager afseet i ROP-modellen, sa er nogle
eleveristand til at arbejde i den abstrakte fase uden brug af den visuelle repraesenta-
tion som blokmodellen giver. De risikerer at opleve blokmodellen som en rigid form
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for algoritme som de skal lave for at “gpre leereren glad”. Her foreslar leererne selv at
der arbejdes med problemer som “er sveerere for eleverne, sa de bliver ‘tvunget’ til at
bruge blokmodellen”.

Det tager tid at tilegne sig nye arbejdsmetoder, og en laerer oplever da ogsa at
“eleverne har sveert ved at huske hvordan de bruger blokmodellerne”, i starten af
5. klasse. At leereren her bruger “huske”, er interessant. Blokmodellen skal jo netop
ikke anvendes som en fastlast metode der skal huskes, men som et fleksibelt veerktgj
eller strategi. Vikan ogsa se at leerernes indstilling og engagement i forhold til intro-
duktionen af blokmodellen har indflydelse pa hvordan leererne oplever at eleverne
tager modellen til sig, og deres opfattelse af om det er en hjeelp for eleverne. En leerer
forteeller fx at hun til 5. klasse selv har lavet blokmodeller til en opgave som eleverne
fandt seerlig sveer, og delt ark ud til elever hvor disse er pa: “Det fik gang i en snak om
gangefamilien. Nar man laver division, er der fire forskellige blokmodeller — hvilke
skal man bruge? Eleverne havde deres egen huskeregel om at nar der var to forskellige
objekter, skulle man bruge to blokke.” Hun har tydeligvis taget blokmodellen til sig,
og hun arbejder malrettet mod at stgtte eleverne i at anvende den som redskab. I den
pageeldende situation viser hun at hun selv bringer blokmodellen ind som et redskab
til at stptte elevernes forstdelse af gangefamilierne, altsd sammenheengene mellem 3
-4 =12 0g12: 3 = 4 osv. (figur 9). Dette er et godt eksempel pa hvordan blokmodellen
stptter elevernes konceptuelle forstdelse af regnearterne.

Figur 9. Et eksempel pd hvordan blokmodeller kan anvendes i arbejdet med gangefamilier.

Perspektiver
Der er ingen tvivl om at visualisering generelt stptter leereprocessen. I forbindelse
med problemlgsning inden for de fire regnearter kan iseer skematiske modeller veere
et vigtigt redskab til at stgtte oversaettelsen fra de sproglige elementer til et algebraisk
eller aritmetisk udtryk.

Mange leerere kender og underviser i metakognitive strategier til problemlgsning,
som fx Polyas (1956) fire faser (jf. figur 5), men visualiseringen af problemet kan opleves
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udfordrende for eleverne (Rellensmann et al,, 2017). Her giver blokmodellen lzererne
en strategi eller et redskab til at stilladsere hvordan man kan visualisere et problem
pa en made sa sammenhaenge bliver tydelige. Undervisning i strategier til visuali-
sering, sdsom blokmodellen, har vist sig at styrke elevernes egne konstruktioner af
matematisk korrekte modeller (Rellensmann et al., 2017). Blokmodellens skematiske
form gor det ogsd muligt at sammenligne forskellige situationer, herunder regnear-
terne, sd ligheder og forskelle treeder tydeligt frem.

I dette projekt er det tydeligt at bade elever og leerere kan opleve frustrationer og
udfordringer, hvilket kun er forventeligt. Blokmodellen bliver kun et relevant veerk-
tgj hvis bade elever og leerere forstar modellen og ikke mindst dens begraensninger.
Nogle af de undervisningsmeessige udfordringer vi oplever, er at blokmodellen er
ungdvendig for nogle af eleverne pa mellemtrinnet fordi problemstillingerne er for
lette. Eleverne oplever altsa at der ikke er tale om “rigtige” problemer (se fx Hpjga-
ard Jensen, 2009). Da eleverne ikke har arbejdet med blokmodellen tidligere, har det
veeret npdvendigt at introducere den ved meget simple tekstopgaver sa eleverne (og
leererne) har kunnet bliver fortrolige med den. Det har medfgrt at nogle elever har
haft sveert ved at tage modellen til sig. Morin et al. (2017) papeger da ogsd at modellen
ber indfgres tidligt i skoleforlgbet for at stptte forstaelsen af de mere fundamentale
tekstopgaver. Derefter kan leererne bygge pa denne konceptuelle forstaelse af blokmo-
dellen ndr mere komplekse problemer introduceres pa eeldre klassetrin. Erfaringerne
fra dette udviklingsprojekt fra mellemtrinnet viser da ogsa at blokmodellen med
fordel kan indfgres i de yngste klasser. Pa enkelte af skolerne gik lzererne selv i gang
med denne proces.

Ud fra de fprste erfaringer med at introducere blokmodellen i forbindelse med et
pilotprojekt i 4.-5. klasse mener vi at modellen har et potentiale som redskab for ele-
vernes udvikling af konceptuel forstaelse og som stptte i oversaettelsen fra tekstopgave
og til regnestykke i arbejdet med problemlgsning.

I denne artikel har vi preesenteret erfaringer med introduktionen af blokmodellen
baseret pa leerernes oplevelser. Vi har endnu ingen data pa elevernes udbytte af mo-
dellen.Iforbindelse med TRACK-projektet vil det veere relevant at underspge i hvilken
udstreekning elever anvender modeller baseret pa visualiseringer i problemlgsning,
og i hvilken grad det bidrager til deres succes.
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English abstract

In mathematics education, visualizations are used as representations to support the development of
conceptual understanding and problem solving. One such model is the bar model. Based on Bruner’s
representations (concrete, visual and abstract), we propose a conceptual model for Representation-
based Strategies in Problem Solving. We introduce the bar model, a schema based visual model,
and give a brief outline of the international experience with this model. We present here the first
experiences from a teacher’s and teaching perspective with implementing the bar model in 4th-6th

grade in the research project TRACK (Teaching Routines and Content Knowledge).
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