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Resume

§ elertne artebel introdluceres intervaller oz
Cuzey tal som en fensighsmeassig og matemalist
stringent reprecsentation af gbonomisbe usif-
fertreder. De fire regmingrarter for sdledes re-
preesenterede wstkre planomisle storrelser de-
wanstreres oF aisdnteres, Ligeledes demonstreres
alonamishe baltulationer ned wsibre fumbtio-
wer og de dermed forbundne probilemer diskure-
res. Ranking af wsilve obonomiske storrelser
sevites §relation 8 blassisk obomomisd bestue-
wirngsteart. Det godtzores § artiflen, ar fonven-
tionelle plononiste belbalarioner felboems Lan
weltifdes 1 ar inblndere relevante astbberheds-
gurderinger B wnderstottelse af rationelle be-
sturmingsprocesser. Resultaterne ilfustreres § ar-
tiklew pe typiske ancendelser inden for et Lendr
dbonomist profiemomrdde, wemits fnvesie-
ringshesietninger:

Introduktion

Denne artikel rager sic ndganespunke i der
grundlegeende beslumningsproblem, der
opstir som en konsckvens af beslutnings-
tagerens assdre viden am de (fremuidige)
forhold, der danner grundlager for beslue-
ningsprocessen. | lange de feste prakoske
tilfelde fremsulles beslutningssituationen
sorn om beslutningstageren har sifder vi-
den om de phonomiske strrelser, der ingd-
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mentationen for eller imod en bestemt be-

slutning. 1 den klassiske beslutningsteori

antages det, at en kognitiv kompetent be-
slutningstager har sidder viden og er 1 stand
til at forudse alle relevante fremudige ril-
stande 1 verden. [ dete tilfzelde kan be-
slurningstageren kalkulere de konomiske
konsekvenser af enhver serategi han mieee
snske at realisere og fplgelig vielge den
strategi, som opfylder hans aspirationer

optimale, Knight (1921).

[ beslutningsteorien skelner man nor-
malt mellem risiko og weiblerfed. Ved be-
slutning under risido antages der, ar sand-
synligheden for den fremeidige inderet-
ning af bestemte begivenheder er objek-
tivt kendr, hvorimod sandsynlighedsforde-
lingen ikke objekuive kan fastlzgees ved
beslutninger under wsibberded. Ved beslur-
ninger under ristle er det (i princippet)
mulige for beslutningstageren at kalkulere
forveneningsveerdien af gifiy funktonen
(den individuelle nyttefunktion) under
hensyntagen til begivenhedernes sandsyn-
lighedsfordelinger, Heroz (1964),

[nden for der pkonomiske fagomride
kan der findes mange fortolkninger af be-
grebert weibberbed frisiko). Kyliheiko (15995)
foreskir denne vderligere kvalificering af
begrebet:

o Paramerricd wsiblerded (risido) Kan re-
prasenteres ved at belutningstageren
producerer en udtgmmende liste over
hans strategiske oprioner, omverdencns
mulige fremridige tilstande og hans
subjektive forestillinger om sandsynlig-
heden for at disse mulige fremitidige til-
stande inderaffer.

o Kilden vl strudiwrel wsillerked frisifol er
mangel pd & priers viden om fremidens
strukturelle egenskaber, herunder kon-
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sekvenserne af interaktionen mellem
virksomheden o omgivelserne, som ik-
ke ex anse kan tages 1 betragening, speci-
elt ikke 1 forbindelse med konsckven-
serne af reknologisk udvikling,

o Endelig er der radibal usibberhed {risito),
somm opstdr i forbindelse med en omgi-
velsesrelateret strmbtured wsiblerded (rise-
ko) op en virksomhedsrelarerer wsidder-
hed (risifa) omkring procedurer, Dosi og
Egidi (1991).

Sandsynlighedsbegreber og statstiske me-
toder i det hele rager (sd som Monte Carlo
simulering) har spillet en dominerende
rolle i forbindelse med repracsentation og
kalkulation af gkonomiske usikkerheder,
Der er imidlertid forbundet vassentlige
problemer med den prakriske anvendelse
af disse metoder, ogsd hvad angdr bereg-
ningsalgoritmer, se f.eks. Schjer-Jacobsen
(2000). Hvis vi f.cks, i der generelle clfacl-
de skal kalkulere nyttevaerdien som funk-
tion af skonomiske variable giver ved de-
res sandsynlighedsfordelinger, involveres
swerdeles komplekse beregninger. Meto-
den kan desuden kun benyres, sifreme
sandsynlighedsfordelingerne for de enkel-
te variable overhoveder kan beskrives,
hvilket sjeldent er tilfaldet. Dertl kom-
mer at beregningen af nyttevaerdien i prin-
cippet bar inddrage beslutningstagerens
risikoprazference, da det ikke er ligegyl-
dige for beslutmingsageren, hvilken usik-
kerhed der er relaterer il en giver afkase,

[ denne arikel foreslis der derfor at gd
andre veje, der i praksis tillader at kalkula-
tion med usikre skonomiske stgrrelscer kan
gennemfvres ved en bekvem udvidelse af
konventionelle reprazsentationer af sikre
stprrelser, dvs, ordinazre tal, ol representa-



tioner af usikre storrelser, nemlig swerval-
fer oz fuzzy rad. Historisk op videnskabelige
er der tale om o forskellige udgangspunk-
ter, som i denne artikel spges brage ind i
en fuclles forstielses- og anvendelsesram-
me. Tankegangen omkring intervaller
stammer fra bestrazbelser pd ac £ soyr pd
de praktiske beregningsmassige ungjag-
tigheder, der opstir i computere, som ope-
rerer med en begrenset nejagtiched i den
interne alreprasentacion, Moore (1962,
1966). Ideerne om fuzsy mengder og tal
stammer fra ensket om Kunne skabe en
ngjagrig reprasentation af usikre og vage
informartioner og en mangevardi-logik
som konerast til den klassiske binwere logik

sand-falsk, Zadeh (1965, 1975),

Numerisk repraesentation
af usikre skonomiske storrelser
Reprassentation ved intervaller
En sikker pkonomisk swirrelse reprssen-
teres ved er reelo tal. Feks. siger vi, ac af-
smeningen af et besteme produke i den
kommende periode vil viere 10,000 stk
Der falder naturlige ac repracsentere en
usikker gkonomisk storrelse som et fnter-
val. Feks., kan vi ikke vide med sikkerhed,
ar afsaeoningen vil vaere 100000 stk men vi
kan miske sige, at afsoingen vil ligge
mellem 8.000 og 11.000 stk., uden npjere
at kunne specificere hvor i intervaller
[8.000, 11.000] afsezrningen vil komme ril
at higge. fstimarer 10,000 stk. er sdledes
blever erstatter med et sfofdedf estimat
[8.000, 11.000] stk. Der dobbele estmar
repracsenterer usikkerheden i forbindelse
med den phonomiske stprrelse, som afswer-
ningen cr.

En forudseining for at introducere -
tervatfes som en meningsfuld reprassentac-

on af usikkerhed er, at vi kender den ned-
re og gvre grense for en given skonomisk
stgrrelse. Har vi sd ikke blot erstattet én
form for uvidenhed (nemlig uvidenheden
om den cksakee vaerdi af den pkonomiske
sterrelse) med en anden form for uviden-
hed (nemlig uvidenheden om de eksakte
stgrrelser af den nedre og gvre grasnse)?
Heril er ar sige, ar der stilles stprre krav til
argumentationen, og dermed vores viden,
ndr vi hazvder, at afseeningen i nazste peri-
ade bliver 10000 stk. cnd ndr vi haevder,
at afszningen vil ligge mellem 8.000 og
11.000 stk., endsige mellem 4.000 og
15.000 stk. Jo sterre usikkerhed vi md lade
indgd 1 den pkonomiske kalkulation, jo
mere ufuldstendig er den viden, som er
reprasenterer i kalkulationen,

Det er for nylig blevet foreslict at an-
vende fntervaller i forbindelse med evalue-
ning af worsf- og fest-case (WBC) ekonomi-
ske konsckvenser af teknologisk udvik-
ling, Schjmr-Jacobsen (1996, 197).

Repraesentation ved fuzzy tal
Siden Zadeh (1965) introducerede fussy
meengeder og fuzsy fal har der udviklet sig en
lang rekke applikationer inden for ingen-
iprvidenskab, management og finansie-
ring. En fuzsy meaengde er en klasse af ob-
jekter med et kontinuum af grader af med-
lemskab defineret af en memdership funkui-
on, som kan antage vardier mellem O og 1.
Fuzsy mengde konceptet tilbyder en strin-
gent mide at registrere uprecise, vage og
usikre udralelser pd, sd som “store investe-
ringer”, “omkostningemne vil blive reduce-
ret beerageelige i den kommende periode™
og “omskctningen vil stige en smule naeste
dr”,

I denne artikel er vi primaert interesse-
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ret i fuzzy fal Koncepret som en mdde ar
beskrive usikker eller fezay viden om pko-
nomiske storrelser pd. Holee Dubois og
Prade (1978, 1979) kan et fuzzy fof dehine-
res mere precist som en fvzzy delmaengde
af de reelle ml R karakeeniscrer ved mem-
Sership funktonen f(x) Denne generelle
fremsulling af fuzzy fof kan forenkles ved
at antage en stvkkevis lineasr memdbership
tunkoon. Dec kan Feks. fore dl to typer af
Sfuezzy fel-

For det forste det trapesoidale fuzsy tal,
Wang og Liang (1995), s¢ Figur 1:

Hx) =(x-alfic-a),  agfx<sc (1a)
=1, cE=x=d {1k
=(b-x)ib-d) d=x<h {1c)
=, cllers, {1d)

For det andet det trangudere fussy tal,

Chhiv og Park (1994), s¢ Figar 2;

fix) = (x-alf{c-a),  a<£x=c, (2a)
= (h-xMib-¢), c=x =, ()
=1, cllers, (2c)

I denne artikel begrenser vioos al fuzzy re-
przsentation af shonomiske vsikkerheder
vohja, rrtenpaleere fezzy fad, Wi afseonin-
men af et bestemt produke i en fremidig
periode kan repracsenteres ved det sevamg-
Jeere frezzy pad [B000, 10,000, 11.000] stk.,
kan der fortolkes sdledes: Afseiningen vil
efter alt at demme formodenthg blive om-
kring 100000 sk, 1 hvert ulfaelde vil afsaet-
ningen lgee mellem S.000 op 11,000 stk.,
de deraljerede muligheder fremgir at sem-
Sership funkoonens forlob. Hyis vi blog in-
teresserer os for den formodede afsaetmng
o dens nedre og ovie grcnser (og alesd k-
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ke der dewaljerede forlob af memidersihip
funkrionen), har vi reprassenterer afsae-
ningen som ¢n usikker phonomisk sterrel-
se ved et fre-aladdelt estfaet A, c, bl

Frgur §. Membership funkition for trapezoidalt
Suzzy tal,
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Frgwr 2. Mesberslip fumlition for triangulars
Suzzy rad.
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De fire regningsarter ved

usikkerheder

Interval algebra

Wi estimerer afsweoningen af et besteme
produke ul [B.O000, 11000] stk. 1 den kom-
mende peniode, A forskellige grunde ¢r
der ogsd usikkerhed om produkrers salgs-
pris, lad os sige at salgsprisen estimeres tl
6, 704] krfstk. For at komme frem ol et
estimar af preclukers omsernimg md vi de-
finere en algebra, der tillader os at mulo-
plicere w usikre talstorrelser, som hver er
representeret ved futervalien,



[ intervalanalysen, Moore (1966), crstat-
tes de algebmiske operationer addition,
subtraktion, multplikation og division
{altsd de fire regningsarcer) med tilsvaren-
di operationer pi ffervallen, 1 = [a,, b))
and I, = [a, b];

L+ 1, =[a,+a,b,+ bl {3a)
I, - L =]a, - b.oas - by, (3h)
I, * L. = [mindaa,. a,ly, by, Byb)

maxiaa,, a,b,, ba, bbodl, {3¢)

LAl = ]a,b] ® [, Val, Oe [a,b.]. (3d)

1 denne mdde kan resuloier af beregnin-
ger pd usikre tal overviges, sdledes acden
tilsvarende usikkerhed pd resultaret be-
regnes, se Leks, Caprani og Madsen
(1992).

Diee lille eksempel i starten af afsniccer
kan nuo peres ferdie. Ved anvendelse af
(3¢) kan produkiers omscining bestem-
mes ol [4.800.000, 7.700.000] kr. Der cr,
hvad der kan siges under de givine ome
stendigheder, dvs, ud Fra hvad v ved om
usikkerheden pi de indgiende skonomi-
ske storrelser, alseining og pris.

Triangulaer fuzzy algebra

For der trvangadare fuzzy fal definerer ved
{2} introduceres henholdsvis den venstre
Lice) oz hojre Rio) representation af mem-
Sership tunkuionen, Eo ffwagelery fiezsy tal
I kan herefter skrives i tormen for e sn-
rerval:

I = [Ltceh, Ric], hvor (4a)
L) = a + (e-adi og
Riced = b+ (e-booe, e [IL1). i4h)

Som er cksempel, berragn muloplikacion
af to rriangulere fuzey wl Foand F. hvor

F)m [1ect, 4-20) 0g
I, = [2+30, 7-2a). e [O1). i3

For produkrer fis v.hja. (3ck

5, * FF, o= [3oe" + 5o+ 2, 4o - 2200+ 28],
e [(LT] ih)

Bemaerk, at medens memdbership funkrio-
nerne for faktorerne I og I, er sivkkevis
lincaere (5), bliver membership funktonen
for produkrer F, * F. stvkkevis kvadrarisk
(6). | almindelighed kan der opstl memder-
ship funktioner af vilkirhig hoj kompleksi-
tet, hvilker ville umuliggere kalkulationer-
ne i praksis. En mide at overkomme den-
ne vanskelighed pd, er ar nojes med at be-
regne membersdip funkoonen, dvs. Lia) oz
Rice), for et endeligr anal vaerdier af o,
Som et cksempel pa decee, vil vi her defi-
nere ct fre-doldelt estimat v.hja, C-snit sva-
rende il de o e-viendier i = Uog = 1.
Sdledes fis af (6) et tre-dobbelt estimat
[, o, b] for produkeet o * 1, = [ 2, 10, 28],
ider

LAl =2 =306 + 5004 2| = 2, (7a)
L= R =¢ =30+ 500+ 2] o

= da - 220+ 2800 = 10, 0p (7
R{OY = b = 40 - 2200 + 28 | 0 = 28, (7¢)

Baseret pd der ovenfor fremforte og som
en generalisenng af Kaufmann og Guprta
C19EE) kan vi nu definere de fire regnings-
arter for trangndoese frzzy tal repraesenteret
ved de simphficerede tre-dobbelte estimater

Iy = [a. ¢ b og .= [a,, . by] sdledes:

5 =
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Fo+ o=y + a0y + e by + 1], (Ha)
1:| - I"_" =|“| _I.)_-- ‘n:|_'|:_1- i.!;-h,]. ‘,H]j}
I, *F, =[min(aa, a,b, ba, b,b.), cc,

max(a, b bo, bbb (8
FoAF, =la.c. by * 11 Ve, Tasl,
fore [a, ¢, b, {8d)

Lad os er gjeblik vende vlbage il eksem-
plet med et rre-dalbelt extrmar af den kom-
mende periodes afsaeening pi [8.000,
10,000, 11.000] stk. Hyvis salgsprisen esti-
meres Gl [600, 660, 700] kefstk., vil den re-
sulterende omsaming blive [4 80000,
G000, 7.700L000] kr. Her svarer det
midterste tal til en ordinger kalkolation ag
de o vderste al ol en fwerved kalkulation.

Beregninger med usikre funktioner
Interval funktioner
Beregninger med usikre funkooner er ik-
ke er triviel problem. Berragr feks, det
problem, der bestir 1 ar beregne funktio-
nen gix) = x(1-x), hvor x er en variabel,
som er behaefrer med usikkerhed. Lad os
feks, sige, ar vi tkke kender vierdien af x,
boreset fra, at vi ved den ligger mellem 0
op 1. For det fersee er der problemet med
den manglende gyldighed af den distribu-
rive lov, Afhangizr af om vi “ganger ind
parentesen” eller ej, fir vi at den resulee-
rende funkoion g antazer henholdsvis vaer-
dimangderne [0, 1] og -1, 1]. For der an-
der er der det problem, at ingen af disse
resultater er korrekee, wder begge interval-
ler er for brede. Hvorfor det? Der skyldes,
at den variable x oprreder mere end ¢t
sted i udervkkert for g0 En ngjere under-
speelse viser, at den sande vierdimaengde
for # er [0,'4].

Lasningen pd deree problem cr at an-
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vende numeriske globale oprimeringsme-
toder til ar bestemme der sande resulte-
rende interval, se Hansen (1992) og Capra-
ni og Madsen (1992). 1 denne artikel ngjes
vi med ar konstatere, an problemer kan
leses og er blever implementeret i et cil-
mengelige add-in modul ol MS-Excel reg-
neark, Hyviinen og de Pascale (1997,
16495,

| pkonomiske kalkulationer indgir som
oftest funktioner, der rickker ud over an-
vendelse af de fire regningsarrer, f.eks. i
forbindelse med renteberegninger og in-
vesteringskalkuler. Berragr Leks. en ordi-
naer annuitet pd 1 over n perioder ved ren-
ren i, Schjier-Jacobsen (1996). Antag, ac
renten er behaefrer med usikkerhed, v
kender ikke renten, bortser fra at den lig-
ger mellem 3% og 7%. Enomerval kalkuo-
lation af nutidsvaerdien efter udervkker for
PV, hvori = [3, 7] %,

PV = (1-(1 i) ()

giver PY = [ 1963 9.5067] medens en ordi-
neer beregning af nutdsvierdien i de o
ckstremer for renten, nembig 3% og 7%,
piver 'V = [ 100, 4.550], der er det sande
opF meget snevrere safercad. Forklaringen
er, at varablen 1 oporeder mere end én
pang i uderykker (99, nemlig to zange, oz
der resulterende fwservad bliver derfor for
brede. Fakisk er PV en monoton funktion
af renten og ckstremerne for dens sande
vierdimaengde frembkommer derfor ved be-
regning af PV de o ekstreme vaerdier for
renten. | der gencrelle nlfelde er losnin-
pen igen at anvende en global optime-
rinpsmetode,



Funktioner med tre-dobbelte

estimater

Berragr igen funkrionen gix) = x{1-x), hvor
X nuaneages at vaere en usikker vaniabel,
der kan beskrives med et tre-afoddedy estimet
10, Y 1) Den sande vaerdimangde for g
bliver det rre-dobbelre estimarc [0, Yy, '),

Betrage igen annuiteten fra afsnic 4.1,
hvor renten nu er en usikker vanabel, der
kan beskrives ved det tre-dobbelte estimar
[3 6, 7] %. Den resulterende nuodsvasrds
bliver da det tre-dfoddelte eseiamar |4.100,
4.212, 4.550).

I almindeliz kan funkcioner med sre-
dodibelte estimater beregnes pd den mdde, ar
funktionsvaerdien af estimarters midrersee
tal beregnes pd konventionel vis, feks. i et
konventionelr regneark. Funkonvaerdi-
ens ckstreme vierdier beregnes som en in-
terval funkrion, feks. under anvendelse af
et add-in modul ol MS-Excel, Hyvinen og
de Pascale (1997, 19949),

Ranking af usikre okonomiske
storrelser
Ranking af intervalier
Kraver om et rationelt okonomisk valg
mellem beslurningsalernativer rejser be-
hovet for at sasde (prionitere) usikre sko-
nomiske starrelser. Lad os 1 detre afsnic
antage, ar der foreligger tre alternative mu-
ligheder for investering A, B og C. For al-
ternativ A Kalkuleres en usikker nutids-
vierdi pd [Ay, Apl = 180, 120], for alternany
B [0, 110] og for aleernaciv C (90, 120].
Hyvilker aleernativ A, B eller C skal fore-
trickkes, hvis gnsker er at maksimere nve-
tevazrdien for beslumningstageren?
Problemet erikke enkelt, et hver be-
slutningstager md antages at have sinegen
nyerefunkoon, der afspejler hans risifo-

praference (risikovillighed) sec i forhold ol
der forventede afkase. Klassisk beslut-
ningsteor, s¢ von Neumann og AMaor-
genstern (1944) og Luce og Raiffa (1957,
foreslir et antal forskellige kriterier for
vitlg mellem beslutmimesalternativer, der
afspejler beslutningstagerens nverefunk-
tion, og dermed hans ristdapreefervnce.
Generelt skelnes der mellem aversion,
attrakuion og neutraliter over for nisiko og
usikkerhed. Beslueningskriterier af denne
are kan fortolkes 1 relation ol grenser for
usikkerheder, f. eks. fservad endepunkeer,
Thunchy (19496). 1 der folgende vil vi fo-
kuscre pd nogle af de mest anvendie be-
slutningskriterier.

Ved maximax Kriteriet (den optimisn-
ske beslumingstager) udvaelges der speci-
fikke beslutningsaleermativ, som har poten-
tiale ol ar producere der storst mulige af-
kase (f. cks, storste ovre grense for den
usikre nutidsvaerdi). For smtervaller kan
derre skrives som:

A=B=A >0, oy
dvs. alternativ A foretraekkes frem for al-
rernativ B, hvis den ovre griense for kapi-
talvierdien af A er storre end den ovre
grense for Kapitalvierdien af B, 1 oven-
sticnde cksempel vaelges enten alternatv
A eller C, ider de er lige gode 1 henhold al
kriterier. Maximin kriteriet (den pessini-
stiske beslurningstager) peger pa der alwer-
nativ, der har den stprste af de lavest ten-
kelige nutdsvaerdier (storste nedre gren-
sc). Derre Kan skrives som

Ax>RB=A>08 (1)

I vares eksempel vaelges alternativ B eller

%
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Figwe 3, Harwies” o-dreiterive for afternativerse A, i og €,

Hurwitz' alfa-kriterium
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C. Den bagkloge beslutningstager ville an-
vende minimax-regret kritericet, der mi-
nimerer den maximale fororyvdelse (regrer)
ved en forkert beslutnimg, For A er den
makstmale regeet 120 - 50 = 40, hvor den
for Boog Cer 120 - 90 = 30, Beslumingsta-
ceren beor alesd vaclge alternady B eller C.
Er der blot to aleernativer, svarer detee
ezt ol den storste mddelvaerdi af de
tervatien, se T huneby (1996):

A=D=

A = mi By,
miA) = (A, - A2, (12)
[Xen nisikoneutrale beslutnmestazer vil of-
test anvende den storste middelvierdi som
bBeslutningskriterie, bedre kendr som
Laplace Kriteriet, der er kendetegnet
ved, atalle udfald venkes hge sandsynlige:

A= B=miA)= milin (13)

140

| mslcha & Eibseivsibonoem L2000

Drerte medforer e valy af alternativ O,
Afslutningsvis beskrives anvendelse af
et lidt mere kompliceret beslutningskrire-
rim, nemlig Huorwite” o-kriterinm, der
sammenfatter alle de ovennaevnre beslut-
mingskriterier i o ldeen e at hver beslue-
ningstager for en given beslutning vaclger
et pessimismeindeks o, hvor 0 £ = 1, (k-
ke at forveksle med der vdligere omuale
c-snir), Frindex pad O vl sige, ar beslue-
ningstageren yvnder risiko, evindex pi 1
beryvder at beslutningstageren er rnisikoa-
vers og et index pid 7 bervder, ar beslur-
mingstageren ¢r fisikoneutral, For o inter-
valler ser kriterier ud som folger:
AzBsalA -B)+(1-oiA -B)=0, (14)
et ses af (140, ae for o0 = 1 svarer kritenet
til maximin, for o = 0 0l maximax op for o
= ol Laplace kriterier, Sclv om Hurwice
ce-krnirerinm umiddelbare virker omseend-



clige, kan beslutningstageren vaelge sic
pessimismeindeks efter beslutningens ka-
rakter, fremflor penerelt at skulle vaelpe
mellem ar vaere pessinnist, opoimist eller
neutral.

Iir der tale om fere end o intervaller,
viclres det aleernatiy, hvor e+ (1-00b har
den storste vaerdi for den akouelle veerdi af
ot For de e alernativer A, Bog Cer re-
sultatet vist 1 Figur 3.

Soum der ses al Figur 3, er aleernativ
alle tilficlde mindst lige sd gode eller bedre
end de andre aleernativer med dette kree-
rium, vanser beslutningsagerens pessi-
mismeindeks. Aleernaty O bor derfor vazl-
zes, hvilkern ikke er nozen overraskelse ndr
mian ser pd resultaterne fra de ovrige be-
slutningskriterier, Stod valper alene mel-
lem alternativ A og B, ville oprimisten
viclge A og pessimisten vaclge B, igen som
ovenfor,

Ranking af tre-dobbelte estimater

I det gencrelle tlfalde hvor usikre pkono-
miske storrelser er repricsenteret ved ge-
nerelle fussy sl er randing temmelig kom-
pliceret. Der er foreslict en lang rickke

metoder, hvoraf ingen dog er funder idee
le, Chen o Hwang (19923, Forholdene
bliver noger enklere, ndr der drejer sig om
reenbing 1 tilfelder sre-dlobbelte estimater |a, ¢,
I].

Mir fre-doddelie estimater af wdscender [a,
¢, b skal rankes indbyrdes foreslir hauf-
mann og Gupta (1988 e knterner, her
nevnt efter Baldende prioritenng:
¢ Sammmenligning af index, Leks.

Cae 2o+ b4 Detre svarer il en slags for-

ventningsvierdi eller 1 ordens moment.
* Sammenhgning af ¢ som repricsentant

for estimarernes mest dominerende

vierdier, svarende ol en ordinaer repra-
sentation af skonomiske sterre
hvorom der ikke hersker usikkerhed.

ST,

* Sammenligning af estimaternes range,
dvs. b-a.

Kriterierne er af en a4 for karakier og -
ver feks. ikke hensyn ol beslumingsrage-
rens risitkoaversion og -attrakeion, jvf di-
skussionen i afsnic 5.1, Vi vil derfor forsege
at wdvide de klassiske beslurningskriterier
til anvendelse ved ranking af fee-afodidedre
extimmaier:

Dyer viser sig umiddelbare, ar maximax.,
maximin, minimax-regret og Laplace
kriterierne for fre-dofdelte cstimater or
identiske med anvendelserne pd rwrercal
fer: et kan imidlerdid argumenteres, at
disse klassiske beslutningskritener ikke
tager hensyn ul beliggenheden af mider-
vierdien i det fee-adadiliefte extimat, v ar der
derfor bor udvikles et beslutningskriteri-
wm, der tager hensyn ol alle tre vierdier og
deres indbyrdes belhiggenhed, Vil derfor
prove at modificere Horwire” c-Rriteriom
til anvendelse ved ranking af fre-dobtelte
estinaler:

Et modificeret Hurwitz” oe-kriterium for
tre-dobbelte estimater

e maodificerer kriterium bar bevare det
oprindehge krterums ongimale cgenska-
ber: For o= 0 bor der svare ol maximan,
for o = 1 ol maxinmin og for o = 'f; viere ni-
sthoneutral. For alle vierdieraf o, 0 € o =
1oer det rimelige, at den mudeerste vierndi e
1 der pre-dalifielee estimar ullicgees en pas-
sende viegt 1 forhold ol de o vdervaerdier,
Vi forslir derfor et beslutmingskniterium
tar ta fre-aedidelie estinater atl folgende form:

Heqrasontatso, kalkislation o bovluiring under akosamisk usikketbied - prakoisk snvemdebe af mromalbes o fuery qal 14 i



A=RB=
ald - B+ oA - B = o e (-1 =10,
(15)

hvor noer en konstane, fad er en funkoon
af og 1 er et passende indeks, der vaeprer
de e vaerdier i det sre-dfoddelte vsrimar.
Forn =4 op flo) = o - o fis (bemark at
flee) er svinmetrisk mellem 0 og 1 med
oppunke i o ="k

A=B=

ol A - B+ (1o - B+ dle o], - L) =0,
{16)

For s 0 fis af (16):

A=B=A-B. =10

{maximax kriterieeh {17}

Fora=1 fisal (16)

A=B=A-8, =10,

(maximin kriteriet). (18)

Foro ="/ fasaf (16);

A=B="iA -Bo+ A -Bo+ 1, -1 =
md Ay -ml B+ 1, - 1 =0, (1%

I det risikoneuerale krieeriom (19 ¢r mid-
delvasrdien m for de to estimater vicgtet
med samme vaeer som indeks 1, som oo
skal vazlges pi en passende madde. Umid-
delbare virker rre muligheder naturlipe,
somn vist i der folgende for o= '

For det forsee kan indeks T valges «l
der indre punke ¢ i det tre-dodifedte estimat,
dvs, [, = A og 1, = B AF{19) Gis kriterier,
som (overraskende) svarer il indekser
(a+2e+b)H, Kaufmann og Gupea {1955):

A==

YA =L+ A= B s oA - B = L (20}
For der ander kan indeks T vazlges som
middelvierdien m af det sre-dabidedte extiner,
dvs. 1, = m(AY og [, = m(B), hvorved fis af
(19, svarende al det risikoneurrale Lapla-
ce kriterium wden hensvoagen ol den in-
dre vasedi 1 der sre-dloddelee estima;
Az B=EmlA) - miB) =0, (21)
Endelig valges indeks 1= (a+2e+b)4 og alf
(1) s

A=hk=
A -3B, + 24 - 2B & 3AL - 3B, =1 (22}

Alrsd, vaegres Kaufmann og Gupta’s indeks
lige sd meger som midipunkeet for o=,
svarer dette ol en viegming pd 3:2:3 af
vierdierne | det sre-doddede estimer.

Praktiske investeringskalkuler med
ekonomiske usikkerheder
Investeringskalkuler med intervaller
Berragr o alternanve invesoeringer A og B
inden for samme tdshorisont, som er giver
ved deres usikre nettobetalingsstrommoe,

Tabed 1. Usibre nettobetalingssirommie og natidscardior (PV) for to alternative investeringer A og
B ced kallulationsrenten [6, 9] 5 pa.

ARD AR 1 AR 2 AR 3 AR 4 Py
Investering A | [-250,-200] | [100, 140] [ [115, 160] | (130, 180] | [130, 210] | [131, 392]
Investering B | [-120, -100] [85,95) | (90, 110] | 100, 130] | [135, 175] | [207, 335]
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representeret ved intervaller. Med en
usikker kalkulationsrenee pa [6, 9] % p.a.,
er de usikre nutidsvierdier beregnet vohja.
Interval Solver 2000, Hyviinen og de Pas-
cale (19971, rallene fremgdr af Tabel 1,

Der ses, at begge investeringer har posi-
tiv nutidsvaerdi, hvortor de begpe er for-
delagtize 1 forhold il ikke at investere,
Ved anvendelse at maximax kriterier fis,
at aleernativ A er mest fordelagtig, da den-
ne investering har potentiale ul 1 bedse
fald at pragstere den hojeste nutidsvaerdi,
nemlig 392 modd 335 for B, Maximin krite-
rict udpeger alternativ B, da denne inve-
stering 1 vacrste Fald vil resultere i den
hejeste nunidsvaerdi, nemlig 207 mod 131
for A, Minimax regret kriteniet peger pd al-
ternativ B med en maksimum regree pd
kun 392 - 207 = 185 mod 335 - 131 = 204

for A, Endelig giver anvendelse af Laplace
kriterice, at aleernativ B skal forerrackhes
med en middel nutidsvierdi pd 271 mod
261 for A,

Anvendes Hurwite” a-Kriterium ses det
af Figur 4, at investering A er bedst for -
vierdier under (043 (maximax) medens in-
vestering B er bedse ellers (maximin, mini-
max regret og Laplace).

Det ses umiddelbart, at repricsentation
og kalkulation v, hj.a. af rereercaller kan an-
vendes il vurdering af usikre investerin-
ger, isaer hvor sandsynlighedsfordelingerne
for de enkelee udfald ikke er kende, Dier er
vdermere den fordel, at beslutningstage-
rens nyvprefunkeion ikke behover ar vaere
kende, blor der benyvoes er beslurmingskri-
terium, der tager hensyn ol hans risiko-
pracference.

Fiogar 4. Hurairs a-bevterinm for incesteringerne A og B.

Hurwitz' alfa-kriterium
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kriteriet, (213 vil se en fordelagtig investe-
ring. Begge kriterierne (20) og (22) giver
ligeledes il resultat, at investeringen er
fordelagrig,

BHenveres der modificerede Hurwiez” -
kriterium, Figur 5, ses at beslutningskrite-
rict er positivt for alle tre foresliede indi-
ces [ op ul vaerdier af e pd omkring 0,6,
Med der konkrere cksempel ser resuliater-
ne med de tre indices ikke si forskellige
ud, men alle tre kurver afviger positive fra
en rer linie. For [ = ¢ kegees der smorst
vaegt pd mideervaerdien af den usikre kapi-
talvierdi, for | = (a+2c+b)/4 mindre vepe
og for | = intervalmidrpunkiet ingen vagr,

Selvom kalkulen baserer pd sre-dodbelre
estimater for det betragrede investeringsck-
sempel (Tabel 2) indeholder mange wal, er
kalkulens budskab relative let kommuni-

kérbart, ider reprassentationen af de usikre
akonomiske storrelser fremstdr som en ler
forsticlig udvidelse i forhold al de ordi-
nare tal, som anvendes i konventionelle
kalkuler. Den prakuske nvire af en sddan
kalkule stir og falder naturligvis med kva-
liteten af de foretagne vurderinger af de
indgdende usikkerheder, Det kan vacre
overraskende, at den resulterende usikker-
hed pd cksemplets kapicalvardi er sd rela-
uv stor. Man skal her huske pd, at der ind-
gir mange stprrelser i kalkulen o ar der er
usikkerheder pid dem alle. I praksis er der
alesdi meget, der kan gi palt oz zode, men
en investering af den akruelle karakeer
(produkr- og produktionsudvikling) over-
lades ikke al sig selv, nir beslutningen er
taget, der er behov for ac felge op 1 hele
projekrets levend. Eksempler antvder og-

Figur 5. Anvendelse af det modficerede Hurairs' a-Eriteetum med forsbellize indrees 1.
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s, at der mdske kunne vaere behov for at
soge nogle af de indgdende shonomiske
starrelser afklaret neemere med henblik
pd eve. ar reducere usikkerhederne,

Diskussion og konklusion

Vi har i arciklen forseer ar give ¢n samlet
og systematisk fremstilling af repracsenta-
tion, kalkulation og beslutningstagning
under pkonomisk wsilderbed ved anvendel-
se af intervaller og fuzzsy tal, mere specielr
iriangndeere fuzsy fal simplificeret ol pre-alod
delte estimater. Anvendelsen af de fore-
shiede fremgangsmader er blever demon-
streret ved praktiske cksempler pd inve-
steringsbeslutninger under usikkerhed og
der foreligeer siledes dokumentation for,
at meroderne er i stand til, ud fra givne
usikre daca, at kalkulere resulacer, der pa
stringent vis holder styr pi de resulterende
usikkerheder. De klassiske ratonelle be-
slutningskriterier under hensynagen ol
beslutningstagerens rnisikopricference cr
Plever udvider il ar gaelde for fatervalier
og fre-dobbelte estimarer. Der er siledes her-
mied tlvejebragr et nye reoretisk og meto-
disk grundlag for at hiandere rationelle be-
slutningsprocesser under okonomisk usik-
kerhed.

Lin af fordelene ved de foreslicde frem-
panpgsmader er, at de fremstlr som en na-
turlig og len forstdelipg udvidelse al kon-
ventionelle pkonomiske beslutningspro-
cesser, der anvender ordinaer repracsentati-
on af pkonomiske sterrelser, dvs, alminde-
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lige tal. Det betyder, ar barriererne for
prakeisk anvendelse 1 den forstand er lave.
Desuden indebaerer den systemanske re-
prazsentation og hindwering af usikkerhe-
dier, at der kan skabes en nyt kommunika-
tonsmedie mellem forskellige faggrupper,
feks, pkonomer oF ingenierer, nir usikre
forudsatninger for ekonomisk begrundede
beslutninger skal belyses. For realinveste-
ringer bor de i denne artikel foresliede be-
slutningskrivenier ikke sl alene, med min-
dre alle pvrige forhold, 54 som virksombhe-
dens fleksibilitet og reaktionsmuligheder
over for Kommende trusler, investeringens
alternatve anvendelse osv., er kapitaliseren
i forhold il beslutningstagerens nytrevar-
di.

Vil de Toreslicde meroder i praksis fore
til "hedre” phonomisk begrundede beslur-
ninger, feks. i forbindelse med investerin-
ger? Derre sporgsmal pitager artklen sig
ikke ar besvare, Lige som kvaliteten af or-
dinwre investeringskalkuler athaenger af
begivenheder og forlpb, der endnu ikke
har funder sted, siledes ogsd Kvaliteren af
usikkerhedsvurderinger, Metoderne tilby-
der imidlertid muligheder for at represens-
tere, kalkulere og rreffe beslutninger pd
en made, der gor der mulipr ar overskue og
forstd de komplekse daa i forbindelse
med usikkerheder og dermed ogsi forbed-
re muliphederne for dialog og diskussion
af konsckvenserne herall | den forstand er
der dbnet mulizghed for ar forbedre beslut-
MNESPIOCCSSCIne,



summary

The eerticle introduces imtervals and fuzzy
numbers as an efficient and arithmericatly
SERIREERT FEPFESERIGHOR of ECONDIITE RRCETTein-
ties. Tihe four basic arithmetical operations for
sueh econontic wRcerlainties are demonstrted
and discussed, as well as economic caloilations
with wncertain functions, and connected pro-
Mems. The ranking of economic ancertain-
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summary

The eerticle introduces imtervals and fuzzy
numbers as an efficient and arithmericatly
SERIREERT FEPFESERIGHOR of ECONDIITE RRCETTein-
ties. Tihe four basic arithmetical operations for
sueh econontic wRcerlainties are demonstrted
and discussed, as well as economic caloilations
with wncertain functions, and connected pro-
Mems. The ranking of economic ancertain-

Litteratur

Capram, O og k. Madsen: forrodubiron 1ol intertal
rntarfyse, Rappon N1-42-03, Institu for Aaremartisk
Modellerning, Danmarks Tekniske Universiter, Lyng-
By, 1992,

Chen, S-) and C.L. A bwang: Fuzay Walriple Attrrdoee
Drevsion Mendimp, Springee-Verlag, Bein/Hedelberg,
1992,

Chaw, C.LUL and .8, Park: Frasy ek flow anadyois os-
dnng puesens wrortd crtterton. The Engineering Economi-
si, Vol 39 Moo 2, pp. 113135, 194,

Diosi, Co. amd M. Epidi: Sedsranrrce and procedual
wncertarnty. Jourmal of Evolutionary Economacs, Val, 1,
No. 2, pp. H5-165, 1991

Duabeis, I and WL Prade; Cperarions o fussy soenbers,
Internaional Journal of Svstem Sceence, Yol 9, pp.
Bl 3-fali, 19TH,

Diubwsis, Uy, and W, Prade: Fazzy read adgedra: Some e
sudfts, Fueey Sets and Systems, Vol. 2, pp. 327-344,
14974,

Hamsen, E.; Glodal Cprmizaison eing frrervad Ay
i, Maicel Dekker, MNew York, LISA, 1992

Here, IR Kok aomalyses on caporad investmens.
Harvard Business Review, JanuaryFebruary, pp. 95-
14k, 1*M+d.

Hywdnen, K. and 5. de Pascale: faserval Saloer 97 for
Microsafe Foyeed. Dielisoft Ll Helsinky, Finland,
1997 (Forchpeer opsd som Interval Solves JU040, ver-
sion 4400,

thes is related to classical economic decision
theary. It is demonstrated in the arvicle that
convenitanal econamic calewlaifons can be
eastly expanded 1o tnclnde refevant uncertaimiy
cerfcalarions to support rartona! decision pro-
cesses, The results ave showa i typical appli-
cations within a well-fnown ecaonomic problem
Area Stk as Invesiment decisions.

Hywinen, 1. and 5. de Pascale: A wear S for
sprecelihees compurtng: foterval Sefver for Mrcroiafr Fx
el Proveedings of the 1™ innovative applications of
artificial intelligence (LAATSR, AAAL Press, Menlo
Park, Califorma, 19955,

Kaufmann, A and MAL Gupea: Fezsy Markemreres!
Moelely 1 Fongineering amd Maragement Sevenee, Elscvier
Science Publishers BV, 1985,

kamghe, FH.; Bref, f'.u.rr.r'.l'.-nn.'.'r_ aurd Profis. Bosgomn,
Heuwgheon Miffling, 1921,

kovlihetko, k.2 Caping ernd feodnolery: A sty on eoone-
e methodfolopy and strafegic management sf feofinolfem.
Lappecnranta University of Technology, Finland,
J4KR5,

Loscg, BLY, weed H, Banfta: Games anef Leenirony, John
Wilew and Soms, New York, USAL 1957,

Mouore, B, V.. Fufercad artburelte and gufom @ error
ancrdiirs o digitad compaiing. Phol) dissenation, Stan-
frd University, Oerobwer, 1962,

Moore, K. EL: federvad Awadioes. Prenoce-Flall, Eng-
Tewood Cliffs, New Jersey, USAL 16,

vomn Neumann, J.oand O Morgensoern: Pheory of G-
s and Feonomy Beberorons Ponceton Universats,
Lisa, 19

SchperJacobsen, Ho A wew mesbod for coaluading
wrorsi-and dest-rase { WREC) srawomic cossequenses of
teckmadogical developmens. Tvernational Jowrmal of Poo-
duction Eeonomies, Vol 4647, pp 241-250, 199K,

R pusag niatwe, kalkulatss of Iesburning umides phonomink usikkerhed - ks anvendclse sl sneervaller o faery al I ‘I'?



Sehjaer-Jacohsen, H.: Hanalfng econanie riads aed
wucertainties of production tecknofony twoestments, Pro-
cecdmes of the 14th Intermatienal Conference on
Production Research, Osaka, Japan,. Vol. 1, pp. 346-
344, 19497,

Schjaer-Jacohaen, H.: Bepresentation and cafralarion af
FraRuNTe WReertaraties - mtervals, fmaoy numbers, and
pendadalivies, Proceedings of the Elgventh Internagio-
nal Working Seminar on Production Economics,
gls/Innsbiruck, Austria, Vol 2, pp. 363-377, HKNL

Thumehy, ).: fwtervalanalyviiot bebandling af pbonensiste
wirklerkeder: Eksamensprojekt. IMM-E RS- 19623,

148 Ledehe & Erhvervsakonomi 32000

Imsueeut for Matemanisk Modellering, Danmarks Tek-
niske Umiversiter, Lyngby, 159906,

Wamg, ML-J. and G5, Lisng: Henefifeost analvsis us-
ing fuzey concept. Tie Fugmneering Feenomiss, Yol, 40,
Mo, A, e 358370, 1995,

Zadeh, L. Ac Furey sers. Teformation and Comtrad, Vol
B, pp 33H.353, 1965,

Ladeh, LA The concep of a limguistic variable amd
its application o approximate reasening, fuformaion
Sevenes, Vol 8, parc 1, pp. 199249, par 1L, pp. 301-
357, 1975,



