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ficiel notering af optioner og futures pd Kgbhen-
havns Fondsbers fra d. 22, sep. 1988, Man valg-
te at kegee ud med at notere optioner og futu-
res med den dengang toncangivende obligation
9% 2006 rc:n]krcdimbligzlti:mcn' som underlig-
gende aktiv. Valget af newp decte underliggen-
de akdyv skyldes hensynet dl likviditeten og vo-
lumenet af der underliggende aktiv, som aptio-
ner og futures blev skrever pd. Som bekendr er
det danske obligationsmarked relative stort,
hvorimod der danske aknemarked er relartive
lille, 53 det var ikke tilReldige, av det blev en
obligation, som blev det furste underliggende
aktiv for de standardiserede opuons- og furu-
reskontrakeer. Senere er flere underliggende
aktiver kommet nl: 9% 2000 statsobligationen,
ce sdkalde ]*‘TLI'I'(]l‘-uhligationsindckﬂz, et stats-
obligationsindeks, KI'X-indekset for danske
aktier og nu ogsd enkelwakuer. Det er denne
udvikling, der har dannet grundlag for efeer-
spergslen efter teoretiske prisfastserelsesmo-
deller dl prisfasiseerelse af afledee akeiver ge-
nerele,

Hvad angir prisfustsacteelsesmodeller, hvor
det underliggende akdv er enkeltaktier og in-
deks af akrier - og valura for den sags skyld -
har der eksisteret bemarkelsesvaerdigt pode op
robuste teorctisk udledte formler og metoder
til prisfastsaettelse af afledre akeer i en drrek-
ke, startende med Black-Scholes formel fra
turst i 70’erne, jf. Black & Scholes (1973).
Trods mange forspg er der ikke rigrige lykkedes
at overfgre Black-Scholes resultatec il modeller

med obligationer som underlipgende akriv.

Kort fortalt er de fundamentale forskelle for
store mellem aktier og obligatoner til, at resul-
taterne kan overferes, | de senere dr er man s
gler andre veje, idet man har indser, at decer
npdvendige at inkorporere hele rentestrukouren
for at opnd intern konsistens 1 modellen. Den
forste af den slags modeller er Ho-Lee model-
len fra mide i 80°erne, jf. Ho & Lee (1986). Se-
nere er ¢n tilsvarende model vdarbejder i kon-
tinuere tid, i lighed med Black-Scholes model-
len, i Heath, Jarrow & Morron (1992). At hele
rentestrukturen ngdvendigvis inkorporeres i
modellen, komplicerer selvsagt udregningerne,
siledes ac man ikke lengere, | modsaning til i
Black-Scholes tilfaelder, kan komme frem til et
lukket formeluderyk, [ stedet mi man oy ol for-
skellige numeriske lgsningsmetoder.

[ denne artikel vil vi fgrst kore se pid Black-
Scholes tilfeeldec i afsnit 2, hvorefter vi i afsnir
3 redeger for de fundamentale forskelle, der
gor, at Black-Scholes resultatet ikke kan bruges
til ar prisfastsaeeee afledee aktiver skrevet pd ob-
ligationer pd en konsistent mide, endelig prac-
senteres kort en model, som pd Konsistent vis
prisfastsaetter afledte aktiver skrevet pid obliga-
tioner i afsnit 4 og denne sammenlignes med

Black-Scholes modellen.

Black-Scholes modellen
Den gkonomiske model, hvon Black-Scholes
prisfastsieteelsesresultater er udledr, bygger pi

flg. grundancagelser:

1. Der underliggende akriv er en ikke-udbytre-

! Helt fonbret var der tale om ef veestet pennemsnit af Danmarks Kreditforening, Nybredir og BRI s adgaver

af denne obiigation.

< Dette indebs er ikke feengere § brug.
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betalende aktie, hvis prisudvikling felger en
log-normalfordeling. §, betegner aktieprisen

ul nd s

2. Alrternativet til at investere | det underlig-
gende akriv er ar s;ere pengene i banken
subsidizzrt lAne penge 1 banken ul en rente-
styrke pd r, som er gazldende 1 hele optio-
nens lgberid. Rentescyrken, r, gelder ikke
kun for indskud/lin over hele perioden men
opsd for indskud i1 vilkirlige delperioder ind-
til optionens udlgb. Desuden er det den
samme rente, der afregnes cfter, &dde for ind-

skud og lin. Renten bercgnes kontinuert.

3. Der ¢r kontinuert handel 1 hele optionens
lsberid, hvilket vil sige, at investorerne har
mulighed for at omlaegge deres portefpljer pi
alle mulige tidspunkrer,

4. Der er ingen kort-salgs-reseriktioner pd dec
underliggende aktiv. Investorerne kan alesd
have negative positioner af akuen 1 deres
porcefalje.

5. Der er ingen transaktionsomkostninger -
hverken ved handel eller ved ac gi i korte

positioner.

Grundantagelse 1. samt antagelse 3. om konti-
nuert handel frer til, ac akeieprisen, §, kan be-
skrives som en lgsning til den sikaldte stokas-

tiske differendalligning

(1) 8= S+ S,6dW,

hvor pog & ¢r konstanter, og 1V er en sdkaldt
Wiener-proces eller en Brownsk bevaegelse.
Ligning (1) beskriver blot formelr akriens drift
og volatilitet. Man kan fortolke ligning (1) som,
at &ndringen i aktieprisen, #5,, over en ultra
kore tidsperiode, 4%, dels bestir af et determini-
stisk led, 5, s, der angiver rrenden, samt et
stokastisk led, 8 adlV, der angiver tilfezldige
udsving fra trenden. Dert stokastiske element
kommer ind i modellen gennem Wiener-pro-
cessen, W, der for et givet £ cr en normalfordelt
stokastisk variabel med middelvardi nul og va-
rians £, En konsekvens heraf er, at afkasestyr-
ken” af det underliggende aktiv er normalfor-
dele

I(]g (;S;fq.w = ;‘"'rrlflulf = {G’sz-'-?}o Ggflln

hvorfor ¢ kan fortolkes som spredningen pi af-
kaststyrken af det underiggende akdv over en
tidsperiode med lzngde én. Log-normalforde-
lingsantagelsen, i form af ligning (1) implicerer
flg. egenskaber for akuepnsudviklingen:

1. Prisen kan ikke blive negativ, og skulle den
£ hen og blive nul, vil den forblive nul i al
tid fremover. Dette er i overensstemmelse
med en antagelse om begrznset hefrelse pd

akrien.

2. Uanser prisniveauert er der lige stor sandsyn-
lighed for en procentvis stigning i prisen af
en given stgrrelse og tilsvarende lige stor
sandsynlighed for ¢t procentvis fald af en gi-
ven stprrelse. Dette er i overensstemmelse

med en antagelse om fulde fleksible priser,

3 Aftaststyrben over tidsperioden 8-, beregres som Io,t.:(S,I.I"S “z}'
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og ar al relevane informacdion gjeblikkeligre

indurbejdes 1 priserne,

Vi ansker ar prisfaseszerie en curopazisk call-op-
rion pd tdspunke 0. Call-oprionen er karakreri-
seret ved en aftalekurs, K, og e udlpbstids-
punke, 4. Som bekendr giver en europeisk call-
option rec til at kebe der underliggende akeiv
pid udlgbstdspunkret mod at betale aftalekur-
sen - men man er som keber ikke forpligret ol
at indgi handlen. P udlgbstidspunkrer mi op-
tionens payv-oft, og dermed dens pris, derfor
viere

(;:: = max{{), JJ.'“ - Al

3

Med de opstillede forudsatninger viser dec
sig, at man, ved kontinuerlige at omlagge en
porrefplje udelukkende indeholdende det un-
derliggende akuiv og in i banken, kan kopicre
pay-off'et pid call-optionen fuldstendigt. Opdo-
nen er alesd et sikalde redundane (overflpdigo)
akriv.

Antages nu vderligere, ar der ikke cksisterer
:lrh'U:r:l;,"i:-muli{.:lu.'d::r'l i modellen, kan prisen
pil call-optionen pd ddspunko O bestemmes
som starmvierdien af den portefplje, der ved
kontinuerlig omlegning kopierer oprionens
pay-off. (Idet vi husker forudseming 5. om in-
gen rransakrionsomkosminger.) Optionen pris-
Easeserees til

G = 8N} - €K N d-oVT ),

hvoer . )
d = (loglZ) + (r +_%]s,,;fmﬁ,}

7

hvilker er den omtalte Black-5choles prisfast-
swcttelsesformel. Der bemarkes, ac drifts-para-
mereren, L, fra prsudviklmgshigmngen (1) ikke
optreder i prisudorykker (2), ider den nuvieren-
de pris pd der underliggende akriv, 8, og
spredningen pd afkastseveken pd det underlig-
pende aktiv er tlstrckkelig informadon il ac
kunne prisfastsicoee optionen. For en mere de-
taljeret gennemgang, inklusiv en gennemgang
af den dlsvarende diskret-tids maodel 1 form af
den sikaldee binomialmodel, jf. Christensen &
Klausby (1988).

Pd rrods af de restriktive modelforudsaetnin-
ger 1.-5, for udledningen af Black-Scholes mao-
dellen viser der sig, ac selve resulacer er em-
meligr stabilt, selvom antagelserne slekkes pi

Mg punker:
1. Ved at udskifte S, med
&, - PV (udbveebetalinger inden #,)

kan Black-5choles formlen korrigeres for ud-
byueebenlinger i optionens Ipbedd”. Udbve-
ter ud over oprionens lpbeud giver ingen

wndringer 1 formlen,

2. Black-Scholes formlen kan ogsd bruges til
valuta-optioner, idet renten 1 den udenland-
ske valuta opfattes som udbyeee pd dec un-
deriggende akov, Derer den sikaldee Gar-
man-Kohlhagen formel, jf. Garman & Kohl-
hagen (1983).

v enr cerbitrvge-malighed forsteds en portefplje sammensat sefedes, et dew giver of positice pay-off § deg,

setanticlie wed af der (ke o aagen fremiticlige forpligtivelser < altsd wdeluldende ibbe-negatice pav-off 7 fremticlen.

T Heor PV angioer nntiedsoeerdien.

38 lgddelbe & crlivervsokonom 1,495



3. ¢ og rbehdver ikke viere konstaneer.

a} Hvis de stadig er deterministiske, alesd
kendre pd ndspunke 0, udskifres de blog

med deres aritmetiske tidsgennemsnir,

b Hvis de nllades ar viere stokastiske, aendres
formlen, idet deres sam-variation med det
underliggende akdy kommer il ac spille ind
pi resultater. For stokastisk rente jf feks.
Mertean (1973), og for stokastisk o jf. feks.
Cox & Ross (1976) og Hull & White (1987).
[ decsidste tilfxelde opnds ikke eo lukker lor-

meludtryk.

4. Andre fordelingsantagelser pd underliggende
aktiv, herunder mulighed for ikke-kontinu-
erte hop i kursudviklingen, vil selv sagt give
er ndre formeludoryk, men de vassendige

dele 1 udledmingen er de samme,

Generelr kan man saeoe spergsmillscegn ved
antagelsen om den log-normalfordelte prisud-
vikling. 1 den forbindelse er der to kategorier af

argumenter imod antagelsen:

1. Antagelsen er modelieknisk inkonsistent.
Dette er ikke ulfieldet for Black-Scholes
modellen anvendt pd aktier eller valuta.
Hvorimaod der vil vaere dlfelder, hvis Black-
Scholes modellen skulle anvendes ul pris-
tastsacttelse af optioner pd obligationer. Vi vil
komme nermere ind pd drsagen dl dette i af-

snir 3.

2. Forskellige empiriske underspgelser har
sandsynliggjort, at antagelsen om den log-

normalfordelte prisudvikling ikke er i over-

ensstemmelse med, hvad der kan observeres

pi de finansiclle markeder.

Det er min (subjekive) opfattelse at indven-
ding 1. er vazsentligt mere subswntiel end ind-

vending 2.

De fundamentale forskelle

mellem aktier og obligationer

ﬂrsngcn‘ til ar Black-Scholes modellen ikke
umiddelbare kan cransformeres over til en teori
for obligationer, skyldes mest af ale fig. funda-
mentale forskelle mellem aktier og obligatio-

ner

a) Obligationer har e fasc udlgbstidspunke -
som yvdermere normalt er kende pad tidspunke
(.

b} Pay-off pid en obligation er deterministiske
og ligeledes kendr pd didspunke 0.

¢) Antages ikke-negative forward-renter, er pri-
sen pd en obligation opadtil begrenset af
summen af de ikke-albage-diskontercde
fremrtidige pay-off fra obligadonen. Pga. be-
grenser hxefrelse er prisen pd en obligation

ligeledes nedadtil bepraenser af (.

d) Volartiliteren af obligationsprisen md forven-
tes at viere tdsafhwengig sivel som prisni-
veauafhaengig, ldsafhwengigheden er en na-
turlig konsekvens af, ar volatiliteten mi kon-
vergere mod nul henimod vdlpbstidspunk-
tet. Desuden md volatiliveten nazrme sig nul,
nir obligationens pris naermer sig sine nedre

OF §vIe graznser.
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) Man kan forsvare at ancage, ac forskellige ak-

ticrs prisudvikling har et rimeligt elemenc af
uafhangighed, siledes atr det ikke vil for-
bedre mulighederne for at kopiere options-
prisudviklingen ved ogsd at modellere be-
slegrede akricer. Derimod er obligationer
med forskellig lsbetid nazre subsututter, si-
ledes at man mi forvente, at obligationspri-
serne er kraftige relaterede. Relationen hed-

der rentestrukouren.

der med sikkerhed udbetaler €n krone pi

tidspunkt 7. Der er nu klarg, at enhver obli-
. 6 - .

gation” kan dannes som en portefplje af dis-

s¢ nul-kupon-obligationer.

. Vi kan modellere udviklingen i de effektive

renter pa samtlige nul-kupon-obligationer,
2,7, som udurykker den effekeive rente «l
tid 7 pd nul-kupon-obligationen, der udlgber
pi tidspunkt 7. Som det ses af flg., erde w

beskrivelser akvivalente
Prisrelationerne mellem de enkelte obligari-
oner er besteme sdledes, at der ikke eksiste- Pl = Pr
rer arbitrage-muligheder ved sammensazt-
ning af obligations-pornefsljer, hvilker er 3. Endelig kan vi modellere udviklingen i
xkvivalent med cksistensen af ikke-negati- forward-renten, Xirs), der beskriver forward-
ve forward-renter. renten bl od 5 observerer pd nd 7 Hvilket ogsi
er kvivalent med de to ferste beskrivelser
Mange metoder har vazret tager i anvendelse i ']T\’“

Xers s
forspget pd at formulere en intern konsistent Piri)=e"
madel for prisudviklingen af obligationer byg-
gende pd punkterne (a)-(e). En sddan model vil Det viser sig, at det rent modelteknisk er nem-
kunne danne basis for en teoni til prisfastseettel-  mest ac M inkorporerer alle arbitrage-mulighe-
se af afledre akiiver pd obligationer. Og deter derne, hvis vi benytrer forward-renten som ba-
netop en sidan model, vi skal se nermere pd i sal model-byggesten. Derfor vil vi, i lighed
afsnit 4. med ligning (1), modellere forward-renten ved
hjelp af en stokastisk differentialligning
Heath-Jarrow-Morton modellen
Som vi sd i punke (e) i afsnit 3, mi vi ngdven- {(3) "f.rXH.:; = fis) +Gft, s, Xlr.r.;,l)“'mff
digvis modellere hele rentestrukturen. Det kan + W4 8, X, i,
gores pd e zkvivalence midder:
hvilker er den sikaldie Heath-Jarrow-Morton
model. Der knytter sig nogle bemarkninger il

ligning (3):

1. Vi kan modellere prisudviklingen pd samtli-
ge nul-kupon-obligationer, dvs. (s, T, som
udtrykker prisen pd tidspunk 7 pd et akoy,

Heroed forstds standardobligationer uden risibo for ar den ndstedende inseitution gdr fallie. Desnden ses

bort fra konverterbarked og bonvertibilitet.
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1. fis} beskriver forward-renten, som den kan
observeres pd tidspunke 0. (Observeres er
miske s meger sagt, men med de rette pko-

nometriske vaerkigjer kan den estimeres.)

2. Bemaerk at den konstante G-fakror fra lig-
ning (1) er skiftet ud med en o-funktion, der
bide er athangig af begge ddsparametre og
af den nuverende forward-rente. For at opnd
en modelspecifikation, der bide kan undgi
alle arbitrage-muligheder mellem alle obliga-
tionerne med forskellig labetid same ind-
skud/lin i banken og ligeledes undgd negati-
ve forward-renter, er det npdvendigr at tilla-
de en sd generel o-funktion. Vi vil ikke her
komme yderligere ind pd, hvordan o-funkri-
onen skal specificeres for ac opfylde alle de
specificerede krav. Dog skal det naevnes, at
der findes et szt af tilstrekkelige betingel-
ser, som pd en gang sikrer, at de ovenfor

nvnte krav opfyldes.

3. Den konstante p-faktor fra lipning (1) er
skiftet ud med en p-funkcion, der bide er af-
hengig af begge tidsparamertre og af hele

den nuvazrende forward-rentefunkeion.

4, Den konstante rente, 7 fra Black-Scholes
maodellen er inkonsistent med en stokastisk
forward-rentemodel. I vores nuvaerende mo-
del mi vi altsd ogsd have en stokastisk be-
skrivelse af spot-rencen, der erstatter ». Den-
ne beskrivelse er fakeisk allerede indeholde i

ligning (3), idet vi vil opfate X

1) SOIM SPO-

renten.

For at forstd ligning (3) bedre vil vi sammenlig-
ne den med den tlsvarende Black-Scholes lig-
ning {1). Den stokastiske differentialligning (1)
beskriver den stokastiske prisudvikling pd det
underliggende akriv i form af 5. Pd tidspunkt 0
er 8, en stokastisk variabel for alle r > 0, og ef-
terhinden som tiden gir, afslgres stokastikken
lgbende i form af, at mere og mere af aktiepris-
processen bliver kendt. Feks. pd tidspunke #,
vil §, vaere kendr, fors < £, mens &, stadig vil
vaere stokastisk, for £ > ¢, Helt tilsvarende be-
skriver X, , den stokastiske udvikling af for-
ward-renten, og dermed ogsd priserne pi alle
nul-kupon-obligationerne. Pi tidspunkt 0 er
Xtﬂ_z} = fls} kendt, mens de fremudige forward-
rentefunktioner i form afs— X, stadig er sto-
kastiske, for alle 7 > 0. Tager vi nu igen tids-
punkt £, sd vil alle forward-rentefunktionerne
s+ X

fral
forward-rentefunktionerne, for > #), stadig vil

foralle £ < £, MU vEre kendte, mens

vaere stokastiske.

Og hvordan prisfastsactes afledre akeiversd i
modellen? Helt tilsvarende il Black-Scholes
tilfeeldet viser den sig, at pay-off pd de afledee
akuiver i princippet kan kopicres ved en kond-
nuerlig omlaegning af en portefslje af forskelli-
ge obligationer og indskudflan tl spot-renten,
Xy Grundet de uendeligt mange obligations-
priser, vi har modcllcret?, er det desvaerre kun
lykkedes ar udrale sig om eksistensen af ¢n
sidan kopierende portefilje, hvorimod det ik-
ke er lykkedes at finde den. Derfor kan man
nu finde en numerisk metode il prisfascszoel-

se af afledte akediver pd rentestrukeuren i mod-

" Vi har modelleret prisprocessen for nul-tupon-obfigationer med alle teenbelige ndigbstidspuniier, T e [0.T),

hvor T eren fast tidshorisont for modellen. Vi kan falde U for verdens ende, eller blot udlpbstidspunitiet for

den teengstlpbende obligation § modelfen.
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stning tl Black-5choles meadellen, hvor man
fandr frem ol e lukker formeludoryk. Der vil
viere for pladskrevende at komme vdetligere
ind pi denne nomenske metode 1 denne arti-
kel I kore trick gir metoden ud pi, at man
ved hjelp af en computer og en random num-
ber generator numerisk genererer en masse
lpsninger al den stokastiske differendalligning
(3) og derefrer pristastsaetter optionen nume-
risk ved en form for gennemsnitsbercgning, |
stedet vil vi lige sammenligne “inputs” for de
to modeller, Black-Scholes modellen krever
den nuvaerende pris pid der underliggende ak-
tiv, &, spredningen pd afkastseyrken pd det un-
derliggende akiiv, 6, og spot-rencen, 7. Hele
analoge er *inputs’ til Heach-Jarrow-Aoron mo-
dellen den nuvierende forward-rente funkoion,
S der jo erwekvivalent med de nuvaerende
priser pi alle nul-kupon-oblitationerne og som
desuden indeholder den nuvasrende spot-rente
i form af A0), samo volatiliterssfunktionen, o.
Drifisfunkdonen, W, kommer derimod ikke dl
at oprraede | den numeriske procedure - igen
helt analoge ul at Black-Scholes formel ikke af-
haenger af

Endelig vil vi knvite en kort bemasrkning il
den modelknnk, som ogsd er nievnt sidse 1 af-
snit 2: Den her opsallede model for udviklin-
gen af de fremtidige obligatonspriser er internt
konsistent modelleret forsdicr pd den mide, a
de fremridige prisudviklinger ikke giver anled-
ning til arbitrage-muligheder og ikke giver ne-
gative forward-renter. [Dvs. ar modellen ikke
strider imod indvending 1. Hyvorvide de forde-
lingsantagelser, som den stokastske different-
alligning (3} implicerer, er i overensstemmelse
med, hvad der kan observeres pi dee finansicl-

le marked, kan kon fremtidige pkonomerriske
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arbejder atgare, Det er siledes ctabent spargs-
miil, om den her prassenterede mode! serider

imod indvending 2.

Summary
The basts of this article is the Black-Seholes model

Jor price fixing of share opiions. Based oun e wioider

af internal consistency demeands, the article argies
cigeeinst the applicalnliy of the Bleack-Seholes modlef
[or price fixing of bowd aptions, in spite of the series
of sucressfied generadizations of this moded. Ax an ai-
teenadice, avother model 1s presented, the Heath-der-
row-Mortow moded, which fulfils the inernal consi-
steney deniasds that rejected the Blacd-Seholes wro-
el The article swpenrarises idees and cosnclusions of
the authors doctoral thesis: A Model of the Term

Structure of Interest Retes.
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