Bortfaldsproblemet
1 stikproveundersogelser

Af Carsten Stig Poulsen®)

Indledning

I en artikel i dette tidsskrift') rejser Flemming Hansen sporgsmalet om
den eksisterende statistiske teoris praktiske anvendelighed pa stik-
proveundersogelser af’ populationer, der bestar af personer, grupper
al’ personer m.v. Udover den usikkerhed, som folger af, at det kun er
en del al populationen, der undersages, optraeder der her tillige kilder
til fejl i torm al méletejl og bortfald (non-response), som stort set ikke
indgar i de teoretisk-statistiske modeller.

Det er hensigten i det folgende at opslillc en formel model, som kan
belyse nogle sider al bortfaldsproblemets betydning for statistisk infe-
rens. De sporgsmil, som primart behandles er: Hvilken indﬂydclsf:
har bortfaldet pa egenskaberne hos de estimatorer, som traditionelt
anvendes i stikpreveundersogelser, og hvorledes kan undersogelserne
tilrettelaegges under hensyntagen til bortfaldet.

Fremstillingen practenderer ikke at vaere fulde dackkende, men reprze-
senterer nogle indledende overvejelser, som maske kan danne grund-
lag for videre forskning inden for omridet.

“F Canel. polu, adjunkt, AUC,
ONr. 41877,
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Bortfaldet som problem

Ved bortfald vil vi i det folgende forsta manglende information om
nogle af de analyseenheder, som var planlagt at skulle indgé i under-
sogelsen. Denne fejlkilde knytter sig ikke specielt til stikproveunder-
sogelser, men kan lige savel optrade ved totalizllinger.

Bortfaldet som pl'oblem forsterkes i det omfang de bortfaldne analy-
seenheder adskiller sig vasentligt fra resten af stikproven med hensyn
til det undersogte kendetegn. Da vil de skon over lorholdene i p(}puld-
tionen, som bygger pi den gennemtorte stikprove, nedvendigvis blive
fejlagtige. I forbindelse med interviewundersegelser kan der sondres
mellem to hovedtyper af bortfald: respondenter, som ikke tracfles og
nxgtere. De to typer af bortfald adskiller sig pa en rakke punkter.
Man vil siledes ved genbesog vaere i stand til at nedbringe antallet al
ikke-trufne respondenter, mens det er mere kravende at overtale folk
med nagrer-indstilling il at deltage 1 undersogelsen. Forudsatningen
om, at bortlaldet ikke afviger vasendigt fra resten al’ populationen kan
ogsa vare mere hasaderet i forbindelse med nagtergruppen end for
gruppen af ikke-trufne. Endelig skal man vare opmarksom pa en mu-
lig ssmmenhang mellem formalet med undersegelsen og tilbejelig-
heden til bortfald.

Hvis man f.eks. udtager en stikprove med henblik pa en vurdering af
antallet af sortseere, er det ikke utenkeligt, at negterprocenten blandt
sortseerne er storre end blandt licensbetalere. (En anden mulig lejl-
kilde er her milefejl i form af urigtige oplysninger).

Vi skal overalt i det felgende antage, at bortlaldet er uden sammen-
hang med det undersogte kendetegn.

En statistisk model med bortfald

Problemstillingen i en model med bortfald sammenlignet med tradi-
tionel statistisk stikproveteori er sogt anskueliggjort i figur 1.
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Grundlager i den traditionelle model er en stikprm—‘c, som er udtaget
tilfeldigt, d.v.s. sandsynligheden for, at en vilkirlig enhed i populatio-
nen indgar i stikproven er kendt = men ikke nedvendigvis den samme
for alle enheder.

Derved etableres en sandsynlighedstcoretisk sammenhang mellem
kendetegn i populationen og observerede kendetegn i stikproven, som
danner grundlag for statistisk inferens med angivelse al’ den dertil knyt-
tede usikkerhed. Udarbejdelsen af en stikpreveplan bygger pa et effek-
tivitetskriterium: For et givet ekonomisk budget soges stikpreveusikker-
heden minimeret eller - omvendt - en given usikkerhed onskes opnaet
ved de lavest mulige omkostninger.

I den mere generelle model med bortfald reduceres den planlagte
stikprove, som folge af non-response hos nogle af de udvalgte enhe-
der. Stikprm'cn omlatter kun n* enheder i stedet for de planlagte n, et
bortfald pa n-n®. Problemet er nu, i hvilket omfang inferens reglerne
fra den traditonelle model kan anvendes i dette mere generelle tl-
faclde.
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I den model, der opstilles tor at belyse dette spergsmil, anvendes fol-
gende notation:

X : Vardien af kendetegnet for /te enhed i populationen,
Yooy =19..N.

x . : Vardien af kendetegnet for i'te enhed i den planlagte stikprove,
i=1,2,..,n

x . *: Vardien af kendetegnet for j'te enhed i den realiserede stik-
prove, = 1,2,...,n".

8 : Sandsynligheden for, at v’te enhed i populationen udiages til
den planlzlgll: stikpmvt‘,v =1,2...,N. 0 <8<l

IC?',"J g Sandsynligh{:df:n for, at v’te enhed i populalioncn ihke indgar i
den realiserede stikprove, skont den er udtaget ul den plan-
lagte stikprove, Vv = 1,2...,N. 0 < Py, <l.

Vi antager, at formilet med stikproven er at estimere middelwaller i
populationen:

Simpel tilfeeldig udvlgelse

Det forudsattes, at den planlagte stikprove udiages ved simpel tilfeldig
udvelgelse. Dette indebarer, at alle enheder i populationen har samme
sandsynlighed for at blive valgt:

Elv=£—;v=l,2,...,m (2)

Da gaelder folgende saining i den traditionelle model :

Setning 1: Middelallet i stikpreven

— ;3 B
X ==7 x (3)
ni=li

er en middelrel estimator over middeltallet i populationen X.
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Bevis: Lad indikatorvariablen o vare delineret ved

I, hvis Xy, indgér i stikproven

o, cllers

Da kan estimatoren X skrives

N

- 1

¥ = =X g+« X
ny:]_""”

Den forventede vaerdi af' %, E (%), kan lindes:

1 N
E(X) = =% E(a )X ,
nooo1 v v
Idet
E(a)) = l-Pr{au=l] + D-Pr{cxU
fas: _ 1 .n
E(x) = a Eﬁ X\J = X

Uden bevis?) anfores.

Setning 2: Den teoretiske varians pa estimatoren X er givet ved

— _ 9*N-n _ 1 _ 1
Vix) = g §m1 f 0 G N
hvor
N
ot =3I (x, - B
v=1

er variansen i pupulaliuncn.

]

A s}

(6)

(7)

(8)

) Ea bevis kan Leks, lindes hos Jensen (1974),
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For N = « fremkommer den velkendte formel for variansen pa mid-
deltallet af uathangige observationer fra en uendelig population.

I modelten med bortfald skal vi nu betragte

*
e =Ll 3 * (9)
i=1

d.v.s. middeltallet i den gennemforte stikprove som estimator for X.
Med a, defineret ved (4) kan (9) skrives:

1 N

Her er fordelingen al’ @ imidlertid wndret. Vi antager, at sandsynlig-
heden for at indgd i den realiserede stikprove kan skrives:

= = o (1= S (11)
Pr{av 1} E!U (1 Du} Ntl r:u)

d.v.s. som produkter af sandsynligheden for at blive udtaget til den
planlagte stikprove og tilbejeligheden (sandsynligheden) for atindgi i
den realiserede stikprove. Man forestiller sig altsd, at populationen ik-
ke blot er karakteriseret ved kendetegnet X,;, men ogsia ved bortlalds-
tilbojelighederne py - En enhed bestar af et talpar (X, Py ), som ved
udtrakning reprasenteres ved (x,p ). x{ vil da indgi i den realiserede
stikprove med sandsynligheden 1-p i

Mens 8, alene athenger af' den valgte stikproveplan, er py 1vidiom-
fang uden lor planleggerens kontrol.

Forp,, = ¢ Iremkommer den traditionelle model som et specialuil-
faelde.

Vi skal nu vise tolgende:

Setning 1*: Middeltallet X* i den realiserede stikprove er sem hovedregel

ikke en middelret estimator for middeltallet i X p()pl.ﬂélli()l‘j{‘l'l.
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Bevis: Med Ay, defineret ved (4) kan antallet af enheder n* i den gen-
nemforte stikprove skrives:

Y
v=1
d.v.s. n™ er en stokastisk variabel. Den forventede vaerdi af X* er givet
sOm:

1 N N o,
E(u}-{'*} = E{“*E a + X )= L E{ *)'X (12)
n U:lu W ‘\):1 n W
x* vil derfor kun vare middelret, salremt
N uv 1 N
I E(=)«X ==1 X
=1 " Voo N =Y
N o
1 (18)
bt L (E l:'-- - —:] « X = 0
v=1 n¥* N Y
hvilket ikke kan antages at gaelde i almindelighed. 4

Vi skal nu undersege (13) i nogle specialtilfzlde. Hvis n* er rimelig
stor, vil o, kunne betragtes som vathzngig af n® =Z(zv. Da galder:

1
n

Q
E(=3) = E(z3)+E(a,)

Anvendelse al (11) giver

= Do
E(au} = N(l nv)

og dermed kan betingelsen (13) skrives

N
E(=2)s

- . - = (14)
n (1 pv} KU X o}

n
5 L
Nu=l

Introduceres nu mere formelt antagelsen om uafhengighed mellem bori-
[faldssandsynlighed og verdien af kendetegnet, haves
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N
5=ltpu_p}(xuug] =°

N —
. itlﬁl—pu)}(v = NeX(1-F)

som indsatci (14) giver

S 1
E(n*} - n(l"p) “5}
Da 1/n* er en konveks lunktion af n™ gelder det ilolge Jensens ulig-
hed, at

1 1
E(s) > £
Vi har tillige
N N
E(n*) = L E(a ) =1¢ Z(l-p ) = n(l-p)
v=1 v v=1 v
og dermed
1 1
EGP 7 miimmy

Selv nar n* er stor galder setning 1* stadig. Variationen i det gen-
nemlorte antal observationer er medvirkende til, at % er et skaevt skon
over X. Skavheden vokser med variansen pa n®,

Vi ser dernast pa en vigtig undiagelse Ira hovedreglen i satning 17:

Koroflar 17 Safrem bmtIaldsaandsw},1111glwden py CF konstant, ey =p
vil X% varre en middelret estimator for X.

Bevis: Nirp,, = p,er Pr{q =1} ——I{l- ) konstant, uathaengig al'y.
Antages der tillige uatha ngzghc(l me l}rlc'm enhederne, hvad ang_,m deres
tilstedevarelse i den realiserede stikprove, vil lordelingen al n® vaere
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givet ved en binomialfordeling med antalsparameteren N og sandsyn-
lighedsparameteren £(1-§ ). Der gzxlder nu generelt®):
o
Ve 1
E(z%) = E(gxEla,[n*)) (16)

hvor E{ @y |n*) betegner den betingede middelvardi af a v givel
summen n* =X¢g y- Da n* en binomiallordelt gaeldert):

* — = * — E-f
E(a,[n¥) Pria 1ln*} = g5 (an
a
v, _ l1 n* _ 1
= B =BG N 7w
og dermed
- 1 _
E(x¥) = gIX, =X 4

En intuitiv forklaring pa dette resultat er:

Nar bortfaldssandsynligheden er konstant over enhederne i populati-
onen er den »mekanisme«, som udvlger enheder fra den planlagte 1l
den realiserede stikprove helt analog med udvalgsproceduren fra po-
pulationen til den planlagte stikprove.

Usikkerheden pa skennet X skal nu vurderes. Som det kunne forven-
tes gaelder:

Setning 2°: Bortfald bevirker en forogelse af usikkerheden, malt ved
variansen pa estimatoren X*.

Delvist bevis: Variansen pa X*, V(X*), kan skrives®)
V(x*) = E[V(X*|n*)] + VIE(X*|n*)] (18)

For givet n* vil E(®*|n*) i det generelle tilfelde med p, forskellig af-
vige fra X og afhange afl n*. Derfor er andet led i (18) positivt. Lige-
ledes vil den betingede varians V(X¥|n*) varre storre end variansen i
den traditionelle model med samme stikprovestorrelse:

%) For produkiet al 1o stokastske variable X og ¥ galder det, ac EIXY) = E(XEYIX) = E(YE(XIY),
se f.eks. Jensen (1974), p. 55.

*) Den bevingede sandsynlighed for, at et vilkarligt binomiallovs forsog i en forsagstakke pi N
of »gunstigla, pived n° egunstiges jalt, er n*/N, uvalhangigt al den margivale sandsynlighed for
wgunstigre udbald i o1 forseg.

%) se Leks, Jensen (1974), p. 59,
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X k| ok 2 (1 1
V(X*|n¥) > ¢ 5% - §)
~  EWVE > ot(2clp - )

1 -
Da Eiﬁ:? > 1/E(n*) = 1/n(1-7) fas

1 1
n{l-p) N
Specialtilizeldet med py =P giver folgende

EIV(E*|n%) 1 > g2 ( ) > V(X)) o

L [ LI A A - i1 l3 ar] o p e
hl{itme’fﬁr.z : Salremt bortfaldssandsynligheden p,, er konstant,p,, =3 .
vi

Vix*) = o° (E(5) - il}_} (19)

Intuitive bevis: Som navnt er situationen med konstant bortlaldssand-
synlighed analog til simpel tilfeldig udvaelgelse i den raditionelle mo-
del. For givet n® har vi derfor ifelge setning 1 og 2:

E(X*|n*) = ¥

2
ok * = E—- N-n* = 2 —:-I-- — -:-I-
og dermed
pv = 2 -.-.-].‘-.. = i 20)]
Vix*) a {E(n*} N} o« (20}
Udnytter vi, at®)
2
E(-s) = ot 4 2(OY) Tny (21)
n* E(n¥*) [E(n¥*)]° E(n*)

hvor "1"2]3 = Vn*WE®)? er den relative varians, kan (20) skrives

420 Torekommer ved vickkeudvikling al lix) = & omkring x = Elx) og cherlolgende middel-
virrdicannelse,
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2
u - l)
n(l-p) N (22)

hvoral det klart fremgar, at usikkerheden i modellen med bortlald
oges, ikke blot som folge at det reducerede antal observationer, n >
n(1-5), men ogsa pa grund al variationen i n®, malt ved den relative
varians y | s.

V(X*) =~ g?(

Stratificeret tilfaldig udvalgelse

Hovedkonklusionen af analysen over bortfaldets virkninger ved sim-
pel tilfeldig udvalgelse er, at anvendeligheden af den traditionelle
model afthanger al, hvor homogen populationen er m.h.t. bortfalds-
SHII(IS}-‘I"LIig}‘lC(l{‘I‘I. Hvor denne lorudsaming ikke er (in')-'ldt, [orer det-
te naturligt tanken hen pa en siratifikation af populationen med hen-
blik pa dannelse al’ delpopulationer med (tilnarmelsesvis) konstant
bortfaldssandsynlighed, hvorfra der udtages en stikprove ved simpel
tillzeldig udvaclgelse.

Lad pﬂpula[ionen VaTe Updell 1 L strata, som hver karakreriseres ved

[} stratumsterrelsen Np

2} stratummiddeltallet ih

3) stratumvariansen uf,l

4) bortfaldssandsynligheden pyp SOMm er konstant inden for et stratum,

hvor h = 1,2,...,L. Fra hvert stratum udvalges ved simpel tilfzldig ud-
viclgelse np enheder, der efier bortfald reducerestiln 1?1 Da vil xﬁmxh.
iflg. det foregaende og

L Ny L
x * = E e« X, * ; N=EI N (23)
str h=1N h h=1 h

vil dermed vaere en middelret estimator over populationsgennemsnit-
tet X =2 (N N)-Xh Variansen pa i er givet ved
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L N? L N?
h -_— h ‘2 1 1
V(X _*_ ) =L =7 V(X *) =L 57 o (E(=x)-3)
str h=lN h h=lN h nk N
2

L N2 1+Tn*
= L ﬁ'}'}'f}; (n—(%}- - "I]&‘) (24)

h=1 h h

jf. (22). AF(24) ses, at stratifikationen bor ske saledes at strata er homo-
gene, hvad angar det kendetegn, der onskes undersegt. Da homogeni-
tet med hensyn til bortfald inden for et stratum er forudseningen for
modellen, kan der opstd problemer, hvis disse to kriterier er konkurre-
rende. Da ma stratilikationen ske ved en afvejning mellem homogeni-
tet m.h.t. kendetegnet og bevarelse af den simple statistiske model.
Det er abenbart, at en sadan afvejning vil vare uhyre vanskelig at gen-
nemfore i praksis. '

Som det ogsa fremgar af (24) atheenger usikkerheden pa skennet tillige
af stikprovens fordeling pd strata. Dette problem skal nu dreltes nojere.
Fordelingen pa strata af en given stikprove n i den traditionelle model
siges at vaere optimal, hvis variansen V(X « ) minimeres under bibetin-
g(‘ls-:rnEnh= n. Det kan vises?), at lasningen resulterer i fordelingen

I X
h L
z
h=1
I modellen med bortlald kan det tilsvarende problem formuleres med
udgangspunkt i (24) og lesningen bestemmes efter samme principper

som i den traditionelle model. Antager vi for simpelheds skyld, at den
relaiive varians er konstant over strata "ﬁ:* =T2, kan det vises, at

Ny on/V1-py

n, = —*n (26)
ENhUhffl—ph

*T
y (25)
n°h

) Jensen (19741, p. 124
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giver den optimale fordeling al' den pianiagte stikprove pa strata i mo-
dellen med bortlald. Det scs, at jo storre bortfaldssandsynligheden pp,
er, desto sterre andel af stikproven skal udtages fra stratum h, men da
PL optrader under kvadratrodstegn, skal forskellene mellem 1 vare
store, for det giver vaesentlige udslag i stikprovens fordeling?®).

Korrektion for bortfald

I den naevnte artikel af Flemming Hansen diskuteres forskellige meto-
der til opvejning med det primaere formal at korrigere for bortfaldet.
Den sammenhang, som herved tilsyneladende etableres mellem bort-
faldsproblemet og behovet for opvejning, er uheldig. Vejning er pa-
kravet, nar den udtagne stikprove ikke er reprasentativ for populatio-
nen med hensyn til karakteristika, som har eller antages at have indfly-
delse pa det kendetegn, man ensker at undersege. Stikprovens infor-
mation om kendetegnet, er betinget af disse karakteristika, og for at
kunne skenne over kendetegnets udbredelse i hele populationen ma
man vcj(: med vagle, som er bestemt af de relative stratumsierrelser,
Ny/N. Dette gelder uathaengigt al den mide, hvorpa stikproven er ud-
valgt og uanset omfanget af bortfald. Med kendskab til vaegtene Ny/N
reprassenterer denne vejning ikke noget stafistisk problem. Er vagiene
ikke kendte, kan der vare tale om at stratificere den udtagne stikprove,
hvis nh"."n”‘ R NH’N, og da indleres endnu en kilde til usikkerhed i den
statistiske inferens.

Bortfaldet som statistisk problem bor i princippet inddrages allerede
ved tlrettelaggelsen af undersogelsen. Man kan soge at udnyue in-
formation fra tidligere undersogelser af’ samme art. Det er ikke utaen-
keligt, at bortfaldssandsynligheden afhanger af en rackke generelle
kriterier si som alder, kon, erhverv, uddannelse m.m., som hyppigt
anvendes ved stratilikation af populationen. Forskelle i bortfaldssand-
synligheder mellem disse strata kan testes med anvendelse al oplysnin-
ger om det lakuske bortfald, np- nh*, i idligere undersegelser, som da
kan indgé i den planlagte stikproves fordeling pa strata. Man antager
her implicit, at pp, er konstant over individer inden for hvert stratum.

5 Dot bemarkes, at ”'Fh Vindgir 1 026) som gramseomkaostningerne i en radjionel model, der
optimeres under hensynagen vl en linear omkosiingsfunkions €= ¢, +% CLlpe st Jen-
sen (1974), pp. 130-131. h-1
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For si vidt angar den del af bortfaldet, der sk}'idcs ikke-trufne respon-
denter, er det muligt at tage hensyn til bortfaldet ved at forlade den
simple tilfzldige udvalgelse med 6,, = H og tllade 8, at variere. Med
kendskab til p,, kan 8,, fastszttes saledes, at sandsynligheden for at
indga i den gennemforte stikprove, Prlcc,', =l}l= 8, H'PV ), er kon-
stant. Herved opnas at den tradiuonelle model kan anvendes pa wrods
af den tilfzldige variation i bortfaldet. Personparameteren py mé og-
sa her soges forklaret og estimeret ved en raekke generelle egenskaber
ved enhederne i populationen.

Littevatur:
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