Tids-serie modeller og Trend-analyser
Pavisning af en principiel fejl
ved anvendelse af mindste
kvadratatvigelsers metode til
prognosticering

Af Bent Vabe®)

Blandt metoder til prognosticering af markedsudviklinger indtager
trend-analyser en fremtriedende plads, enten anvendt i en serie (time
series) model eller som led i en kausal-analyse, hvor trend-analyser of-
te finder anvendelse pa en eller flere af de indgiende parametre. Ne-
denstiende betragtninger er begrenset til gennemforelsen af trend-
analyser i tids-serie modeller, omend de konklusioner, man kommer
frem til, ogsa til en vis grad er relevante for kausal-analyser.

Trend-metoden er som bekendt baseret pa den antagelse, at den frem-
tidige udvikling vil fortsaette ad det spor, som aftegnes al den (seneste)
hidtidige udvikling. Det bliver derfor interessant at analysere den hid-
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tidige udvikling, idet de registrerede salgsdata er fremkommet som re-

sultatet af en rzkke overlejrede komponenter. 1 litteraturen foreslis

det normalt at regne med fire komponenter, nemlig trend (T), s&son-

variation (S), cykliske variationer (C) og tilfzldige eller irregulare vari-

ationer (I). Med disse betegnelser beskriver Ferber (2) en konventionel

tids-serie model som varende enten additiv svarende til formlen
Y=T+S5+C+1

eller multiplikativ med formlen

Y=Tx85xCxlI

hvor Y er de oprindelige tids-serie veerdier for den betragtede storrelse,
[.eks. salget.

I sin simpleste form bestdr trend-analysen i at atbilde den hidtidige
udvikling, I.eks. salget, som funktion af tiden og tegne en linie igen-
nem de afsatte punkter og derpa forlenge denne linie passende ud i
prognoseperioden. Som oftest vil man yderligere antage, at trend’en
er linexr (evt. logaritmisk), saledes at trend-kurven kan indtegnes som
enret linie pé den grafiske (evt. semilogaritmiske) afbildning af udvik-
lingen.

Hvis man velger at gore de ovenstidende antagelser, bliver opgaven da
at fastlegge den korrekte trend-linie, som vel kan defineres som den
trend-linie, der giver de mest korrekte resultater med hensyn til den
forudberegnede udvikling sammenlignet med den udvikling, der fak-
tisk ville ske, sifremt de gj,ur[e antagelser holder, d.v.s. sifremr udvik-
lingen rent faktisk fortsztter som indiceret af de hidtidige data. En evt.
usikkerhed om, hvorvidt udviklingen faktisk vil fortsette som antaget,
vil ifelge sagens natar ikke have indflydelse pa placeringen af trend-
linien, men ma pa anden made tages med ind i -:wervejelserne ved den
budgettering, der senere gennemfores pa basis af analysen.

I den cksisterende omfangsrige litteratur om budgettering og specielt
forecasting anbefales folgende metoder til fastleggelse af trend-linien:

1. Indtegning pa ejemal
2. Glidende gennemsnit

3. Mindste kvadratafvigelsers metode
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idet den sidstnavnte metode almindeligvis anbefales som den, der gi-
ver den »statistisk set« mest korrekte trend-linie (se nedenstaende refe-
rencer).

I det folgende pavises det, at denne metode er behzftet med en prin-
cipiel fejl, som gor den uegnet til anvendelse ved prognosticering.

At metoden giver forkerte resultater, vises lettest ved hjzlp af et ek-
sempel som det folgende.

Eksempel

1. trin
Virksomheden GROWTH A/S har praktisr.‘rr:[ folgende totale salgstal
for varegruppen A:

Ar1 50 enheder
Ar2 55 enheder

Antages linezr vaekst er extrapolation til de folgende ar evident, og
trend-analysen anvendt pa disse to tal vil da ogsa give en ret linie gen-
nem de to punkter. GROWTH A/S vil pa denne basis regne med en
salgsstigning pa 5 enheder pr. ir (en »enhed« kan f.eks. vare 10x stk.
eller 10x kr.), og forudser et salg i ar 3 pi ialt 60 enheder.

2. tnn
Kvartalsvis opsplitning af samme salgstal viser folgende billede:

Ar  Kvartal Salg GAG/kvartal

1 l 20
2 10
5 10 12.50
4 10 13.00
15.25
2 1 22 15.50
2 11 15.75
3 11
4 11
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Figur 1

Antal
enheder
x Salg pr. kvartal
* Glidende gennemsnit pr. kvartal
X
20 +
X X X
10 + X X X
- Tid
l 1 2 35 4 | 1 2 3 1 | Kvartaler
ar 1 ar 2

Man ser, at salgsstigningen pa ialt 10% af salget ar 1 er jeevnt fordelt pa
samtlige kvartaler. Endvidere er det glidende irlige gennemsnit
(GAG) pr. kvartal vist i ovenstiende tabel og i den grafiske atbildning
(fig. 1). GAG er her beregnet som gennemsnittet af salgstallene for fire
kvartaler, og bade i tabellen og pa figuren er hvert af de saledes bereg-
nede GAG henfort tl midten af de tilsvarende perioder.

Ved linezr extrapolation findes det forventede salg for ar 3 og 4 at va-
re henholdsvis 60 enheder og 65 enheder fordelt med 40% i 1. kvartal
og 20% i hvert af de folgende kvartaler.

Ovenstiende kvartalsvise salgstal er indtegnet pa fig. 1, hvor ogsa en
trend-linie er indlagt gennem punkterne for det gennemsnitlige salg 1
hhv. dr 1 og ir 2. Den vardi, som denne trend-linie angiver i midten af
ar X vil vare lig med det forventede gennemsnitlige salg i ar X.
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3. trin
GROWTH A/S beslutter nu at anvende den mere avancerede mindste
kvadratatvigelsers metode til beregning af den »matematisk mest kor-
rekte« trend-linies placering. Matematisk kan trend-liniens ligning
skrives saledes:

S=axt+b
hvor § er det beregnede kvartalsvise salg, t er et mil for tiden (med en-
heden et kvartal), og a og b angiver henholdsvis trend-liniens hzld-
ning og dens skaring med ordinat-aksen til tiden t=0.

Baseret pd de samme salgstal som ovenstiende ser beregningen sile-
des ud:

Kvartal Salg
t s txs t*
1 20 20 1
2 10 20 4
3 10 a0 9
4 10 40 16
5 22 110 25
6 11 66 36
7 11 77 49
3 11 88 - 64
36 105 451 204
n=2=3
T =45
s = 105/8=13.125
4 — nx P (txs)— T tx D s

nx t!—=( B)?

§-451—36-105
= =—0.512
8 - 204 — 367

b=5%s—a-t

= 15.125+0.512x4.5= 1543
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Figur 2
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Figur 2 viser denne trend-linie indtegnet (fuldt optrukken linie) i den
grafiske afbildning af salget (den kursiverede linie refererer til bereg-
ningen i nedenstaende trin 5).

Det forhold, at den »statistisk korrekte« trend-linie alviger vasentligt
fra den trend-linie, man umiddelbart ville komme frem til ved at ind-
tegne trend-linien pi ojemal udfra de afbildede salgsdata eller udfra
det glidende gennemsnit, afvises normalt under henvisning til, at den
beregnede trend-linie er matematisk eller statistisk korrekt, og at salg-
stallene derfor ma rumme en indbygget trend, som man blot ikke
umiddelbart kan fa oje pa. Man haster derpa med at gore prognosen
endnu mere raffineret ved at beregne szsonvariationerne og indregne
disse 1 prognosen. Den klassiske beregning ser sdledes ud:
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4. trin

Beregnet Alvigelse
Ar [Kvartal t S salg Enheder 9%
1 | 1 20 14.92 +5.08 +354.1
2 2 10 14.40 —4.40 —20.5
3 3 10 15.89 —-3.89 —28.0
4 4 10 13,58 —3.88 —25.8
2 | 5 29 12.87 +9.13 +71.0
2 6 11 12.85 —-1.35 —10.9
3 7 11 11.89 —{.89 — 1.5
4 8 11 11.53 —(.33 - 2.9
Sesonafvigelse (%):
Kvartal .
Ar 1 3 4
1 + 534.1 30.5 28.0 25.8
2 + 71.0 10.9 1.5 2.9
+105.1 41.4 5.5 285.2
Gennemsnit + 52.6 20.7 17.8 14,1
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Det beregnede salg for dr 3 bliver derfor:

Salg ifolge Saeson- Beregnet
Ar |[Kvartal| t |trend-forml.| korrektion salg
(enheder) (%) (enheder)
3 1 9 10.82 +52.6 16.51
2 10 10.30 —=20.7 5.18 40.7
3 11 9.79 —17.8 5.05 '
4 12 9.28 —14.1 7.98
4 l 13 B.77 +52.6 15.38
2 14 8.25 —20.8 6.54 | o,
3 15 7.74 —17.8 6.56 )
4 16 7.25 —14.1 6.21

Sammenholdt med salgstallene for ar 1 og ar 2 ser de her beregnede
salgstal unacgtelig noget forstemmende ud. Salget beregnes at aftage (!)
med ca. 8 enheder om dret, hvorved salget ma forventes at vaere helt
alviklet omkring ar 8.
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5. trin

Billedet bliver imidlertid hurtigt lysere. Da den faktiske salgsudvikling
i dette tilfzzlde tzenkes at forlebe linezrt (i overensstemmelse med vor
antagelse), vil de faktisk registrerede salg i 1. kvartal af ar 3 blive 24
enheder eller 45% over det beregnede salg!

GROWTH A/S beslutter derfor at gentage analysen pi to hele perio-
der 4 4 kvartaler (hvorved basis perioden forskydes et kvartal i forhold
til tidligere). Beregning af trend-linien ved mindste kvadratafvigelsers
metode ser nu siledes ud:

Ar | Kvartal t Salg s [X5 i
1 2 1 10 10 1
3 9 10 20 4
4 3 10 30 9
2 l 4 29 88 16
2 5 11 55 25
3 6 11 66 36
4 7 11 77 49
3 1 8 24 192 64
36 109 538 204
T = 4.5
s = 109/8 = 13.625
. 8.538 —36. 109

8 - 204 — 367
b = 13.625—-1.13.-4.5=8.54
Den siledes beregnede trend-linie er indtegnet som en kursiveret linie

pa figur 2 (NB: nulpunktet og dermed ogsa placeringen af t er rykket
et kvartal frem).
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Trend-linien har nu fiet en positiv hzldning, og det forventede salg
pr. ir 3 og 4 beregnes nu at vare folgende:

'l

Ar Kvartal Beregnet salg ifelge trend-formlen

{enheder)

17.58
18.71
19.84
20.97

| S I

717.1

w3

22.10
23.23
24.36
25.49

05.2

e G D —

Salget projiceres siledes til at blive 77.1 enheder i ar 3 stigende fremo-
ver med 18.1 (!) enheder pr. ar. De faktiske salgstal vil naturligvis vise
noget ganske andet.

Diskussion

Ovenstiende beregninger demonstrerer klart, at mindste kvadrataf-
vigelsers metode er uanvendelig til fastszttelse’af en trend-linie gen-
nem data med udpraget sezsonvariation, idet metoden kan give groft
forkerte og temmelig vilkarlige resultater. Man kunne méske indven-
de, at eksemplet var konstrueret med szrligt store sesonvariationer,
som tilmed var anbragt i udkanterne af den undersoegte periode. Den-
ne indvending holder imidlertid ikke, idet ogsa mindre sasonvariati-
oner med udsving midt i perioden vil give anledning til principielle
fejl i resultatet, som blot vil vare mindre iojenfaldende end i eksem-
plet. Desuden er det vel netop trend-analysens opgave at eliminere di-
verse variationers indflydelse pa prognosticeringen. Endvidere kunne
man indvende, at en periode pd to ar, som anvendt i eksemplet, er for
kort tid til at give et sikkert grundlag for trend-analysen, men heller
ikke denne indvending holder for en nazrmere provelse. 1 eksemplet
gik vi jo netop ud fra, at vor antagelse om linezr udvikling var kor-
rekt, og alligevel [ik vi vilkdrlige resultater. Desuden er det jo klart, at
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salgstallene fra to pa hinanden felgende perioder altid vil give en indi-
kation af den udviklingstendens eller trend, som ow:rlc_jrcr de even-
tuelle smsonudsving, som forekommer inden for den enkelte periode.
At en salgsprognose baseret pa data fra to perioder er mere usikker,
end en prognose baseret pa flere perioder er indlysende, men dette
forhold har inden indflydelse pa placeringen af den korrekte trend-
linie i periode-salgsdiagrammet, 1 hvert fald ikke hvis man gir ud fra
ovenstiende definition af den korrekte trend-linie. Usikkerheden pa
de prognosticerede tal bor man tage hejde for pa anden vis under
budgetteringen. Endeligt kan det nzvnes, at selv om man i ovenstien-
de eksempel medtager ar 3 med salgstallene 24-12-12-12 enheder pr.
kvartal som basis for beregning af trend-linien, giver mindste kvadrat-
afvigelsers metode stadig en trend-linie med negativ hzldning - som
altsa tydeligvis er forkert.

Endelig kan man indvende, at statistisk check pa usikkerheden pa
trend-linien vil afslere dennes manglende palidelighed. Dette er na-
turligvis rigtigt for tallene i ovenstiende eksempel, men for en mindre
sesonvariation vil dette ikke nedvendigvis veere tillzldet, og trend-
liniens haeldning ville stadig vaere stzerkt afhzngig af de sterste s@son-
udsvings placering i perioden.

I ovenstiende eksempel ses det klart, at den korrekte trend kan findes
ved at fastlegge trend-linien enten udfra totalsalgene for hele perio-
den (ar) eller udfra de glidende gennemsnit, hvorved man jo i begge
tilfelde eliminerer saesonvariationerne, inden trend-linien bestemmes
f.eks. ved mindste kvadratafvigelsers metode. Men hvad da med even-
tuelle cykliske variationer? En cyklus pa f.eks. 4-6 ar vil give dl‘llt'dn]l‘lg
til samme prmmplﬁlle fejl ved fastlzggelse af trend-linien pa basis af
arsgennemsnit, som sasonvariationerne medferte for en trend-linie
beregnet udfra kvartalstallene.

Jeg vil havde, at det forhold, at mindste kvadratatvigelsers metode er
kommet til kort og har givet forkerte resultater i ovenstiende eksem-
pel, ikke skyldes, at eksemplet var specielt konstrueret til at eksponere
metodens fejlagtighed, men derimod skyldes, dels at det er principielt
forkert at anvende mindste kvadratafvigelsers metode til fastlaeggelse
af en trend-linie gennem data med saxsonvariationer eller andre cyk-
liske variationer, og dels af at metoden er principielt uegnet til prog-
nosticering.
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Anvendelsesomzdder for mindste kvadratafvigelsers melode

Ved anvendelse af mindste kvadratafvigelsers metode vil man ved kva-
drering af alvigelserne fra trend-linien og minimeriseringen af kva-
dratalvigelserne komme til at legge storre vagt pa de enkeltpunkter,
der pa grund af sesonvariationer (eller pa grund af stokatiske variati-
oner) afviger mest fra gennemsnittet end pa alle andre punkter. Der er
imidlertid ingen som helst logisk grund il at leegge sterre vacgt pa de
mest afvigende data, tvaertimod kunne man miske med fordel legge
mindre vaegt pa exceptionelle salgstal, f.eks. ved at se bort fra de mest
afvigende data ved fastlaggelse af trend-linien eller ved at benytte en
mindste kvadratrods afvigelses metode. Hvis man imidlertid ensker en
objektiv metode baseret pa samtlige data, er det mest logiske naturlig-
vis at lade disse indga med lige vaegt (idet vi her og i ovenstiende ek-
sempel har set bort fra muligheden af at lade de seneste data indga
med storre viegt). Dette er tilfzldet f.eks. ved beregning af det glidende
gennemsnit. Hvis man imidlertid ville beregne en trend-linie, som op-
[vldte det krav, at den gennemsnitlige numeriske afvigelse fra samtlige
punkter i den grafiske afbildning skulle vaere minimum, ville man ste-
de pa den vanskelighed, at opgaven er matematisk ubestemt, d.v.s. der
findes en hel skare af linier, der opfylder kriteriet. En mindste kva-
dratrods metode er vanskelig at behandle matematisk, medens pa den
anden side mindste kvadratatvigelsers metode er uhyre simpel at ud-
lede ved partiel differentiation. Dette er maske en del af forklaringen
pa, at mindste kvadratatvigelsers metode er blever si vidt akcep[erm i
prognosearbejdet.

Kaster vi nu et blik pd en ganske anden diciplin, nemlig naturviden-
skaberne, hvor mindste kvadratafvigelsers metode ogsa har vundet
stor udbredelse - men her med rette — vil man konstatere, at metodens
succes her er baseret pd, at den anvendes pa en ganske anden mide
end i regnskabsleren, I naturvidenskaberne anvendes metoden forst
og fremmest til analyse af forskningsresultaterne, der belyser forskel-
lige parametres indbyrdes athengighed. Disse parametre vil altid vare
milt over et vist observationsomride, og enhver af disse malinger vil
vare behatrer med en vis usikkerhed. Denne akcepterede usikkerhed
pd de grundleggende data er den ene vaesentlige forskel fra regnskabs-
leeren, hvor den registrerede udvikling (f.eks. salg) regnes for at vare
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LA Figur 3

=T

malt uden (signifikant) usikkerhed. Lad mig illustrere dette ved en ek-
sempel fra metodens anvendelse i forskningen.

For eksempel vil et forsog pa méling af en eller anden parameter eller
stofegenskab ved temperaturen T resultere i en konstatering af, at den
pagaldende parameter har verdien A £ A A ved temperaturen T £ AT,
hvor & A og AT reprasenterer usikkerhederne pi malingen af hen-
holdsvis A og T. Et szt af saidanne malinger kan f.eks. afbildes gralisk
som vist pa figur 3, selvom usikkerhederne ofte blot vil vaere underfor-
staet.

Hvis man ud fra andre t:-vcrveje]ser mener, at sammenhaxngen mel-
lem A og T er linear, kan man indlzgge en linie i diagrammet, der re-
prasentere denne afhaengighed. Til dette formal er mindste kvadrataf-
vigelsers metode szrdeles relevant, idet netop sma afvigelser fra gen-
nemsnitslinien er insignifikante pa grund af forsegsusikkerhederne,
medens storre konstaterede afvigelser er vaesentlige.

En anden vigtig forskel er den, at metoden i naturvidenskabelig forsk-
ning ikke - eller kun med uhyre stor forsigtighed - anvendes til extra-
polation, medens extrapolation netop er det vasentligste formal ved
prognostcering.

Det ses sdledes, at principielle forskelle i den made, hvorpa mindste
kvadratafvigelsers metode anvendes indenfor naturvidenskab og mar-
kedsanalyse, kan forklare, hvorfor denne metode, der er szrdeles vel-
anvendelig indenfor det forste omride, bliver uegnet til bestemmelse
af trend til prognoseformal.
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Konklusion

En konklusion af ovenstaende ma vare, at mindste kvadratafvigelsers
metode ikke kan anvendes pa data, hvori der forefindes en systematisk
variation siasom szsonvariation eller en anden cyklisk variation. Kun
hvis man eliminerer sidanne quliske variationer, inden trend-linien
fastlzgges, vil den paviste systematiske fejl vaere elimineret.

Efter at de cvkliske variationer (»S« og »C« i ovenstaende tids-serie
model) eventuelt er eliminerede, ber de resterende tilfzldige afvigelser
{(»I« i modellen) fra den gennemsnitlige salgsudvikling indga i prog-
nosen med nojagtigt den vaegt, man onsker at tillegge sadanne tilfel-
dige afvigelser. Ogsa i dette tilfzlde vil en mindste kvadratafvigelsers
metode vaere uhensigtsmassig, idet man ved denne metode for eksem-
pel vil komme til at lzgge 25 gange si stor vagt pa en afvigelse pa 5
enheder (eller %) som péd en afvigelse pa 1 enhed (eller %). Dette er
nzxppe tilsigtet i alle tilfelde, og det vil efter min vurdering fore til for-
kerte resultater, nar den siledes besternte »trend« anvendes til prog-
nosticering.

Sammenfatter betyder ovenstiende, at mindste kvadratafvigelsers me-
tode kun kan anvendes til bestemmelse af trend-linien, det vil sige
»T«-komponenten i navnte tids-serie model, efter at alle modellens
ovrige komponenter §, C og I er eliminerede.

Néir 8, C og [ er eliminerede, er der imidlertid kun T-komponenten
tilbage, det vil sige, datamaterialet er allerede da reduceret til en ret li-
nie, som er identisk med trend-linien. Anvendelsen af mindste kva-
dratafvigelsers metode er naturligvis derved blevet overfledig.

Min konklusion af ovenstiende overvejelser er derfor, at mindste kva-
dratafvigelsers metode er generelt uegnet til brug ved udarbejdelse af
prognoser, o at metoden baseret pa kvalificeret extrapolation af gli-
dende gennernsnit vil vere sikrere at anvende.
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Min konklusion af ovenstiende overvejelser er derfor, at mindste kva-
dratafvigelsers metode er generelt uegnet til brug ved udarbejdelse af
prognoser, o at metoden baseret pa kvalificeret extrapolation af gli-
dende gennernsnit vil vere sikrere at anvende.
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