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1. Indledning og definition

Helalsprogrammering er et model- og algoritmevarkiej, som er nert
beslegtet med line@r programmering, og-som navnlig finder anven-
delse pa optimeringsproblemer af kombinatorisk natur. Som forelo-
bige cksempler herpa kan navnes beslumingsproblemer inden for
investerings- og produktionsplanlzgning, herunder f.eks. vedrorende
oprettelse og nedlaggelse af depoter, diverse bemandingsproblemer
o.lign.

Lad os imidlertid forst se pa den modelteoretiske definition af heltals-
programmering. Betragt derfor folgende programmeringsproblem:

max ox

Ax<b
(1.1) .0

x heltallig,

hvor c e R", A ¢ R"x R"og b e R"er konstanter, og hvor x ¢ R"er en
vektor af variable. At x forlanges heliallig betyder, at hver komponent
i x skal vaere et helt tal. Da deue her galder samtige komponenter,
kaldes (1.1) et rent heltalsprogrammeringsproblem (pure integer program-
ming).

Hvis kravet om heliallighed fjernes, ses vi at vere tilbage i linezer pro-
grammering, der som bekendt byder pa gode losningsmetoder. Dette
er desvaerre normalt ikke tilfeldet for problemer af typen (1.1). Derfor
ber man altid overveje, om man kan opni en tilstrackkelig god lesning
til (1.1} ved at lose det som et linezert programmeringsproblem med en
elterfolgende afrunding al de variable.

Dette vil normalt vaere tilfzeldet ved store losningsvaerdier i x-vektoren.
Problemet stiller sig imidlertid anderledes, hvis x = (x,,..., x,} er be-
granset til sma vardier, som Leks. ved folgende specialtilfzlde af hel-
talsprogrammering:
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max ox

(1.2) Ax<b

(1.2) kaldes et 0-1 programmeringsproblem, og det er normalt modeller al
den type eller variationer heraf, der byder pa de fleste anvendelser af
heltalsprogrammering.

Ehsempel, investeringsplanlegning

En investor har hvert ar et pa forhand fastsat beleb til radighed for
fortsat investering i n mulige projekter. Lad b; vaere belobet, der er til
radighed i det i"te &r. Lad endvidere a;; betegne kapitalbehovet for det
j'te projekt i det i"te r, og lad c; betegne den samlede gevinst fra det
j'te projekt. Betragtes en periode pi m ar, bliver problemet herefier at
udvelge projekter, siledes at den totale gevinst maksimeres uden at
budgettet overskrides i noget ar. Lad

| 1, hvis j’te projekt szttes 1 gang
710, ellers,

og vi far derfor folgende 0-1 programmeringsproblem:

[
max ¥ CjX;
j=1
L r
% a;x; <b; , i=1,..,m
i1

som i evrigt i matrixsprog er identisk med (1.2).
Ovenstiende meget simple model kan udvides og generaliseres pa for-
skellige mader. Der henvises til Weingarmer [21] og Thygesen [20].
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Eksempel, flybemanding

Et luftfartsselskab skal have fastlagt en bemandingsplan for f.eks. pilo-
ter i deres fly inden for en periode. Selskabet kender pa forhind,
hvilke ruter (flyben) der skal bemandes i lobet af perioden. Med en pe-
riodelengde pa en uge kunne eksempelvis tznkes pa flyben af fol-
gende ulsnit:

1. Kebenhavn - New York, mandag
2. Paris - Rom, mandag

n. Tt}k}ro - Kebenhavn, sondag

Man opregner nu, normalt ved hjzlp af en datamat, samtlige kombi-
nationsmuligheder af flyben, som kan bemandes med en pilot. Dette
sker under hensyntagen til bemandingsregler omkring maksimal fly-
vetid for en pilot, antal sammenhzngende fridage o.s.v. Lad n vaere
det samlede antal kombinationer, og lad m vare antallet af flyben.
Lad endvidere a; vare elementer i en m x n matrix, hvor

1, hvis "te kombination bemander det i'te flyben

a,. =
g 0, ellers.

Selskabet ensker nu at minimere antallet af piloter, som er nedven-
dige til bemanding af de givne flyben. Dette problem er akvivalent
med tolgende 0-1 programmeringsproblem:

n
min 3 X;
=l

(1.3) % oa; x; =21 fori=1,...,m
forj=1,..,n ,

hvor x; = 1, hvis j’te kombination bruges.
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Uligheden i (1.8) sikrer, at ethvert fly bliver bemandet. Det tillades
endda at tage en pilot med »som passager«. @nskes dette ikke, indfo-
res i stedet for ulighedstegnet et lighedstegn. (1.3) tilherer typen af sa-
kaldte overdzkningsproblemer (setcovering). For yderligere materiale
vedr. flybemanding henvises til Arabeyre et al. [14] og Ellervik [17].
For overdazkningsproblemer generelt henvises til Garfinkel and Nem-
hauser [3].

Der har hidtil kun varet omtalt rene heltalsprogrammeringsproble-
mer, hvori samtlige variable kraves heltallige. Man opererer imidler-
tid ofte med modeller af blandet type, hvor kun nogle variable kraves
heltallige, og resten er kontinuerte. Man taler da om blandet heltalspro-
grammering (mixed integer programmering), som formelt kan opstilles
pa folgende made:

max X + CX,
Ax + Ax,<b
x,> 0 og heltallig
x,>0
hvor cJERF, ¢, eR',x, eR", x, eR",

A eR"xR°,A,cR"™x R'og b ¢ R".

Eksempel, Plant Location (Warehouse Location).

En virksomhed overvejer at etablere en rakke depoter til forsyning af
n markeder med en vare. Eftersporgslen efter varen kendes pa for-
hind for hvert marked. Lad b betegne efterspergslen i det j'te marked
i en valgt periode. Der er m lokaliteter for mulig placering af depoter.
For hver lokalitet kendes pa forhind en evre graense for leverance, be-
stemt af kapaciteten af et evt. depot. Lad a, betegne kapaciteten af det
i'te depot. I forbindelse med oprettelse af depoter pifores endvidere
en fast omkostning, som for det i’te depot, er k; kroner. Det aktuelle
tal kan vare amortisationsomkostninger i den'valgte periode (k; 20).
Herudover findes omkostninger i forbindelse med transport af varer,
som udger c;; kroner pr. enhed for transport fra i’te depot til j'te mar-
ked.
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Lad x;betegne den transporterede varemangde fra det i’te depot til
det j'te marked. Problemet for virksomheden bestir nu i at finde,
hvilke depoter der skal etableres, og bestemme varestrommene x;;, si-
ledes at de samlede udgifter til transport og etablering minimeres un-

der hensyntagen til, at al eftersporgsel tilfredsstilles.

Viindforer en 0-1 vektor y =y ,..., y), hvor

1, hvis i'te depot etableres

Yi= o0, ellers.

Problemet kan herefter formuleres som folgende blandede heltals-
programmeringsproblem:

. LI m n
min T kyi+ 3 B cyx,
o =l ' el =t .

(1.4) 2 x, =b; ,j=1L.,n

I X, L&y, i=1,..,m
j=1

x, 20 for alle i,

Det skal bemerkes, at for fastholdte vardier af de heltalsvariable vy,
reduceres (1.4) til det klassishe transportproblem. Dette problem har en
saerlig struktur, idet koeflicienterne pa venstre side af bibetingelserne
udgor en sikaldt unimodulzr mawix. Heraf folger, at hvis konstan-
terne a; og bj er hehallige, findes en optimal lesning til (1.4), hvori
xj; ogsd er helallig. En sidan (basis-) lesning opnis med alle gengse
algoriumer til losning af (1.4).

Plant location problemet kan modificeres og generaliseres pa forskel-
lige leder, hvilket har haft betydning for anvendelserne. Emnet har
endvidere varet underkastet en omfattende behandling i litteraturen.
Der skal her henvises til en oversigt 1 Salkin [11] og ul 0. Bilde [15].
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2. To klassiske eksempler

Rygsehsproblemet (knapsack problem, cargo loading).

En bjergbestiger skal pakke sin rygsak med varer for bjergbestigning.
Han kan veelge mellem n forskellige varer, c; og a; betegner henholds-
vis verdien og vagten af den j’te vare. Bjergbestigeren ensker nu at
pakke sin rygszk, siledes at den samlede vaerdi maksimeres uden at
overskride en vagtbegransning pa b. Han skal derfor lese folgende
heltalsprogrammeringsproblem:

max X Cj%;
=l
-E.a"xj <b
=

hvor x; antager veerdien 1, hvis j'te vare medbringes i rygsakken.

Det kan vises, at ethvert begrenset heltalsprogrammeringsproblem
(1.1} kan omformuleres til et rygszksproblem. Da rygsazksproblemer
er noget simplere at lgse end (1.1) foregar der for tiden en betydelig
forskningsaktivitet omkring forskellige omformuleringer af (1.1) til et
rygszksproblem. Det skal dog papeges, at disse omformuleringer ofte
medferer, at koefficienterne i rygseksproblemet fir store numeriske
vardier, hvilket forarsager nogle komplikationer ved selve omformu-
leringen og ved den efterfolgende lpsning af problemet. Rygsxkspro-
blemet spiller ogsa en central rolle i de sakaldte gruppeteoretiske me-
toder for lesning af heltalsprogrammeringsproblemer.

Den handelsrejsende (Travelling Salesman).

En handelsrejsende skal besege n byer. Det antages, at der findes di-
rekte veje mellem samtlige par af byer. Lad d;; betegne afstanden mel-
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lem by i og by j. Han skal nu sege at vazlge en rute, som minimerer
den samlede rejscafstand, saledes at han vender tilbage til sit ud-
gangspunkt, som cr en al byerne, efter at have besogt hver af de evrige
byer netop en gang.

Indfor for hvert par al byer en 0-1 variabel x;;, hvor

1, hvis han rejser direkte fra by i ul by j
) N
i 0, ellers.

Den handelsrejsende skal herefter lose folgende 0-1 programmerings-
problem:

n L

min £ X dij x5

gl

(2.1) 2 x,=1 fori=1,.,n

> x; =1 forj=1,..n

=l

»ingen subcykler«

0 .
X; = X for alle ij.

De to forste bibetingelser i (2.1) sikrer, at der forctages netop en ind-
rejse og en udrejse for hver by. Dette er imidlertid ikke tilstrackkeligt
til at sikre at lesningen bliver en sammenhaxngende rute, idet de to bi-
betingelser ogsa oplyldes af flere uafthaengige lukkede ruter, subcykler,
som illustreret pa folgende figur for 5 byer:
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Kravet om »ingen subcykler« kan udtrykkes ved hjzlp af lineare ulig-
heder og ligninger, men det undlades her. Der er ikke her gjort nogen
antagelse om at d; =d;, og man kan udmarket operere med det
asymmetriske tilfelde, hvor d; kan vere forskellig fra d;.
Travelling salesman problemet er stadig en udfordring for konstruk-
terer af lesningsmetoder for problemet. Der udvikles hele tiden nye
og forbedrede algoritmer. For ojeblikket er det muligt at lose travel-
ling salesman problemet med en ca. 100 byer, d.v.s. med nasten 10000
0-1 variable, eller (100-1)! mulige ruter. Blandt de senere arbejder kan
nxvnes K. Helbig Hansen og J. Krarup [19].

Travelling salesman modellen dackker over en idealiseret problem-
stilling, men den har haft betydelig indflydelse pa forskellige lasnings-
metoder til udformning af ruteplanlagning o.lign.

Der findes flere sikaldt klassiske heltalsprogrammeringsproblemer,
hvoraf de fleste beskftiger sig med problemer omkring kombinatori-
ske forhold i netvark. Se f.eks. Garfinkel and Nemhauser [3] eller J.
Clausen [16).

8. Logiske bindinger

Heltalsprogrammering bliver ofte benyttet ved formuleringer af res-
triktioner, som svarer til s@tninger af[)fpen »enten... eller...«, »hvis...
sd..« o.lign.
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Eksempel, foderblanding

I en foderblanding kan indgd en raxkke forskellige ravarer. Hvis den
i'te ravare indgar, skal det dog ske med mindst a; enheder af hensyn til
prisrabatter ved indkeb og transport. Lad x; betegne mangden af den
i'te ravare. D.v.s. at netop en af to felgende relationer skal holde:

x,=0

3.1
(3.1) ‘>a.

Indfer en 0-1 variabel y;, hvor

_ | 1, hvis i’te ravare indgéar

h= 0, ellers.

Lad b; betegne en evre graense for forbrug af den i’te ravare (eller et
stort tal). (3.1) kan da omformuleres til felgende to linezre relationer,
som skal holde samtidigt:

ay, £x;

08 x;éyibi.

Der kan ogsa vaere et krav om, at der hojst ma indga m ud af ialt n for-
skellige ravarer i blandingen pa grund af et begranset antal blandesi-

loer eller lign. Med den indferte notation kan dette krav formuleres
pa felgende made ved hjzlp af linexre relationer:

¥+ e+ ¥, <M

xis}"ihi‘

Det ses, at disse relationer sikrer at hojst m variable x kan vare posi-
tive.

Som bekendt benyttes linezr programmering ofte som et hjzlpemid-
del til at opna en billig blanding under hensyn ul betingelser som
f.eks. minimalt indhold af forskellige nzringsstoffer. Med en eventuel
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tilfejelse af krav af ovenstaende type far vi herefter udvidet vores prob-
lemstilling til et blandet heltalsprogrammeringsproblem.

Det skal endelig bemzrkes, at heltalsprogrammering er et ofte an-
vendt formuleringsvarkioj for adskillige sekvensproblemer. 1 den for-
bindelse skal det nzvnes, at her hyppigt indgar restriktioner svarende
til diverse logiske bindinger. Szt f.eks.:

| 1, hvis job i udferes for job j pa en maskine
*i = 1o, ellers

Det ma da gzlde, at

XU + Kji = lo

4. Algoritmer

Lesningsmetoder til heltalsprogrammering falder i det vasentlige i
foelgende kategorier:

a) Branch and Bound

b) Implicit Enumeration

¢} Cutting Plane

d)} Benders partitioning metode
e) Gruppeteoretiske metoder

f)  Dynamisk Programmering

Der vil ikke her blive givet en beskrivelse af de enkelte metoders virke-
made. Vi vil indskranke os til en summarisk redegerelse for deres ud-

bredelse og effektivitet.
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Ad a) Branch and Bound

Dette algoritmeprincip er si langt det mest anvendte af dem allesam-
men. Efter dette princip er siledes alle standardprogrampakkerne fra
datamatfirmaerne udlormet, og herudover er der udviklet en lang
rakke branch and bound algoritmer for mere specielle problemer,
Blandt standardprogrampakkerne kan omtales CDC’s Ophelie Mixed
og IBM’s MPSX-MIP. Antallet af heltalsvariable er en kritisk sterrelse
i relation til forbrugt regnetid, og disse programpakker er normalt i
stand til at lose heltalsprogrammeringsproblemer af generel natur op
til ca. 50 heltalsvariable. Det skal dog understreges, at beregningstiden
er ret athangig al det aktuelle problem, ligesom brugeren normalt har
indflydelse pa regnetiden ved fastlaeggelse af forskellige parametre il
styring af beregningsgangen.

Ad b) Implicit Enumeration

Implicit enumeration er nert beslagtet med Branch and Bound, og
undertiden skelnes der ikke synderligt herimellem. Man plejer dog at
anvende betegnelsen implicit enumeration i forbindelse med algorit-
mer for 0-1 programmeringsproblemer uden kontinuerte variable.
Algoritmer for sidanne problemer opbygget efter implicit enumera-
tions princippet er forholdsvis simple at programmere for en datamat,
og de har derfor fiet en vid udbredelse.

Ad ¢) Cutting Plane

Cuuting Plane princippet er historisk set det forste princip, der blev
anvendt ved udformning af algoritmer for heltalsprogrammering. Der
forskes og skrives stadig meget om cutting plane, og der er opniet
flere interessante teoretiske resultater. Desvaerre er dette ikke tilfeldet
for anvendelserne, idet algoritmer, der bygger pa cutting plane prin-
cippet, olte kraver en lang beregningstid. Der er dog en enestiende
undtagelse, og den galder for setcovering problemer, hvor flybe-
mandingsproblemer med op til 4000 0-1 variable er lost med en cut-
ting plane metode (Martin, se Geoffrion og Marsten [5].
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Ad d) Benders partitioning melode

Denne metode gir tilbage til 1962 og har fort en relauv upaagtet tilvae-
relse indtil for nylig, hvor den har fundet anvendelse flere steder. Me-
toden er specielt beregnet pa blandede heltalsprogrammeringsproble-
IMEr.

Ad e) Gruppeteoretishe metoder

Der udfoldes for tiden store anstrengelser med udvikling af algoritmer
af nzvnte type. Men man har hidtil opniet relativt fa eksperimentelle
erfaringer.

Ad f) Dynamisk programmering

Dynamisk programmering er et vigtigt rekursivt beregningsprincip,
somn har fundet anvendelse pa en udstrakt klasse af optimeringspro-
blemer. Heri er ogsid indbefattet heltalsprogrammeringsproblemer,
idet dog dynamisk programmering isar egner sig for visse typer af hel-
talsprogrammeringsproblemer. Som et cksempel herpa kan navnes
rygsaecksproblemet, som er omtalt i afsnit 2.

5. Ikke linezr heltalsprogrammering

Vi har indtil nu udelukkende beskzftiget os med problemer, hvor

bide objektfunktion og bibetingelser er linemre funktioner i x. Der
findes situationer, ogsi i praksis, hvor det er formalstjenligt at operere
med en videre klasse af funktioner, f.eks. polynomier i x.

I et problem fra investeringsplanlagning (se afsnit 1) kan der f.eks.
vare en vis okonomisk afhangighed mellem projekter, siledes at
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igangsattelse af bade det i'te og det j’te projekt vil medfore nogle stor-
drifisfordele i form af besparelser. Lad f.eks. d betegne besparelsen i
et bestemt ar. Denne besparelse kan udtrykkes algebraisk ved at ind-
fore folgende ikke linezre led i kapitalforbruget det pagzldende ar:

- dx;x;.
Et klassisk eksempel indenfor ikke line@r 0-1 programmering er det
sikaldte kvadratiske assignment problem:

Lad der vare givet m placeringsmuligheder (steder) for anbringelse af
n afdelinger i en virksomhed (m > n). Lad caj angive kommunika-
tionsomkostningerne mellem den i'te afdeling, hvis denne anbringes
pa sted k, og den j'te afdeling, hvis denne anbringes pa sted h. Typisk
kan cuy, vaere produktet af transportbehovet a;; mellem afdelingerne
og afstanden dy, d.v.s. ¢y = a;d,,

Problemet bestar nu i at anbringe aldelingerne, saledes at de samlede
kommunikationsomkostninger minimeres. Lad derfor

_ | 1, hvis afdeling i anbringes pa sted k

K, =
i 0, ellers.

Vi far da felgende kvadratiske 0-1 programmeringsproblem:

m n (i}]

min % 2 % 2 3 Cajn X Xjh

=l k=l j=l k=l
ﬁ x, <l fork=1,.,m
il

T x,=1 fori=1..n
k=l

X, = ‘l} for alle ik.

Problemet antages symmetrisk, d.v.s. ¢y, = ¢, - Herved tzlles iden-
tiske led, hvor (i,k)#(j,h), med to gange i objektfunktionen. Dette
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forklarer tilstedevaerelsen af faktoren %, idet vi for simpeltheds skyld
her yderligere antager, at ¢y, = 0 for alle (i,k). Bibetingelserne sikrer,
at hver afdeling bliver anbragt et sted, og at hvert sted fir hejst en
afdeling.

Der findes algoritmer til losning af ikke-linezre heltalsprogramme-
ringsproblemer. De minder meget om dem, som er nzvnt i afsnit 4, og
er ofte af type a) eller b). Der kan henvises til Garfinkel and Nemhau-
ser 3] eller Hammer and Rudeanu [7]. Vedrerende en specialover-
sigt over lesningsmetoder for kvadratisk assignment henvises til Fran-
cis and White [18].

Man ber dog her holde sig for oje, at hvis der kun findes fa led, som
ikke er lineare i x, vil man med fordel kunne omformulere problemet
til et linezert problem, illustreret ved folgende eksempel:

Lad x, og x,vare 0-1 variable.

Et sted i et heltalsprogrammeringsproblem indgar de i et produktled:

x.-

X

:
Dette led kan erstattes med en ny 0-1 variabel x; ved tilfejelse af denne
variabel til problemet plus folgende to linexre bibetingelser:

X+ x,—%x,<1

-, =X, + 2x,<0.

De vil sikre, at x,= 1, hvis og kun hvis x,- x,= 1.

Nogle bager op oversigtsartikler om heltalsprogrammering:
(1} Abadie, ]., editor, sfateger and Nenlinear Programmings, North Holland, 1970. Proceedings
fra en NATO sommerskole i Bandol, Frankrig.

(2] Balinski, M. L., »Integer Programming, Methods, Uses, Compulations, Management Science, vol
12, pp. 253-313. En oversigtsartikel.

(3] Garfinkel, R., and G. L. Nemhauser: slnteger Programmings, Wiley 1972, En omlauende bog
pa over 400 sider. Ret matematisk orienterer.
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[4] Geollrion, A., 4 guided tour of recent practical advances in tnteger linear programmings, SIGMAP
Newsletier, No. 17, pp. 22-32, Association for Computing Machinery, November 1974, En
Fortsutelse af (5],
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