Erhvervsskonomiske metoder:
Dynamisk programmering

Af Ove Hedegaard")

Dynamisk programmering forkortet DF anvendes, som navnet antyder,
ved optimering af dynamiske systemer. Dvs. systemer som kraever, at der
trxffes en rakke beslutninger, og hvor de allerede trufne beslutninger
indvirker pd de efterfolgende.

Som eksempel pd et dynamisk system kan man tage et rederi, der skal
planlzgge fragtruter for sine skibe, Har man forst besluttet at lade et skib
#3 fra Rotterdam til Trinidad, vil det helt klart £& betydning for skibets
efterfolgende ture.

Et andet eksempel er et firma, der har begraenset kapital til ridighed, og
som kan velge mellem forskellige investeringsalternativer. En sidan situa-
tion kan betragtes som et dynamisk system, idet en beslutning om at in-
vestere en del af kapitalen i1 et af alternativerne muligvis medferer, at
andre projekter nu md lades helt ude af betragtning, fordi der ikke len-
gere findes tilstrarkkelig kapital.

Som et tredie eksempel kan man tage et transpoctfirmas politik med hen-
syn til udskiftning af biler. De beslutninger der trzffes om udskiftninger
det ene dr, vil helt klart pdvicke beslutninger om udskiftninger de fol-
gende dr .

2) Metodeforskningsgruppen, Handclshajskolen § Kobenhavn, december 1973.
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Principperne for anvendelse af dynamisk programmering er ret enkle:
Man begynder simpelthen bagfra og siger, at hvis de tidligere beslutnin-
ger, optimale eller e, har fort frem til en vis tilstand, hvad er si den
optimale beslutning i denne tilstand?

Et eksempel vil sikkert gore forstielsen lettere.

En skipper ligger med sin bid i Bergen og skal planlegge de nmste ture.
Han har lovet familien at veere hjemme i Marstal om tre uger og skal nu
forsoge at tjene si meget som muligt inden da. Han ved, at han kan fi
last til og fra en hvilken som helst af felgende byer: Bergen, Marstal,
Edinburg og Amsterdam. Han ved ogsd, at hver rejse tager én uge. For-
tjenesten pd de forskellige ruter fremgir af folgende tabel:
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Til A B E M

Fra
A 0 400 600 800
B 400 0 800 GOO
E 400 00O 0 200
M 800 400 200 0

For at f4 lidt bedre overblik, kan man tegne en figur, der viser de mulige
ruter skipperen kan valge:

A
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1. uge 2. uge 3. uge

Anvendes dynamisk programmering pd problemet, skal man angribe det
bagfra. Ser man pd systemet, ndr der er en uge tilbage af turen, er der
ikke noget valg, kursen skal settes mod Marstal, som han jo har lovet.

Derimod er det ikke klact, hvor han befinder sig efter at have sejlet rundt
i to uger, og det er derfor nedvendigt, at opstille en tabel, som viser den
storste fortjeneste, der kan opstd i den sidste wge afhengig af, hvilken
havn de tidligere beslutninger har bragt skibet frem til.

3. uge
Fra . Til Fortjeneste
A M 800,~ kr.
B M 600,— kr.
E M 200~ kr.
M M 0,— kr.

Dws. ligegyldigt hvilken havn skipperen befinder sig i efter to ugers
s¢jlads, ved man hvormeget han kan tjene den sidste uge.
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Gir man nu yderligere et trin tilbage i tiden, kan han i den anden uge
sejle fra en hvilken som helst havn til enhvilken som helst af de fire
havne. Problemet bliver nu, med udgangspunkt i hver af de fire havne,
at finde den tur for nestsidsie nge, som sammen med den deraf felgende
tur for sidste uge, giver den sterste fortjeneste.

2. nge

Fra Til Fortjeneste + 3.uge = Samlet fortjeneste
A A 0 kr. 800 kr. 800 kr.

A B 400 kr. G00 kr. 1000 kr. Max
A E 600 kr. 200 kr. 800 kr,

A M 200 kr. 0 kr. 8200 kr.

B A 400 kr. 800 kr. 1200 kr. Max
B B 0 kr. GO0 kr. 600 ke,

B E 300 kr. 200 kr. 1000 kr.

B M GO0 kr. 0 kr. 600 kr.

E A 400 kr. 800 kr. 1200 kr. Max
E B 600 kr. G600 kr. 1200 kr. Max
E E 0 kr. 200 kr. 200 kr.

E M 200 kr. 0 kr. 200 ke,

M A 800 kr. 800 kr. 1600 kr. Max
M B 400 kr. G600 kr. 1000 kr.

M E 200 kr. 200 kr. 400 kr.

M M 0 kr. 0 kr. 0 kr.

Dvs. hvis skipperen efter en uge pd seen ligger i Amsterdam, skal han
sejle via Bergen til Marstal for at tjene mest muligt. Pi samme mide fis,
hvis han er blevet i Bergen den farste uge, at han skal sejle via Amsterdam
hjem, for at fi mest muligt ud af detosidste uger.

Derimod kan han, sifremt han er kommet til Edinburg, frit vielge mellem
at g via Amsterdam eller via Bergen til Marstal. Fortjenesten for de to
sidste uger bliver i begge tilfazlde 1200,- ke, Endelig ses det, at fra Mar-
stal skal turen gi til Amsterdam og hjem igen.
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Der mangler nu kun et trin i beslutningskzden for at den samlede for-
tjeneste, for alle tre wger, skal blive storst mulig. Ved begyndelsen af
forste uge er udgangspositionen givet, nemlig Bergen, og spsrgsmilet
bliver nu, om skipperen skal blive liggende, eller hvilken by han skal
sejle til.

1. rnge

Fra Til Fortjeneste + To sidste uger — Total fortjeneste
B A 400 kr. 1000 kr. 1400 kr.

B B 0 kr. - 1200 kr. 1200 kr.

B E 800 kr. 1200 kr. 2000 kr.

B M 600 kr. 1600 kr. 2200 kr. Max

Hermed er den optimale plan for de tre uger klar. Det blev altsd fra
Bergen til Marstal videre til Amsterdam og derpd tilbage til Marstal igen,
hvilket giver skipperen en samlet fortjeneste pd 2200,— kr.

Havde man ikke anvendt dynamisk programmering pd problemet, men
optimeret pd hver uge for sig, havde skipperen farst sejlet til Edinburg
og derved tjent 800,— kr. den ferste uge. Fra Edinburg ville han tage
tilbage til Bergen den anden uge og tjene 600,— kr., og endelig den sidste
uge ville turen gi fra Bergen til Marstal med en fortjeneste pi 600,- kr.,
hvilket ialt giver 2000,— kr. — eller 200,— kr. mindre end den optimale
rute.

De her viste principper blev forste gang anvendt af den amerikanske pro-
fessor R. Bellman, som opstillede en matematisk teori for »fler-trins-
beslutningsprocesser«, engelsk wmultistage decisions¢, der kan karakte-
riseres ved: '

1. En funktion, der viser fortjenesten ved i en vis situation at treffe en
vis beslutning.

2. En eller flere mulige beslutninger,
3. Systemets nuvarende tilstand.

4. Antal beslutninger som endnu skal treffes.
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For denne type af problemer opstillede Bellman et optimaliseringsprin-
cip, der siger: »Den fremtidige fortjeneste afh®nger kun af, hvilken
situation man er i for gjeblikket og ikke af hvordan man er kommet der.«
Eller mere preecist udtrykt: En optimal politik har den egenskab, at van-
set begyndelsestilstanden og de 1 foregiende perioder trufne beslutninger,
mi alle de resterende dispositioner udgere en optimal politik med hen-
syn til den tilstand, der er en folge af de forste beslutninger,

For at danne et matematisk udtryk for Bellmans optimaliserings princip,
indfares folgende betegnelser:

. (x) = den totale gevinst af en N-trins proces, der begynder
i tilstanden x, ndr en optimal politik fslges.

P — meaengden af mulige beslutninger.

R (%, p) = fortjenesten ved i tilstand x at traeffe beslutningen

peP (fortjenesten kan vare en funktion af N, antallet
af trin der er tilbage).

x' (N, %, p) = den nye tilstand som falger af at treeffe beslutning p
i tilstand x.

Med hjzlp af de her definerede betegnelser kan optimaliseringsprincip-
pet omdannes til felgende ligning:
(%) = max (R, (x, p) + f,, (x"(N, %, p)))

peP
som siger, at den totale fortjeneste af en N-trins proces er forste trins for-

tjeneste, plus den optimale gevinst fra IN — 1 trins processen, hvor beslut-
ningen peP velges siledes, at summen maksimeres.

Det lyder miske noget abstrakt, men er egentlig ret enkel. Man starter
med det N'te og sidste trin i beslutningskeden (sidste uge af skipperens
tre ugers tur). Den optimale politik afhanger kun af tilstanden x (havnen
som biden ligper i efter to uger), som er resultatet af de tidligere beslut-
ninger. Ligningen reduceres derfor til:

f1(x) = max B, (x, p)
peP
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og man skal altsi finde den beslutning p, som maksimere fortjenesten
fy(x). Nir beregningerne pibegyndes, kendes tilstanden x naturligvis
ikke. Skipperen kunne jo ligge i en hvilken som helst af de fire havoe,
nir der var en uge tilbage af turen. Det er derfor nedvendigt at beregne
f1(x) for alle mulige vaerdier af x (se tabel for 3. uge). Det er en enkel
opgave, da det for hver x kun findes én mulig beslutning — nemlig hjem

Gir man et trin lengere tilbage til nastsidste uge, Iyder ligningen:
fo(x) = max Ra(x, p) + £1(x'(2, p))

Der er her igen fire forskellige muligheder for x, idet skipperen jo alle-
rede efter en uge kan befinde sig i hvilken som helst af de fire havne.
Desuden har han med udgangspunkt i hver havn fire forskellige beslut-
ninger at velge imellem. Han kan enten blive liggende eller gd til en af
de tre andre havne. Det giver ialt 16 muligheder for Ra(x, p). Det sidste
led £y (x'(2, p)} — ja det er simpelthen fortjenesten i den sidste uge, som
jo afhenger af, hvilken havn, %', han er kommet til efter 2 uger, hvilket
igen afhenger af den beslutning p, som skipperen trmffer, nir der er to
uger tilbage af turen.

Beregnes nu, for hver af de mulige tilstande, verdien af hver af de fire
mulige beslutninger, fis tabellen for 2. uge. Pi samme mide fis tabel-
len for uge 1, som giver den endelige lasning pd problemet.
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