Faktoranalyse -
en metode til datakomprimering

Af Niels J. Blunch”

Et ofte tilbagevendende problem ved bebandling af data fra markeds-
analyser, er den store datamangde, der kan gore det vanskeligt at over-
skwe sammenhaenge mellem de mange variable, der indgdr i en sidan
analyse.

Man lober en risiko for at »drukne i dataw, og der opsidr bebov for
fremgangsmader, der kan bjelpe til at besvare sporgsmal som: (1)
brilke variable skal jeg veelge til videre analyse? og (2) bvad er det
egentlig jeg mdler med alle de mange variable?

I denne artikel skal gives en korifatte! introdubtion til den sdkaldte
faktoranalyseteknik, der i de senere ir har fundet stadig storre anven-
delse ved loining af disse problemer. Artiklen er disponeret som
folger:

I. Om univariable og wultivariable statistiske modeller. — 2, Proble-
mel. — 3. Faktoranalyse og komponentanalyse. — 4 En geometrisk for-
tolkning af de principale komponenter. — 5. Eksempler pa anven-
delse af faktoranalyse inden for wiartetingomridet. — Matematisk
appendix.

1. Om univariable og multivariable statistiske
modeller

De statistiske metoder, der gennem drene har vundet indpas i markeds-
analysearbejdet og som i dag udger en vsentlig del af enhver lzrebog
inden for omridet, er karakteriseret ved stort set at vacre begranset til
univeriable metoder, d.v.s. til metoder, hvor der kun knyttes én stati-
stisk variabel til hvert af de elementer (personer, virksomheder el.
lign.), der er genstand for undersegelse.
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Det er velkendt, at dette gelder for hele dataindsamlingsomridet, hvor
teorierne omkring de reprasentative undersagelser (stratifiering, klyn-
geudvelgelse etc.) implicit bygger pd den forudsetning, at kun en
enkelt variabel er genstand for undersogelse; medens teorien stort set
er ude af stand til at give velfunderede operationelle anvisninger pd,
hvorledes man skal lese de problemer, der opstir, ndr dette ikke er
tilfaeldet.

Inden for det omride, der omfatter analysen af de indsamlede data,
gor samme tendens sig imidlertid gazldende: De statistiske modeller,
man anvender, er nesten alle univariable. Dette gzlder endog model-
ler, hvori indgir miling af flere egenskaber. F. eks. er den almindelige
multiple regressionsmodel
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ikke multivariabel i statistisk forstand, da den eneste statistiske variabel
Er e,

Da man imidlertid inden for markedsanalysen neesten altid er inter-
esseret 1 at mile flere egenskaber ved de elementer( f.eks. personer,
husstande eller virksomheder), der er genstand for undersogelse, opstir
der behov for en teoribygning for muitivariable siatistiske modeller. En
sddan har da ogsi vieret under stadig udvikling siden tyverne, Det er
dog ferst inden for den sidste halve snes dr, at de udviklede metoder
har fundet udbredelse inden for markedsanalysen, men si er der til
gengeld ogsd tale om en eksplosionsagtig udvikling, siledes at man i
dag nappe kan dbne et markedsanalysetidsskrift uden at stede pd be-
tegnelser som diskriminantanalyse og faktoranalyse,

Hvorfor er der da giet sd lang tid inden metoderne har fundet anven-
delse inden for markedsanalysearbejdet, nir der nu er et si enormt
behov? Hertil kan gives to svar:

For det forste steder opbygningen af en statistisk teori for multivariable
fordelinger pd sterre teoretiske vanskeligheder, end tilfzldet har veeret
med den univariable teori: De matematiske formuleringer bliver mere
komplicerede, og ikke mindst opstir der problemer, nir de opniede
resultater skal fortolkes. Udviklingen er derfor giet langsomt, og pro-
blemer, der for lengst er klaret for de univariable tilfzlde, er stadig
uloste,

For det andet medfarer anvendelsen af de udviklede metoder si enorme
beregningsarbejder, at alene dette rent praktiske forhold indtil frem-
komsten af EDB har kunnet swette en stopper for en mere udbredt an-
vendelse af de teoretiske resultater. Det er i den forbindelse vaerd at
gore sig klart, at selv om nogle af de pigzldende metoder har veret
anvendt i antropologi, biologi og botanik i snart et halvt hundrede dr



og ferst har ndet markedsanalysen via psykologers og sociologers an-
vendelse, er det forst i de sidste dr, at metoderne har fundet virkelig
udbredt anvendelse inden for sivel disse som andre videnskaber, og
der er ingen tvivl om, at dette md sewettes i forbindelse med EDB-anleg-
genes voksende udbredelse.

Jeg har i en tidligere artikel (En metode til klassificering af kunde-
emner, Erhvervsakonomisk Tidsskrift nr, 2, 1968, p, 81) beskaftiget
mig med den multivariable model, der gir under navnet multipel dis-
kriminantanalyse og vil 1 det felgende give en introduktion til den vel
nok mest anvendte af alle multiple modeller, nemlig faktoranalysen
cller rettere kom ponentanalysen (en nermere precisering af disse be-
greber foretages i afsnit 3). Dog forst lige et par ord om multivariable
sandsynlighedsfordelinger.

Foretages der miling af p egenskaber ved de elementer, der er gen-
stand for undersegelse og opfattes disse p milinger som statistiske
variable, bliver deres simultane sandsvnlighedsfordeling p-dimensional,
medens det set milinger, der er knyttet til det enkelte element, kan
opfattes som en sojlevektor 1 p dimensioner:
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Vektorer betegnes her som overalt i det folgende med tykke smi bog-
staver, medens matricer betegnes med tykke store bogstaver. Vektoren
x opfattes da som en statistisk variabel, og dens forventede vardi er
den vektor, hvis elementer er de forventede vardier for elementerne i
(1.1), altsi:
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Som bkendt defineres variansen pi en statistisk variabel x som:

Var(x) = E(x— E(x))2 (1.3)



En analog anvendelse af denne definition pd det multivariable tilfzlde
forer til nedenstiende definition pd kowariansmalricen, der er den
multivariable analog til variansen i det univariable tilfwlde:

~ )

Fyy 1z -+- O .- Mg

a1 032 =« eri '-"29
V= E[(x-E(x)) (x-E(x))T] =

Ty Fyp .- O - Fip

Fpl Tp2 -+ Opj--- Upp

(. -

hvor T angiver, at vektoren er transponeret. v, betegner kovariansen
mellem den i'te og den j'te variabel. Hvor i = j angiver ¢, variansen i
den i'te marginalfordeling. I overensstemmelse med den almindelige
konvention skrives som regel «? i dette tilfalde.

2. Problemet

Ved markedsanalyse sivel som ved anden dataindsamling, hvor der
indsamles data om flere egenskaber ved de eclementer, der er genstand
for undersogelse, vil man ofte have en mere eller mindre velbegrundet
mistanke om, at i hvert fald nogle af de foretagne milinger ved det
enkelte element er korrelerede. Skulle dette vare tilfzeldet, indeholder
de indsamlede data redundant information forstiet pd den midde, at
flere af mdlingerne 1 sterre eller mindre omfang dakker over samme
grundleggende egenskaber ved det enkelte element. Dette kan afbildes
i et Venn-diagram, hvor hver enkelt cirkel illustrerer den mangde af
egenskaber, der registreres ved den pigeldende miling.

Faktoranalysens problemstilling.

Figur 1.



Vi ser, at 1 det afbildede tilfxlde registrerer milingerne 1 og 2, 1 og 3,
2 og 3 samt 2 og 4 parvis nogle faxlles egenskaber (angivet ved skra-
vering), ligesom en mindre mangde egenskaber registreres af bide
miling 1, 2 og 3 (angivet ved dobbelt skravering). Derimod registrerer
miling 5 udelukkende egenskaber, der ikke registreres af andre milin-
ger. Faktoranalyse er netop den fzlles betegnelse for en razkke teknik-
ker til at kortlegge denne underliggende struktur i elementernes egen-
skaber. En sidan kortlegning har stor teoretisk og praktisk interesse.

For det forste kan det have interesse at fastsld, hvor mange »egenska-
ber«, vi egentlig miler ved hvert element, Er der overlapninger siledes
som vist i figur 1, er antallet af egenskaber mindre end antallet af
milinger. Det vil derfor eventuelt vere muligt — med kendskab til
mileteknikken — at identificere (»navngive«) disse egenskaber.

For det andet mi tilstedeverelsen af redundant information betyde, at
det er muligt at komprimere de indsamlede data uden at miste for
meget information. En sidan komprimering mi kunne ske enten ved
at nogle af milingerne bortkastes, eller ved at der skabes en enkelt
eller nogle i nye ukorrelerede variable, der er funktioner af de op-
rindelige. Faktoranalysen anviser netop, hvorledes denne komprime-
ring kan foretages med mindst mulig tab af information.

I denne sidste anvendelse er faktoranalysen altsi ikke nogen erstatning
for eller konkurrent til de gammelkendte analysemetoder (som f. eks.
regressionsanalyse), men derimod et glimrende supplement til disse
pd de tidligere og mere explorative stadier i analysearbejdet,

Disse er jo ofte karakteriseret ved, at man endnu ikke har klart for-
mulerede hypoteser med hensyn til hvilke variable, der er relevante for
problemstillingen. Under den indledende sogen efter brugbare arbejds-
hypoteser, vil man derfor ofte starte med at kaste del store men ret
grove net ud: En lang rekke forhold gores til genstand for en ret over-
fladisk undersagelse, og pii grundlag heraf valges sd de variable, der
findes relevante for en nejere undersagelse.

3. Fakroranalyse og komponentanalyse

Der md pd dette sted skelnes mellem faktoranalyse og komponent-
analyse. Som regel benyttes begreberne i fleng, eller faktoranalyse an-
vendes som en fxllesbetegnelse, I virkeligheden dakker de to beteg-
nelser to forskellige problemstilinger, som det nok er verd at holde
sig for gje, selv om de som regel sammenblandes.

Ved faktoranalyse har vi a priori opstillet den teori, at de p milinger,
vi foretager, i virkeligheden kun dakker over m forskellige egenskaber
ved hvert element (m < p), siledes at i hvert fald nogle af de p mi-



linger miler felles egenskaber. Spargsmilet er nu: Hvorledes er sam-
menhangene mellem et elements m egenskaber og de foretagne p

mélinger?
Dette kan lidt mere formelt udtrykkes i folgende model:
m
Xij= 2z L. £ - g 1=1,2,........ P (3.1)
k—1

Denne model fortolkes som folger: Resultatet af den 1'te miling op-
fattes som summen af

(1) m wkorrelerede egenskaber, £, , der er feelles for flere milinger
idet hver af egenskaberne tillegges vegten 1, .

(2) En risidualveerdi, £ der reprasenterer enten en egenskab, der
kun registreres af mdling i eller en variation som felge af mile-
usikkerhed eller eventuelt en kombination af disse to virkninger.

De m egenskaber kaldes falles faktorer (common factors) og de mp
viegte kaldes fabtorvegte (factor loadings).

Bemark at de p milinger, x,, udtrykker m variable, der ikke er direkte
konstaterbare. Derimod udtrykker (3.1) en model, og problemet er
at estimere denne models parametre, 1., samt at teste modellen. For at
kunne gore dette, er det nadvendigt at opstille forudsztninger ved-
rorende fordelingen for x. Denne forudsettes som regel at veere multi-
normal, da dette foruden at vere det eneste gennemarbejdede tilfwlde,
ofte vil vaere den rimeligste forudsetning.

Af ovenstiende folger, at der er uendelig mange faktormatricer
L = (lix), der opfylder (3.1). Faktoranalysearbejdet falder derfor i
to faser. Forst bestemmes en vilkdrlig faktormatrix, L. De ved L be-
stemte faktorer vil kun sjzldent kunne fortolkes meningsfuldt, Derfor
vil man i anden fase sege at transformere L til en ny matrix, der med
bibeholdelse af samme pusikkerhed«, ¢, er lettere at fortolke. Idealet
er, at den ny matrix — den sikaldte roterede faktormatrix — har reekker
(eller sojler) hvori der kun forekommer én verdi ner 1, og at alle
andre elementer i rekken (sejlen) har verdier ner 0. D.v.s. at hver
miling kun er starkt korreleret med én faktor (eller at hver faktor
kun er sterkt korreleret med én miling). Det vil da vere lettere, med
kendskab til mileteknikken og til den foreliggende teoribygning inden
for det omride, der er genstand for undersogelse, at »navngive« fak-
torerne. Der kommer ved denne rotation — der foregir ved fort-
satte multiplikationer af L med ortogonale matricer — et subjektivt
element ind i faktoranalysen, som man ingenlunde md vzre blind for.
Ved kowmponentanalyse har vi derimod ikke a priori opstillet nogen
teori angiende antallet af felles faktorer, men kan tvaertimod have til
hensigt at benytte de indsamlede data som udgangspunkt for opstilling
af en sidan model.



Da vi ikke a priori har fastlagt m, vil vi i stedet spge at udtrykke
milingerne, x, , ved p wkorrelerede variable, y,_, altsd:

o _E' L Vie i==1,2,...c00u. » P (.52)
k=1

y, kaldes i komponentanalysen principale komponenter (principal
components ). Det er muligt, at vi kan udtrykke de p milinger, x,, 1
ferre end p variable, y,, og i sd fald har vi opndet en reduktion i vort
problems dimension (ligesom ved faktoranalyse). Dette vil imidlertid
vere undtagelsen, og i stedet vil vi soge en reduktion ymed tilnzr-
melse« ved felgende teknik:

Vi har i (3.2) udtrykt x’erne som funktioner af y'erne, men det er
naturligvis ogsd muligt at udtrykke y'erne som funktioner af x'erne:

P

Vi == =z Ay X; k=1,2,........ , P (3.3)

i=1
Vi kan betragte (3.3) som en transformation af de p x'er til p nye
variable y,. Grunden til at vi foretager milingerne x, er, at de varierer
fra element til element, siledes at vi kan studere sammenh®ngene i
variationerne i x,. Hvis det var siledes, at en enkelt miling gav samme
resultat ved alle elementer, var der ingen grund til at foretage den.
Hvis vi nu veelger koefficienterne a, pd en sidan mide, at den forste
variabel, y;, fir sterst mulig varians, den anden, y,, sterst mulig vari-
ans og samtidig ikke er korreleret med y,. den tredie, y;, sterst mulig
varians og samtidig ikke er korreleret med y, og ya, 0.s.fr. er det mu-
ligt, at de forste fi (f. eks. 2-3) variable fir tillagt »nasteng hele den
variation, der er i materialet, medens de sidste p-2 eller p-3 variable
kun tegner sig for nogle fi procent af variationen, siledes at det er
muligt at se bort fra dem og koncentrere sig om nogle 4 variable, y,,
idet det kan bevises, at summen af varianserne for y'erne er lig sum-
men af varianserne for x'erne.
P3 den mdde fir vi altsd ved at se bort fra nogle af v'erne summen i
(3.2) til at indeholde farre end p led, mod at lighedstegnet nu kun
gelder »med tilnzrmelse«. Selv om man ikke kan (eller vil) »ofre«
nogle af y'erne, men i stedet vaxlger at arbejde videre med dem alle
p, vil det forhold, at de — i modsa:tning til x'erne — er ukorrelerede
veere en fordel i sig selv ved mange former for videre statistisk analyse
af materialet.
I modsatning til, hvad der er tilfeldet med faktoranalysen, er bestem-
melsen af matricen L = (1. ) eller den dermed forbundne matrix
A = (a; ) eentydig bortset fra fastlezggelsen af en skala. Dette betyder,
at fortsat rotation for at finde mere »meningsfulde« dimensioner, vil
medfere, at de principale komponenters egenskab, at de er ordnet efter



faldende (og maksimal) varians, falder vk, Dette er et forhold, som
tilsyneladende ofte overses, nir komponentanalyse bruges som data-
komprimerende metode.
Leg merke til, at ved faktoranalyse arbejder vi os fra en model mod
nogle data, medens vi ved komponentanalysen arbejder fra data wod
model. Det er altsd ikke ved komponentanalyse nadvendigt med nogen
form for forudsetninger angiende variablerne x.. Kun deres kovari-
ansmatrix er af interesse, medens deres statistiske fordeling 1 svrigt er
uinteressant.

Jeg har her provet at drage et skel mellem faktor- og komponentana-

lyse. Som tidligere nevnt anvendes disse udtryk oftest 1 fleng, eller

man benytter betegnelsen faktoranalyse om dem begge. Dette skyldes
to forhold:

(1) I praksis vil man oftest arbejde »i ring«: Nogle data giver an-
ledning til opstilling af en model (komponentanalyse), og se-
nere spger man at verificere modellen pd andre data (faktorana-
lyse). Dette forer midske til modifikation af modellen, der sd
igen soges verificeret o.s.fr.

(2) Jeg har ovenfor skitseret formdlene og principperne 1 de to for-
mer for analyse, medens de til ridighed stiende beregningstek-
nikker ikke er behandlet. Af sidanne findes der et utal, og det
gelder for en del af disse, at de kan anvendes i1 nogenlunde
samme form bide til komponent- og faktoranalyse, hvilket med-
vitker til sammenblandingen af begreberne. Den teknik, der
efter fremkomsten af EDB smdvanligvis regnes for den bedste,
har navnet »principale komponenters metodeg. Den er i sit ud-
gangspunkt en komponentanalyse, og vil i appendix blive gen-
nemgdet 1 denne form, men den finder efterhinden i tillempet
form ogsd anvendelse inden for det, der ovenfor er kaldt faktor-
analyse.

4. En geometrisk fortolkning af de principale

komponenter

Begrenser vi os til det to-dimensionale tilfzlde — hvor der foretages
to milinger, x, og x,, pd hvert element, kan resultatet af en stikprove-
undersogelse baseret pd n observationer afbildes i et sedvanligt ret-
vinklet koordinatsystem, idet vi afbilder den j'te observation som det

af stedvektoren o
X =
Xa [41}

bestemte punkt. En sidan afbildning er foretaget i figur 2, hvor det
er forudsat, at E (x) == 0, hvilket altid vil kunne opnis ved hensigts-

messigt valg af nulpunkt.



Som navnt i appendix svarer den ved komponentanalysen foretagne
ortogonale transformation til en drejning af koordinatakserne omkring
origo, siledes at observationerne i det ny koordinatsystem er givet ved
ligning (3.3). I det to-dimensionale tilfzlde fis:

Y1 =ayx; + asxs

Yz = 212X T appXa (4.2)

hvor koefficienterne er bestemt ved, at y, skal have sterst mulig vari-
ans, medens y, skal have sterst mulig varians under bibetingelsen, at
2 ikke er korreleret med y;.
Lad os ferst se, hvad der sker, hvis vi drejer x;-aksen om origo. Det
fremgdr, at hvis en sidan drejning foregir mod uret, vil punkternes
x1-koordinater i begyndelsen blive »spredt mere ud«: Variansen vil
vokse. Fortsztter drejningen vil xy-koordinaterne igen blive »trykket
sammen«: Deres varians vil blive mindre.
Observationsmaterialets maksimale varians milt pd den siledes drejede
xy-akse opnds dbenbart ndr aksen gdr »midt gennem« punktklyngen.
Benytter vi nu betegnelsen y;-aksen for den siledes drejede x;-akse,
har vi dbenbart opndet, at kunne udtrylke vore to mélinger x; og x,
ved en ny variabel yy, der er den linezre funktion af x,; og x,, der har
sterst varians. y.-aksen md da std vinkelret pd y,-aksen i origo, da y,
og y. skal vere ukorrelerede. I figur 2 er de nye koordinatakser ind-
tegnet ligesom de karakteristiske vektorer er angivet. Vi ser, at disse
éntydigt besternmer beliggenheden af det nye koordinatsystem.
Det skal til sidst bemerkes, at y,-aksen ikke mi forveksles med den
sedvanlige regressionslinie, der bestemmes ved minimering af sum-
men af punkternes lodrette afstand fra linien. Derimod kan det bevises,
at summen af punkternes vinkelrette afstand fra y,-aksen er mindre
end til nogen anden ret linie. Denne egenskab, der er en konsekvens af
Phytagoras lzresztning, betyder, at bestemmelsen af y,-aksens belig-
genhed i anden forbindelse ofte omtales som ortogonal regression.
Denne mere hindfaste geometriske fortolkning af de principale kom-
ponenter lader sig uden videre generalisere til flere end to dimensio-
ner — selv om man ved flere end tre dimensioner mé tage fantasien til
hjelp. At transformere de oprindelige variable, x, til nye ukorrelerede
variable, y, med maksimal varians er altsi ensbetydende med at fore-
tage en drejning af koordinatakserne, siledes at summen af punkternes
kvadratafvigelser fra den forste nye koordinatakse minimeres. Der-
nast bestemmes den anden koordinatakse sdledes, at den er vinkelret
pd den farste i origo og siledes, at summen af punkternes kvadrat-
afvigelse fra den minimeres o.s.fr. Vi ser, at det e] heller i denne fot-
mulering af problemstillingen er nodvendigt at gere forudsztninger
om den statistiske fordeling for x,



Figur 2. Grafisk fremstilling af komponentanalyse.



5. Eksempler pi anvendelse af faktoranalyse
inden for marketingomradet.

Massy grupperer de formil, man kan forfelge med faktoranalysen som
felger:

(1) Bestemmelse af antallet af dimensioner, der er nedvendigt til be-
skrivelse af et elements egenskaber.

(2) Gruppering af de undersagte elementer i mindre, homogene
grupper.

(3) Bestemmelse af hvilke milinger, der skal udvalges til videre
analyse.

(4) Skabelse af helt nye variable, der — som funktioner af de op-
rindelige — kan gores til genstand for videre analyse.

Man vil bemarke, at i de to forste anvendelser er faktoranalysen den
endelige analysemetode og altsi et mil i sig selv, medens den i de to
sidste anvendelser ikke er en konkurrent til andre analysemetoder, men
et supplement til disse. Det er min opfattelse, at det er i denne —
miske mere ydmyge rolle — at metoden vil komme til at f3 sin sterste
betydning inden for markedsanalysearbejdet.

Der er i den sidste halve snes dr fremkommet en lang rakke referater
af praktiske anvendelser inden for marketingomridet, siledes at en
blot nogenlunde dakkende gennemgang af disse ikke er mulig inden
for en tidsskriftsartikels rammer. Jeg vil derfor i stedet knytte nogle
kommentarer til de af Massy opstillede fire problemformuleringer og
illustrere dem med enkelte henvisninger til offentliggjorte analyse-
rapporter.

Ad (1). Bestemmelse af antallet af dimensioner, der er nodvendigt til
beskrivelse af et elements egenskaber.

Dette er den oprindelige anvendelse af faktoranalyseteknikken. Pro-
blemet opstod ved psykologers forssg pd ved hjzlp af en lang rekke
tests at beskrive et menneskes personlighed. Sporgsmilet var nu: Maler
disse mange tests nu virkelig forskellize egenskaber, og hvis ikke,
hvor mange dimensioner er da nedvendig til en tilfredsstillende be-
skrivelse af personligheden? Dette ferer imidlertid frem til en gruppe-
ring af tests, der miler samme dimension. En sidan gruppering er af
stor praktisk interesse, da den giver mulighed for inden for hver
gruppe, at valge den bedste test, d.v.s. den test, der er sterkeste kor-
releret med den pigeldende faktor (== dimension), smlgn. formil
(3) 1 Massy's opstilling. Af sterre teoretisk interesse er det imidlertid,
at man med udgangspunkt i en sidan gruppering eventuelt kan opnd



at identificere (»navngive«) de enkelte faktorer og dermed give disse
matematiske abstraktioner en faglig meningsfuld fortolkning.

Fra psykologerne er faktoranalysen kommet til marketingomridet sam-
men med skaleringsteknikkerne, De forste — og fleste — markedsana-
lyseanvendelser er da ogsd sket 1 forbindelse med fortolkningen af
indstillingsundersagelser af forskellig art ved hjzlp af skaleringsteknik.
Et eksempel herpi er Eastlack’s anvendelse af faktoranalyse af przfe-
rancedata ved benyttelse af Osgood's semantiske differentialskala.

Formilet med undersegelsen var at bestemme hvilke egenskaber en ny
kaffeblanding, der skulle selges som merkevare, skulle vare i besid-
delse af for bedst muligt at appellere til en storre andel af forbrugere
pd et lokalt marked.

Som et eksempel pd en anden problemstilling, der kan angribes med
faktoranalysevetktojet kan nmvnes Daudek’s analyse af en rakke af de
af amerikanske markedsanalyseinstitutter publiserede index for TV-
kigning. Formdlet var her at undersege, i hvilket omfang de forskellige
index miler samme dimensioner og hvilke dimensioner, der da er
tale om.

Der er et aspekt ved anvendelsen af faktoranalyse som middel til at
fortolke méileresultater, som det nck er veerd at ofre et par ord pd: I
denne anvendelse, hvor man w»navngiver« de matematiske abstrak-
tioner, der optraeder under den neutrale betegnelse faktorer, benytter
man sig i realiteten af faktoranalysen som et udgangspunkt for en
generering af teorier.

Sdfremt man benytter faktoranalysens resultater forudsztningslest,
d.v.s. lader dem tale for sig selv uden at referere til den almindelige
viden og teoribygning, der findes inden for det fagomride analysen
anvendes pd, lober man en meget alvorlig risiko for, at der kommer
meningslose eller direkte vildledende resultater frem.

Det er jo wvelkendt, at korrelation ikke er ensbetydende med drsags-
sammenhaeng, men blot er et udtryk for samvariation, Utallige er de
advarsler, vi har fiel mod at drage for vidtgdende slutninger pd grund-
lag af den sdkaldte »nonsenskorrelation« mellem f.eks. antallet af
skudte rzve i Finland og antallet af indgiede =gteskaber i Paris, for
nu at nevne et klassisk eksempel.

Ved faktoranalyse er risikoen for at gi vild pd denne mide 1 virkelig-
heden mange gange storre end ved korrelationsanalyse, fordi faktor-
analysen er si langt mindre gennemskuelig. Man skal altsd tznke sig
godt om, for man drister sig til at navogive de forskellige faktorer.

Lt eksempel herpd er Stoeizel's analyse af franske forbrugeres pre-
ferancer for spiritus, hvortil Vincent har bragt en alternativ »lesning«
baseret pd de samme data.



Ad (2). Gruppering af de nndersozie elementer § mindre, honogene
grupper.

I den forste anvendelse af faktoranalyse var udgangspunktet en grup-
pering af milinger, siledes at milingerne inden for hver gruppe var
steerkt korrelerede indbyrdes, og derfor forudsattes at mile samme
egenskabsdimension (er), kaldet faktorer.

Foretager man fuldstendig samme beregninger, men nu siledes at
man lader milinger og clementer bytte plads overalt i beregningerne,
vil man dbenbart opnd, at fi opdelt elementerne i mindre grupper, der
er homogene med hensyn til de foretagne milinger,

Med et blot nogenlunde rimeligt antal elementer vil kovariansmatricen,
V, fi s enorme dimensioner, at der opstdr problemer med lagerkapa-
citet ved EDB-anvendelse, og det er da heller ikke lykkedes mig at
finde offentliggjorte eksempler pd anvendelse af denne sikaldte om-
vendte faktoranalyse pa realistiske problemer. De steder, den har varet
anvendt har nrmest haft form af pilot-undersogelser med det formil
at studere metoden og ikke problemet.

En nzrliggende anvendelse af omvendt faktoranalyse er gruppering af
forbrugerne i grupper, der hver iszr er mere homogene i deres folsom-
hed over for de forskellige handlingsparametre end alle forbrugere
taget under ét, En sddan viden kan danne grundlag for at differentiere
en virksomheds politik over for enkelte segmenter af markedet.

En lignende fremgangsmide kan anvendes til gruppering af geogra-
fiske omrider (f.eks. handelsomrdder) i grupper, der er homogene
med hensyn til socio-pkonomiske og demografiske egenskaber. En si-
dan gruppering kan da vare et hjelpemiddel ved udvzlgelse af test- og
kontrolmarkeder til anvendelse i forbindelse med markedseksperi-
menter,

Ad (3). Bestemmelse af hvilke miélinger, der skal ndvelges 1il ner-
mere analyse.

Som tidligere nwvnt, kan den ved faktoranalyse fremkomne grup-
pering af milinger, der for det enkelte clement er sterkt indbyrdes
korrelerede, benyttes til inden for hver gruppe at udveelge én variabel
til videregiende analyse. Blandt de utallige offentliggjorte rapporter
om denne anvendelse skal kun to nwzvnes. Frank og Boyd har benyttet
metoden til at bestemme hvilke af en lang rakke socio-skonomiske
variable, der mest hensigtsmzessigt kunne indgd som forklarende vari-
able i en regressionsanalyse med det formdl at forudsige husholdnin-
gers forbrug af private mearkevarer,

Twedt var interesseret 1 at bestemme hvilke egenskaber ved en fag-
bladsannonce (f. eks. storrelse, antal ord, anvendelse af farve etc.), der



var bestemmende for hvor mange lesere den fik. Foruden at identifi-
cere de underliggende dimensioner, blev faktoranalysen benyttet til
blandt de oprindelige 20 variable at udvaelge 7 — én for hver af de
identificerede faktorer —, der skulle indgd i en regressionsanalyse, som

skulle gore det muligt at forudsige storrelsen af en given annonces
leeserkreds.

Ad (4). Skabelse af heit nye variable, der — som funktioner af de op-
rindelige — kan gores til genstand for videre analyse.

I stedet for at udvaelge nogle af de oprindelige variable — x-vardierne
— til videre analyse, kan faktoranalysen benyttes til skabelse af nye
variable — y-vaerdierne — der si kan indgd i den videre analyse, Hver
y-vaerdi vil da representere en raekke indbyrdes korrelerede x-verdier,
medens y-vardierne i sig selv vil vare indbyrdes ukorrelerede, hvilket
gor dem velegnede til at indgd som forklarende variable i en regres-
sionsanalyse eller diskriminantanalyse. Farfey har benyttet denne tek-
nik i en undersegelse, hvis formil det var at konstatere irsagerne til, at

mearkeloyaliteten varierer fra produktgruppe til produktgruppe inden
for fodevarecomridet.

6. Matematisk appendix
Principalc komponenters metode,

Vi tager udgangspunkt i formuleringen (3.3), der skrevet pd ma-
trixform er

Yy = AX (A.1)

Vi kan betragte en sidan transformation til nye variable som en xn-
dring i det koordinatsystem, hvori vi udtrykker vore milinger. Af si-
danne transformationer er der naturligvis uendelig mange, hver be-
stemt ved udformningen af transformationsmatricen A. Vi vil nu stille
folgende krav til transformationsmatricen A:

(1) At transformationen er afstandsbevarende.
(2) At variablerne y, er ukorrelerede.
(3) At Var(y,) = Var(ys) = ...t = Var(y,).

(4) At Var(yy) er sterst mulig for samtlige k.



Lad vektorerne xa og Xf§ reprasentere to punkter i det p-dimensiale
rum. Kvadratet pd afstanden mellem disse to punkter er da D (xa, xf)
= (Xa-XA)T (%a—xp8). Ved transformationen y =— Ax fores de to
punkter over 1 punkterne reprasenteret ved vektorerne yo —Axa og
¥/ = Axf. Kvadratet pd afstanden mellem disse to punkter er da

D(Ax. — Axs) == (AXe ~— Axg)T(AX. — AXg)
= (A (X~ X3) ) T(AXa — Xp)
=== (Xa — X#)TATA (X, — x#)

Vi ser altsd, at transformationen kun er afstandsbevarende sdfremt
ATA — I, hvor I er enhedsmatricen. En matrix, der opfylder denne be-
tingelse kaldes ortogonal. Er transformationsmatrixen, A, i (A.1) or-
togonal kaldes transformationen ortogonal, En ortogonal transforma-
tion svarer til en drejning af koordinatsystemet omkring origo, hvilket
er illustreret i afsnit 4.

Da vi kun er interesseret i variationerne i X, vil vi 1 det folgende
forudseztte, at E (x) = 0. Kovariansmatricen for x er da

V — Eixx")

Er a en sojlevektor i p dimensioner i A, har vi
y = aTx (A.2)

hvor
a’a = 1| (A3)

da A er ortogonal. Vi har nu

Var(y) = E(a"™ )2 =— E(a"xxTa) —: aTVa (A.4)

At finde den lincarkombination, y, af x, der har maksimal varians, cr
ensbetydende med at maksimere (A.4) under bibetingelsen (A.3),
hvilket ved intruduktion af la Grange-multiplikatoren, 2, er ensbety-
dende med at maksimere

Li—aTVa-J (aTa- 1) (A.5)

Vektoren af partielle afledede m.h.t. a er
&

1 ==2Va - 2ia (A.6)



Vi mi kreve, at (A.6) er lig 0. Med andre ord, der md, for at (A.5)
skal have maksimum, findes en skalar, 1, og en vektor a, sdledes at

Va—/a (A7)

4 og a kaldes henholdsvis en karakteristisk verdi (eller egenverdi) og
dennes tilherende karakteristiske vektor for matricen V. (A.7) kan
skrives pd formen

(V-)a=0 (A.8)

En lesning pd (A.3), der samtidig sikrer, at (A.3) er opfyldt, mi
medfere, at determinanten

IV—;’.I]:U {1‘\9)

(A.9) er ct polynomium 1 £ af p'te grad og har derfor p redder — — af
hvilke nogle dog kan vare identiske, Lad os kalde disse redder 1, =
By eeeennn, 2p.

Ved multiplikation med aT pd begge sider af lighedstegnet 1 (A.8)
fds
al(V-iljJa=10
alV —aljla—=0
a'Va = jaTa

(A.10)

hvoraf ved indsxttelse af (A.4) og (A.3) pd henholdsvis venstre og
hejre side af lighedstegnet fis

Var(y) = 7 (A11)
Da vi onsker at maksimere Var(y), velges den storste rod i (A.9).

Denne rod har vi tidligere betegnet 2,. Hvis a; betegner en normerct
lesning til ligningen
{V — ALI}H =)
cr y1 = afx
i

den normerede linearkombination af x, der har maksimal varians.
Det kan bevises ( Anderson 1958, kap. II), at den normerede line-
arkombination, yz2, der har maksimal varians under bibetingelsen, at yz

y2 = aTx
2



hvor a, er den til den nwsthajeste karakteristiske verdi, Jo, svarende
karakteristiske vektor. Det kan herefter bevises, at den linearkombina-
tion, yy, der har maksimal varians under bibetingelsen, at y, hverken
er korreleret med y, eller y., er

Y:: — ﬂlr.:\.'
3
hvor as er den til den trediestorste karakteristiske veerdi, /3 svarende
karakteristiske vektor.o.s.fr.

Vi kan altsd beregne ai, a2, a3,. ... .. I , ap og dermed be-
stemme transformationsmatricen, A, (hvori ax udger den k'te sojle)
ved folgende fremgangsmide:

(1) Samtlige radder i ligningen (A.9) bestemmes.
(2) Redderne opstilles efter faldende storrelse,

(3) Den forste (storste) rod, 1, indswttes i (A.8), der loses m.h.t.
vektoren a. Den fundne vektor er den forste sejle, o, 1 A
Dernzest indsxttes den anden (naeststorste) rod, 4., 1 (A.8), der
igen lpses m.h.t, a. Den fundne lesning er nu a2, den anden
sojle i A o.s.fr. Ved losningen af (A.8) benyttes endvidere, at
aTa — 1 og at kovariansen mellem yx og yn skal vere 0 for alle
h +# k.

Da A er ortogonal, medforer y == Ax at X == ATy. D.v.s. at vi i én
arbejdsgang fir bestemt sivel koefficienterne i (3.3) som sejlerne i
A, som koefficienterne i (3.2) som raxkkerne i A. Med andre ord er
Ly = ay.

Det bemarkes endelig, at da 1 er en kvadreret sterrelse (varians),
cr 2.2132}4;2 .............. =4, =20

hvor samtlige lighedstegn kun gelder i det helt uinteressante tilfzelde,
hvor ¥V = 0. Derimod kan der opstd to mindre ekstreme tilfelde, der
kan have en vis interesse:

(1) Nogle af i'erne kan vere 0. si fald er kovariansmatricen, V
af lavere rang end p, Dette medfaorer, at datamatrixen X =—
(%), hvor x;, betegner den 1'te miling pd det g'te element, er
af lavere rang end p. En hver miling x;, kan da udtrykkes i
ferre end p y-veerdier,

(2) Nogle af 2’eren kan veere lige store, I sd fald findes der uende-
lig mange ortogonale transformationer, der opfylder kravet
om ukorrelerede y'er,



Endelig skal det bemarkes, at det ved anvendelse af faktoranalyse
er koutume at standardisere y'erne, siledes at de alle fir variansen 1.

Dette gores ved at foretage transformationen z, — (1/V4, )y, for
k:l, 2, sy P

Ligeledes ser man ofte, at x'erne standardisere for beregningerne
pdbegyndes, siledes at udgangspunktet ikke bliver en kovariansmatrix,
men en korrelationsmatrix d.v.s, en matrix af korrelationskoefficienter.
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