Hypoteseprovning i den multinomiske fordeling
fra et geometrisk synspunkt

Af Ernst Lykke JEnsEN*), SvEx L. CASPERSEN*¥),
AXEL ScHuLTZ NIELSEN***) gg JorcEN Kar Orsen®*%)

Resumi:

C. . Rao har i [6, kapitel 5 og 6] givet en fremstilling af den para-
metriske teori for den multinomiske fordeling, der i det vasentlige er
baseret pd dels et krav om, at estimatoren er asymptotisk efficient (af
ferste orden) [0, p. 285], og dcls en sxtning, der angiver en tilstreckkelig
betingelse for, at en kvadratisk form 1 Karl Pearsons vektor er fordelt
efter y*-fordelingen [6, p. 318]. Hensigten med den foreliggende artikel
er at forenkle teorien yderligere ved udnyttelse af den kendsgerning, at
cstimatoren er asymptotisk mkvivalent med en projektion.

L. Indledning

Det antages, at klassesandsynlighederne ), .. s 1 den multinomiske
fordeling er funktioner af en parametervektor 0 = (0y,. ., 0g)" med ¢
elementer, ¢ <k. Idet n er antallet af uafhzngige gentagelser i det multi-
nomiske eksperiment, setter vi £ = |/n(§-0), hvor § = (fy,..,0) er
estimator for 0. Lad I(f) betegne logaritmen til likelihood funktionen,
oglad £ = (Z4,- ., &q)’ vere en vektor, hvis 7’te element er r = n~ 2900 (50,
Estimatoren siges at vaxre asymptotisk efficient, hvis den for 2>« er
fuldsteendig korrelerct med den afledede af likelihood funktionen, d.v.s.
D & BZ, hvor B er en matrix med konstante elernenter, der gerne mi af-
hange af 0. Symbolet 2 leses »asymptotisk wkvivalent med« og har be-
tydningen at differensen mellem venstresiden og hejresiden konvergerer
i sandsynlighed mod nul. Hvis antal observationer i de % klasser er
Ny, oy tig (0= 0+, 4+me), er [(0) = ny loga, (0) +. .+ n loga (0) og
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|/ = 7ty 00y & T &0, V?ISH
idet @, +..+a; = 1 medforer, at dny/é0:+. .+ dmp/d0, = 0. I matrix-

formulering kan vi skrive denne relation pa formen { = M'Y, hvor M
er en kxq matrix, hvis (7, j)’te element er =y 197/80;, og hvor 1" er Karl

Pearsons vektor
¥ (nl - 1My,  Np— ﬂ:m:)'

Yrmy, T Y

Det (7, 5s)’te element 1 MM, d.v.s.

Zk 1 ds Oy

- 1.'-"5; aﬂr (533 ’

er det (r, 5)’te element i Fishers informationsmatrix § for en enkelt
multinomisk observation. Vi forudstter, at sgjlerne 1 M er linemrt uaf-
hangige, siledes at J er reguler, Vlger vinu B = {7, er DE§K =
(M'A)M'Y, dvs. MDEPY, hvor P = M(M'M)*M" er en projek-
tionsmatrix, Vi ser altsd, at MD er asymptotisk ®kvivalent med projek-

tionen af Karl Pearsons vektor pi Fishers informationsrum, d.v.s. det
vektorrum R(M) med dimension ¢, som udspandes af sgjlerne 1 M.

)

: “ ) R{M)
0 e N
M PYeMD
Figur 1

1 1900 beviste Karl Pearson, at en simpel hypotese angaende my,. ., ¢
kan testes ved beregning af 1%, der under nulhypotesen asymptotisk,
d.v.s. for n—ew, er fordelt efter y*-fordelingen med £—1 frihedsgrader.
Hvis man 1 Karl Pearsons teststerrelse erstatter sr; med m{f}}, hvor {i
er maksimum likelihood estimator for 6, fremkommer en stokastisk
variabel, der har samme asymptotiske fordeling som (¥"— PY)2 Fisher [5]
har vist, at fordelingen er en y®-fordeling med k—1-g frihedsgrader,
nir modellen 7; = m¢(0) er rigtig. I Cramér [4, kapitel 30] finder man
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relationen D & §-1; men bevisforelsen er baseret pid den unedvendigt
strenge forudsetning, at klassesandsynlighederne har kontinuerte af-
ledede af anden orden. Rao har bevist, [6, p. 296], at cksistensen af de
afledede i en omegn af 0 og deres kontinuitet i 0 (suppleret med en iden-
tifikationsbetingelse) er nok til at sikre cksistensen af en losning af like-
lihood ligningen £ = 0, der er konsistent og asymptotisk efficient. Holst
Andersen [1] tager udgangspunkt i den cksponentielle klasse af forde-
linger og viser ogsé, at likelihood ratio testet er asymptotisk ®kvivalent
med y3-testet. I Birch [2] er relationen D & F-1< etableret under den
svagere forudsetning, at klassesandsynlighederne er differentiable 1 det
sande parameterpunkt 0.

2. Fordelingslovene for ¥, PY, ¥—PY og D. Karl Pearsons setning

Den asymptotiske fordeling for 1" er Npgx-1(0, lx—p¢’), d.vs. en
k-dimensional normal fordeling med rang £- 1, nulvektoren som mid-
delverdivektor og med kovariansmatrix Jp—¢¢’, hvor I er enheds-
matricen af orden £, og ¢ er enhedsvektoren ()/my,. ., Jaz)'.

Figur 2

Det er tilstrackkeligt at vise, at fordelingen er en endimensional normal
fordeling 1 en vilkdrlig valgt retning. Vi valger retningen bestemt ved
enhedsvektoren » og skal vise, at skalarproduktet

— Ny 1 by
- S ik u)
g
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er normalt fordelt for n—+w. Lad U/ vare en stokastisk variabel med
sandsynlighedsfordeling Pr(U = bif[/mi) = 7 (i = 1,.., k). EU, EU? og
varl/ er henholdsvis EU = (b, ¢) (= cos &, hvor « er vinklen mellem
b og @), EU* = b* (= 1) og varl = §*— (b, p)® (= 1-cos?e). Da nu

.1 =y (IZ Ui~ 6 w})

og Uy, .., Us er vafhxngige og identisk fordelt cfter ovennxvnte
sandsynlighedsfordeling, er E(b, ¥) = 0 og var(b, 1) = 2 — (b, ¢)® =
b (Ix — p¢’)b. Heraf folger, at 1 for ethvert # har middelverdi EY = 0
og kovariansmatrix cov? = [y —g¢’'. Ved hjzlp af den centrale gracnse-
verdisetning slutter vi endvidere, at fordelingen af (5, ¥) for n—w er
en normal fordeling. Tilbage stir at vise, at fordelingen af ¥ har rangen
k—1. Dette er enshetydende med at vise, at Karl Pearsons vektor 1 et
passende valgt koordinatsystem har ¢én koordinat lig med 0, og at
de ovrige koordinater er fordelt efter Np—;(0, fr—1). Da (¢, 1) =

k
n~t Y (ni—nng) = 0, stdr g-vektoren vinkelret pa Karl Pearsons vektor.
a1

Vi drejer derlor koordinatsystemet omkring begyndelsespunktet 0 over i
et nyt koordinatsystem, siledes at ¢ bliver basisvektor for en, fieks. den
sidste, af det nye systems koordinatakser. Lad de nye koordinater for
Karl Pearsons vektor vaere (yy,. ., %% -1, 0). Lad 4; vere en sejlevektor,
hvis elementer er gamle koordinater for den j’te basisvektor i det nye
koordinatsystem (Ax = ¢); da er 3; = (4, ¥). Lad A4 vere en kx(k-1)
matrix med sgjler 4,,.., Ag—1. De k=1 ferste nye koordinater for Karl
Pearsons vektor er elementerne i vektoren A'Y, der ifolge det ovenfor
beviste er fordelt efter Ni—1(0, Ix—1); thi da ¢ er vinkelret pa 4,,..,
Ap-1, og A4 = Ly1(4y,.., Ar—1 cr enhedsvektorer), fis cov(A'Y) =
A (covNd = A'(e—gp')Ad = A’ = L.y

Det cr herefter en simpel sag at angive fordelingsloven for projektions-
vektoren P1 og residualvektoren Y- PY = (I - P) T.

Det bemearkes, at g-vektoren star vinkelret pa Fishers informationsrum,
idet (g, Mj) = 87,[60;4. .+ émpfé0; = O (j = 1,.., ¢), hvor M; er j'tc
sojle 1 M. Folgelig er kovariansmatricerne for PY og ¥'— P¥ henholdsvis
cov (PY) = Plcov? )P’ = P(Iy—g¢ )P = P og cov(V=-PY) = (I;-P)
covV(ly—PY = (I -P)(Iy—g¢') = Iy—gp’'—P, idet P og ;P er
symmetriske og idempotente matricer. Til den ortogonale opspaltning
¥ == (Y= PY)+ PY af Karl Pearsons vektor svarer altsd kovariansmatrix-
opspaltningen [z - g’ = (I—¢¢’' —P)+P. Vi lader nu Fishers infor-
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R(M)

PY

Figur 3

mationsrum vare udspendt af de g forste koordinatakser A,,. ., 4g 1 det
nye koordinatsystem, hvorved projektionsvektorens og residualvektorens
nye koordinater er henholdsvis (y,..,94 0,..,0) 0g (0,..,0, Ygt1s--»
Fr-1, 0)» Da nu yy,. ., ¥x—, asymptotisk er stokastisk uafh®ngige og for-
delt efter den standardiserede normalfordeling, er PY og ¥'—PY asymp-
totisk stokastisk uafhangige og fordelt efter henholdsvis N 4(0,P) og
Niyk-1-¢ (0,1~ 99" = P).

Lzngderne af Karl Pearson vektoren, projektionsvektoren og residual-
vektoren er invariante over for drejningen af koordinatsystemet. Heraf
folger Karl Pearsons s®tning, nemlig at

k
[m—rEL_E e Z}'E

f=1

asymptotisk er fordelt efter y*-fordelingen med £-1 frihedsgrader,
samt at
¢
r'PY - (PY) - 5 5
og w1 -
Y'(Ii—g9p'=P)Y = V' (Ii~-P)Y = (¥ -PY)* = 3 Jf

i=g+1

asymptotisk er stokastisk uafhzngige og fordelt efter y-fordelingen med
henholdsvis ¢ og &£—1-g frihedsgrader.

Dag = M'Yog MM = G, og da ¢ stir vinkelret pd R(M), er covi =
M (L—g¢" )M = . Folgelig er £ asymptotisk fordelt efter Ng(O, 3).
Heraf afledes umiddelbart fordelingsloven for D = |/z()-0); thi da
D 23712, har D samme asymptotiske fordeling som §-15, og [olgelig
er D asymptotisk fordelt efter N, (0, §~1).
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3. yi-testet for modelkontrol
Da m¢ er differentiabel i punktet 6, fis ved en Taylorudvikling, at den
t'te koordinat 1 MD er

&1 b o 7w (0) - nwi(0)
2. an, V=0 £ e

idet restleddet konvergerer isandsynﬁghcd mod nul. Heraf'kan vi slutte, at

{nm(ﬂ] nmy (0))°

R - n(0)

har samme asymptotiske fordeling som (PY)? d.v.s. en y*-fordeling med
g frihedsgrader. Hvis modellen ikke forkastes ved testet for modelkontrol,
der omtales nedenfor, har Rao [7, p. 31] foreslaet R som teststorrelse
ved afprovning af en simpel hypotese for . Testet er asymptotisk uaf-
hangig af z*-testet for modelkontrol, der forte til godkendelse af model-
len, Da PY 2 MD a2 MS-1Z, er R under nulhypotesen asymptotisk akvi-
valent med teststorrelserne (MD)? = D'GD, (M3J-1Q)* = '3~ K og,
safremt 0 cstimeres ved maksimum likelihood metoden, med likelihood
ratio testet.

Den #te koordinat i residualvektoren ¥'— P1 er asymptotisk akvivalent
med

ny— g (0) n*t.’;{ﬂ}—nm{ﬂ} m—wn"n{[}) B {;_f__:—_mjg[ﬁ}

Vi) Vam(6) Vam®)  [Va(d)

hvor det sidste skridt begrundes med konsistensen af §) og kontinuiteten
af 7y, Folgelig er teststorrelsen for modelkontrol

Z‘* (re=nm(f))?

asymptotisk fordelt som (Y- PY)3, d.v.s. som %% med k-1-g friheds-
grader. Den er asymptotisk uafhengig al de ovenfor nzvnte teststorrel-
ser for en simpel hypotese vedrerende 0, da ¥ og Y- PY er asymptotisk
uafhzngige.

4. Test for afvigelse v en enkelt klasse

Dersom gi-testet forer til forkastelse af modellen, kan det have inter-
esse at undersege, om en bestemt klasse yder ct serligt stort bidrag til
teststorrelsen. Cochran har i1 [3] for specielle tilfielde angivet formler
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for variansen af L = n;—nm(f), der setter os i stand til at teste afvigelsen
ved hjzlp af den standardiserede normalfordeling. Det vides ikke om
Cochran, som bebudet i artiklen, har publicerct sit bevis. Et simpelt
bevis, der kan betragtes som en forenkling af beviset i Rao [6; p. 328],
er felgende.

Vektoren med koordinater

har samme asymptotiske kovariansmatrix som 1-PY, hvorfor den
asymptotiske varians af r; er det i’te diagonalelement i [y — g’ — P, d.v.s.
1 —ms— Py, Hvis 7z er kontinuert differentiabel, kan vi slutte, at Co-
chrans teststorrelse

L
Yy’

V(L) = nmi(0) (1—:(0) - Pus(0))

asymptotisk felger en standardiscret normalfordeling, hvis afvigelsen i
den #’te klasse blot skyldes en tilfeldighed. Man bemarker, at V(L) er
binomialfordelingens varians korrigeret med det i’te diagonalelement i
projektionsmatricen.

Accepteres modellen, men forkastes en simpel hypotese ¢ = 0, ved
Rao’s test, naevnt i afsnit 3, kan et signifikant bidrag til R fra den i’te
klasse afslores ved teststorrelsen

idet vektoren med koordinater

ey (6) — navy(6)

|/naxi(0)
har samme asymptotiske kovarlansmatrix som P11,

Som cksempel betragter vi et talmateriale bestiende al n Poisson-
observationer xy, xy,.., x5 med parameter 0 grupperet i £ klasser, sa-
ledes atm;(0) = 01 exp(—0)/il, i = 0, 1,.., k—1. Vi antager, at n er stor
nok til at berettige bortkastelse af restsandsynligheden > m;(8). Da

i=k
dlog m(0)/é60 = (i—0)/6, er >n;-i/n = & maksimum likelihood estima-
toren for 0. Af formlen P = MM M)-1M" finder v
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“L 1 {dm\? L — )¢
] E(ﬁ) = 7(6) @ 5“] ,

hvilket netop er Cochrans korrektionsled.

k=1
- 1 dﬂj 2
- [25()

J=0

5. Successiv tesining
Vi ensker pd grundlag af specifikationen 0; = gi(ry,. ., w), £ = 1,. .,
q, r<g, at undersege om modellen kan udformes med ferre parametre.

Det antages, at gxr matricen 4 med elementer dg;/dry; har rangen r.
Lad R(M) vere Fishers informationsrum under t-modellen. Da

1 6y i 1 dm; Og,
Vﬂ; ﬁt_-; = V:‘ri cﬁﬂa r.‘j‘i:_-;'j

er M = M, hvorfor R(M) er et underrum af R{M), og Fishers informa-
tions matrix M'M = A4'S4 under r-modellen er reguler. Lad § og  vare

r

0 R(M)

PY R(AT)

Figur 4

cfficiente estimatorer under henholdsvis 0- og r-modellen, og lad PY
og PY veere projektionerne pé henholdsvis R(M) og R(M). Hvis vi lader
R(M) vare udspaxndt af de r forste basisvektorer 4,,.., 4, for det nye
koordinatsystem, har vektoren PY—-PY de nye koordinater (0,..,0,
Jrizse oy Vo Oy« oy 0). Hvis 8-modellen ikke er forkastet efter modelkontrol-
testet i afsnit 3, og hvis r-modellen er rigtig, er m;(0) = 7;(7), og felgelig
har den #’te koordinat for vektoren P¥—PY den asymptotisk zkviva-
lente fremstilling
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nay (ﬁ} —nmy(0) fm;[t} — Ny [1‘) _nmy {ﬂ) - ﬂ"ﬁg('!-’] a 11 (0) — nmei(%) '

[!! noi (0) [“F nex; [1‘} ]zf nm{r) |/’ nm(r

Hvis 7-modellen er rigtig, kan vi heraf slutte, at teststorrelsen

2 {m“(&iﬂ_ﬂi:;{f}}—= Z 5

im]l

asymptotisk er fordelt som i 9%, dwvs. som »* med g-—r friheds-
grader. ferdl

En simpel hypotese for = afproves ved et y*test med r frihedsgrader
pé den i afsnit 3 angivne mide. Det bemarkes, at testet pd et bestemt
trin, p4 grund af den ortogonale opspaltning af Karl Pearsons vektor,
asymptotisk er uafhengig af de tests, der forte til godkendelse af hypo-
teserne pa de foregaende trin.

6. Sammenligning af flere fordelinger

Der foreligger m multinomiske fordelinger med #k; klasser i den i’te
fordeling. A priori er klassesandsynligheden iy for den j’te klasse i den
i'te fordeling en differentiabel funktion af 0yy,. ., 04. Vi ensker at teste
homogenitetshypotesen 0y = 0. Hvis vi anbringer klassesandsynlig-
hederne som elementer 1 en vektor 1 razkkefelgen yy,. ., ik, @agy. o
Tokgs- -5 Tmys- -5 Tk, € Fishers informationsrum R{M’) et mg-dimen-

sionalt vektorrum, der er udspzndt af sgjlerne i en (Z ke) % (mq) blok-
inddelt matrix af' typen

LR =

0 0 ... Mun
hvor My er en kix ¢ matrix, hvis (r, 5)’te element er a7 /804, Hvis
homogenitetshypotesen er rigtig, er Fishers informationsrum R(M) et

m
g-dimensionalt vektorrum udspendt af ( > k) » ¢ matricen
im]1
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M i

Lad PY og PY varc projektionen af Karl Pearsons [%ﬁ::)—vektur pa
i=1
henholdsvis R(M) og R(M), og lad § og 0* vare cfficiente estimatorer

for henholdsvis mg-parametervektoren 4 priori og g-parametervektoren
7 under hypotesen. Den (i, j)’te koordinat i PY og P er asymptotisk
axkvivalent med henholdsvis

ﬂ;.m;[flj_' — .74 @')
|/ ne.7043(6)

og
. ﬂﬁ(ﬂ*] ~ n4.7145 ()

Viag(z)

hvor ny. = ngy+. .-+ nw,. Teststerrelsen for modelkontrol
Z Z (rej = neis (0))®
ne7eis(0)

er under modellen mj; = 7y(f) asymptotisk fordelt som (3'-PY)2, altsd

som #%* med Z ki —m—mg frihedsgrader, medens teststorrelsen
f=1
K
S > Lo () =y (04))*
= g ey (0%)

under homogenitetshypotesen asymptotisk er fordelt som (PY-PY)2,
d.v.s. som ¥% med mg— ¢ frihedsgrader.
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