Distribueringsproblemer og lesningsmetoder —
en oversigt

Af Jaxon Krarur!) og PerEr MARK Pruzan®)

1. Introdulktion.

Formélet med denne artikel er at give en oversigt over en rekke typiske
problemstillinger, der for de flestes vedkommende er udferligt behandlet i
litteraturen, og som alle har en vis - sterre eller mindre — relation ul di-
mensionering og drift af distributionssystemer.

Linezr programmering og Simplex-proceduren anses med rette for at
vaere ct af operationsanalytikerens mest slagkraftige hjzelpemidler; en dybt-
gacnde gennemgang af teorien samt en omfattende litteraturliste kan f. eks.
findes hos G. B. Danizig (1963). Principielt besidder flere af de her be-
tragtede problemstillinger sidanne egenskaber, der muligger en anvendelse
af Simplex-proceduren, men — som vi skal se — er dette ofte bade ubekvemt
1t formuleringen og uckonomisk ved numerisk lesning pi datamaskiner.
Den indirekte arsag hertil er distribueringsproblemers ofte udprzgede »net-
verksstruktur, hvilket har foranlediget, at teoricn for flow i netveark har
udskilt sig som en selvstzendig disciplin under matematisk programmering
i almindelighed og — i forste omgang — under linezer programmering i
seerdeleshed. Det voverszttelige ord »flow« omfatter simpelthen »alt det,
der flyder« (varer, lastvogne, penge, informationer etc. etc.) i det net, der
indgir i modellen for et forelagt optimeringsproblem.

Vi har segt at klassificere de problemer, der i de folgende afsnit skal
studeres nejere, cfter udseendet af det til hvert enkelt problem svarende
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net. I fremstillingen har vi sa vidt muligt undgact brug al matematiske
symboler og graftcoretiske begreber. Der er heller ikke redegjort 1 detaljer
for det matematiske indhold i de algoritmer, der kommer pa tale, og inter-
esserede henvises 1 stedet til litteraturfortegnelsen, der findes samlet til slut.
Alle personnavne i teksten refercrer ligeledes til denne fortegnelse.

Klassifikationen bygger pd felgende intuitivt forstielige begreber:

it orienteret netveaerk eller blot et orienteret net er sammensat af punkier
og grene, hvor hver gren udgar fra et staripunkt og ender i et slutpunkt.
Flowbegrebet henfores til grenene, og vi taler om (statisk) flow 1 gren
(x,y) som den mzngde flow, der pr. tidsenhed flyder i denne gren fra x
til ¥, Punkterne i et net kan vare enten kilder, mellemliggende punkter
cller terminaler. For ct mellemliggende punkt er den flowmangde, der
leber til punktet, lig den flowmangde, der udgir fra punktet; sammen-
lign elektriske net. For kilder kan den udgaende flowmangde overstige
den indglende og omvendt for terminaler. Flow kan med andre ord gene-
reves 1 kilder og absorberes ved terminaler.

Et net kaldes bipartit, hvis det ikke indeholder mellemliggende punkter,
og hvis der fra enhver kilde findes en gren til enhver terminal. Et bipartit
net med m kilder og n terminaler har siledes mXn grene og betegnes i
grafteorien med symbolet Km,a:

1

Terminaler

Kilder

i

i

Bipartit net, K, ,

[ afsnittene 2-6 diskuteres problemer, der alle kan henfores til Kum,n.
Dernaest falger i afsnittene 7-9 forskellige situationer med relation til vil-
kirlige, orienterede net og endelig (afsn. 10-13) nogle outsidere, hvis pla-
cering i en af de to navnte grupper er diskutabel. Inden for hver hoved-
gruppe foretages den videre opdeling pa grundlag af forskellige egenskaber
(eller kombinationer heraf)}, der kan tillzegges nettets punkter og grene.
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Som konklusion vises 1 afsnit 14 et skema over samtlige her omtalte pro-
blemer stillet over for seks »familier« af relevante lgsningsmetoder.

2. Det kElassiske transportproblem.

Lad der vaere givet m producenter og n forbrugere af en enkelt varetype.
Den gvre greense for hver enkelt fabriks produktion pr. tidsenhed samt den
nedre granse for hver enkelt forbrugers eftersporgsel pr. tidsenhed er kendt.
Der findes direkte transportveje fra enhver fabrik til enhver forbruger, og
til hver af de ialt mXn transportveje er knyttet en given enhedspris. Bestem
en varefordeling i nettet, der imedekommer kravene om kapacitet og efter-
sporgsel og som minimaliserer de totale transportomkostninger.

Vi indferer betegnelserne:

ai :  Maximal produktion for fabrik 7, i=1,....,m
bj :  Efterspargsel for forbruger j, j=1,....,n
cij  Enhedstransportpris, fabrik z — forbruger j.
xij:  Antal vareenheder, fabrik i — forbruger ;.

og kan formulere problemet:

Bestem de m X n verdier, xij,

m n
der minimerer X X ¢ xy
fel =1

under begransningerne

2 xyKai;i=1,..,.,m
j=1
1]
2 xij =z by j=1,....,n
i=1

xij 2 0,

Det ses umiddelbart, at en bide nedvendig og tilstrzkkelig betingelse
for eksistensen af en lesning er, at den totale produktion er sterre end eller
lig den totale efterspergsel. Hvis der produceres mere end der eftersparges,
tilfejes blot en ckstra forbruger, til hvem transport fra enhver fabrik er
gratis, og hvis cfterspergsel er lig den overskydende produktion.

Det underliggende net er atter her Kwm,» (m kilder og n terminaler), og
vi er begribeligvis ikke interesserede i ved lesningen at finde en optimal
flowfordeling 1 nettet, hvor 2/7 vareenhed flyder i én gren og 5/8 i en
anden, dersom »varcenheder« udgeres af udelclige objekter. Vi ber derfor
tilfeje den ekstra restriktion, at alle positive xi; skal vaere heltal, men dette
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komplicerer sagen unoedigt og er heldigvis overfledigt, da felgende satning
kan vises: Dersom alle ai og b; er heltallige, da vil enhver optimal lesning
have den egenskab, at alle positive xi; ligeledes er heltal.

Hvis restriktionerne omformes til:

x4+ ...+ X = a
xa + xom < a

xmt + ...k Imngdm

xn + xa1 -+ e xm = by
xiz x4 ... + Xm2 = b

Xin X b ... 4 X E b

fremgar det klart, at vi stir over for ct sedvanligt linczert programme-
ringsprogram; blot vil man lacgge maerke til, at netop to koefficienter i hver
sojle i koelficientmatricen er = 0, og det er nctop den omstandighed, der
gor, at man ved lesningen forlader Simplex-metoden og i stedet spger andre
veje.

Hvad lesningsmetoderne angar, skal vi i forste omgang pege pi de
skreeddersyede, hvoriblandt Ford & Fulkersons »Hungarian Method«
(1962) skal fremhaves. Hvis enten antallet af produktionssteder eller
forbrugere er lille, kan ogsd Dynamisk Programmering anvendes, se I. eks.
Pruzan (1965) eller Bellman & Dreyfus (1962), og endelig haves natur-
ligvis Simplex-metoden, se f. ¢ks. G. B. Dantzig (1963).

Det skal til slut bemszrkes, at dersom der cftersperges mere, end der
produceres, vil vi sege at tilfredsstille den del af efterspergslen, der er lig
den totale produktion, til minimal omkostning. Dette kan geres ved at
tilfoje en ekstra fabrik, fra hvilken transport til ethvert marked er gratis,
og hvis produktion er lig den overskydende efterspergsel.

3. Klassisk transportproblem med konvekse omkostninger.

Hidtil er omkostningerne for enhver gren vokset proportionalt med den
1 grenen transporterede mengde. Hvis de proportionale omkostningskocf-
ficienter cij erstattes af konvekse funktioner cij(xi;) og alt andet bevares,
stir vi med den variant, der er behandlet af E. M. L. Beale (1939).
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A
cii( xii)

S

0 1 2 3 4

Konveks omkostningsfunktion:
LEthvert punkt pi en forbindelseslinie mellem to wvilkiirlige
punkter pd kurven ligger cnten over eller pd kurven,

4. Fixed-cost Transporlation Problem.

Det klassiske transportproblem samt dets forste variant har begge haft
det tilfzelles, at de i en vis forstand »opferte sig paent¢. Hvad der ligger i
denne vending har noget at gere med begreberne lokale og globale op-
tima.

I den klassiske analyse vil et maximum eller minimum for en funktion
g(x) med en kontinuert differentialkvotient blive fundet i det punkt, hvor
differentialkvotienten er nul. Dette kan miske resultere i punktet x = x1,
hvor g(x1) er minimumsvardien for g(x) i et omride omkring x1; dette

A

X1 X2

Funktion med to lokale og et globalt minimum,

kaldes et lokall minimum. Af figuren ses imidlertid, at der findes et andet
lokalt minimum for x = x2 samt at g(az) < g(x1). Vi kalder da g(x:)
for det globale minimum.

Hvis vi seger at minimere en konveks funktion, hvor de variable skal
opfylde linezre uligheder, kan vi udnytte den omstendighed, at ethvert
lokalt minimum tillige vil veere globalt. Indtil nu er dette netop, hvad vi

har gjort, men objektfunktionen i fixed-cost transportproblemet ser si-
ledes ud:
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iy n
min X 2 (eyxi; + sign(xi)zi)
fml jeml
+1 for 2; >0
hvor sign(xij) = 0 - x5=0
(—1 - x5 <<0)

og hvor zj; er givne, ikke-negative tal.

Restriktionerne er uendrede fra afsnit 2.

Konstanterne zi; kaldes faste omkostninger (fixed-costs, fixed charges),
da objektfunktionen oges med et fast tilleeg, zij, hvis xij er positiv, og dette

tilleg er i sa fald uvafhzngigt af xi;. Den karakteristiske sammenhang ses
af figuren:

cijxy + sign(xi) zij

/

Isoleret hzldning cij

Punkt\\.l /
Q

Zi

> xij
Omkostningsfunktion med fast omkostning,.

Fixed-cost problemer i almindelighed er sfvel yderst realistiske som

yderst ubehagelige at lose, og tilstedevarelsen af lokale optima forskellige

fra det globale er netop den omstzndighed, der bevirker at fixed-cost pro-

blemer kun i specielle tilfzelde lader sig lese med traditionelle metoder.

Vi vil ikke her redegere nacrmere for arten af denne problematik, men
blot henvise til diskussionen hos J. Krarup (1967). Af metoder til eksakt
lesning af problemet findes sa vidt vides kun den af J. Krarup udviklede
(Branch and Bound), medens approximative metoder er angivet af bl. a.
M. Balinski (1961). Mindre problemer kan dog ogsa leses eksakt ved hjeelp
af dynamisk programmering som vist af Pruzan (1965).



5. Plant Location.

Lad der vare givet m mulige placeringer for produktionssteder (fabrik-
ker) samt n markeder, der alle skal forsynes med en og samme varetype.
Efterspoergslen ved marked j betegnes med bj, og ki er den faste omkost-
ning for etablering af fabrik /. Fra enhver potentiel fabrik findes direkte
transportveje til ethvert marked, og hii(xi;) er transportomkostningerne
som funktion af den transporterede mangde fra fabrik nr. ¢ til marked nr. j.
Specielt kan transportomkostningerne vare linerre, d.v.s. hij(xii) =
cixij, hvor ¢ij er prisen pr. enhed. Der er ikke foreskrevet nogen maximal
produktionskapacitet for de enkelte fabrikker; enhver fabrik er principielt
1 stand til at forsyne samtlige markeder.

Problem: Bestem hvilke fabrikker, der skal ctableres (abnes), hvilke
markeder de skal forsyne samt leverancernes sterrelse, siledes at summen
af de hermed forbundne faste omkostninger plus de variable transportom-
kostninger minimeres. Restriktioner: Den givne efterspergsel skal imede-
kommes,

Lesningen angives i form af en mXn matrix, x = {xy}, hvor xij er
antallet af vareenheder (flow) fra fabrik nr, ¢ til marked nr. j.

Vi betragter det linezre tilfzxlde:

Minimaliser g(x)
m L 1

=2 (2 cixij+sign( X xi)ki)
feal je=i fuel

i
el .Tif—_-b;; j=1,,,,,?l; xij}ﬂ;
jml

hvor b; er positive heltal, og hvor ¢i; og ki er ikke-negative.

Det kan meget vel tenkes, at produktionsomkostningerne pr. vareenhed
varierer fra fabrik til fabrik, nir enten produktionsmetoderne kan vaere
forskellige, eller nar sarlige geografiske forhold (vandkraft, variation 1
elpriser, toldbestemmelser etc.) ger sig geldende. Dette kan let inkluderes
1 modellen (idet produktionsomkostningerne blot opfattes som et tilleg
til transportpriserne).

Enhver fabrik kan enten vere lukket eller iben, dog ma ikke alle fa-
brikker vzere lukkede samtidigt, Antallet af kombinationer af abne og luk-
kede fabrikker méd derfor veere 2 —1. Uanset hvilke fabrikker vi beslutter
os til at idbne, kan transportomkostningerne herefter bestemmes direkte,
idet ethvert marked da vil fi sin totale forsyning fra den af de abne fabrik-
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ker, hvor enhedsprisen er mindst, Dette indebarer, at det reelle antal mulige
losninger ogsd er 2" —1.

Det her formulerede problem er tydeligvis ikke-linewrt pd grund al de
[aste omkostningers tilstedevaerelse. Naturligvis rider man idag ogsi over
adskillige metoder til lesning af ikke-linezre problemer; en anvendelse af
sadanne metoder — dynamisk programmering indbefattet — forudsaiter dog,
at det forelagte problem besidder visse egenskaber, Det vil fere for vidt her
at redegore for den dybere liggende teoretiske baggrund, vi mé blot postu-
lere, at ingen af disse ikke nermere specificerede egenskaber er til stede her.

Ved lesning pa datamaskine synes den af Efroymson & Ray (1966)
angivne at vacre alle andre klart overlegen. Det anferes, at problemer med
50 fabrikker og 250 kunder i middel tager ca. 10 min. pa IBM 7094,
Efroymson & Ray viser tillige, hvorledes den faste omkostning horende til
cthvert produktionssted kan erstattes af en vilkarlig konkav funktion. En
manuel metode er udviklet af Bilde & Krarup (1967).

6. »Locatione med mellemirin.

Dette problem er en generalisation af det i afsnit 5 omtalte {plant loca-
tion). Nettet er her sammensat af to bipartitie dele som vist:

1

Potentielle Potenticlle Kunder
fabrikker depoter

Mecllem fabrikkerne og kunderne, hvis eftersporgsel er kendt, kan ind-
skydes et antal depoter.

Omkostningerne for bide fabrikker og depoter kan vezere enten faste
eller blot en konkav funktion i almindelighed, For samtlige grene (trans-
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portveje) er omkostningerne linexre. Si vidt vides har kun Branch and
Bound teknikken kunnet opvise resultater pa en rimelig regnetid. Der kan
beklageligt nok ikke henvises til publikationer herom.

7. Transshipment.

V1 forlader nu det bipartitte net, Kwn, der kun bestod af kilder og ter-
minaler og gir over til at betragte vilkiirlige, orienterede net, hvor flow i
visse mellemliggende punkter hverken tilfores eller forlader nettet, men blot
videresendes (transshipment).

Nettet betegnes med symbolet (N U), hvor N er mangden af punkter
og U er meengden af grene, og flow i gren (4,j)¢U, ieN, jeN kaldes xig.

Lad ¥ og Z vacre to delmzngder al mangden N. Med symbolet (Y.Z)
betegnes mangden af alle de grene i nettet, hvis startpunkt tilhorer Y, og
hvis slutpunkt tilherer Z.

Desuden indferes symbolet:

b ‘e
x(Y,Z) == M

ie¥, jod, i el!

Under anvendelse heraf vil x(y,N) vare den mzngde flow, der udgar
fra punkt y og x(N,y) er flowmzngden, der leber til y.

I transshipmentproblemet har alle grene uendelig stor kapacitet, og til
enhver gren (7,j)eU er knyttet en given omkostningskoefficient, cij. Bestem
en flowfordeling i nettet, der imodekommer en vis eftersporgsel 1 nogle
punkter (terminalerne) fra forsyninger i andre (kilderne), som opfylder
balancebetingelserne for de mellemliggende punkter og som minimerer de
totale omkostninger.

Lad § og T vaere mangderne af hhv. kilder og terminaler, og lad R vare
mengden af de resterende, sakaldt mellemliggende punkter i nettet (N;I7).

Minimaliser 2 eixi
u
under begransningerne
x(4,N)—x(N,i) < ai; ie S Forsyningskapaciteten mé ikke overskr.

2(LN)—x(N,;) =0; ¢ R Flowbalance
—x(LN)+x(N,j) 2 bj; j & T DLftersporgsel skal imedekommes
=

xij =z 0, alle (if) e U

-



18

Anbclalelsesvaerdig lesningsmetode: En »skrabet« version af Ford &
Fulkersons algoritme, »Out of Kilter«, der omtales i naeste afsnit.

8. Det generelle minimalomkosiningsproblem.

Hvis ¢t net er bade kilde- og terminalfrit, taler vi om cirkulation af flow.
Til hver gren i det vilkarlige orienterede net (N3;U) knyttes en omkost-
ningskoeflicient, ¢y, samt en nedre og evre graense, li; og uij for den mangde
flow, der kan flyde 1 gren (i,7).

Problem: Bestem en cirkulation, der minimerer
X eixig
u
under begransningerne
li < i << i (6,j)eU
samt x(4,N) — x(N,t;) =0 N
(cirkulationsbetingelse )

Ved en mulig cirkulation i nettet forsts blot en cirkulation, der tilfreds-
stiller begransningerne. Betingelserne {or eksistensen al en mulig cirkulation
er udledt af A. J. Hoffman (1960).

Hvis alle data er heltallige, og hvis en brugbar cirkulation eksisterer, da
kan en optimal cirkulation bestemmes med Ford-Fulkersons algoritme:
Out-of-kilter, (Out-of-kilter kan oversettes ved: Ude af balance som mod-
setning il in-kilter, der er udtryk for en ligevagtstilstand). Algoritmen er
forste gang beskrevet 1 en artikel fra 1961 og senere gjort til genstand for
en udvidet behandling i Ford & Fulkersons idag allerede klassiske vark fra
1962 om network flow.

Algoritmens meget generelle sigte fortjener at blive nzzvnt. Alle tidligere
beskrevne problemstillinger samt et par af de efterfelgende kan uden van-
skelighed transformeres til og leses som minimalomkostningsproblemer pa
cirkulationsform, uden at det dog hermed er sagt, at en sidan fremgangs-
made altid vil vere den mest hensigtsmassige i de pigaldende tillxlde.
En detaljeret redegorelse herfor kan findes hos Krarup (1966).

9. Korteste vej.

Ved en vej fra punktet s til punktet ¢ i et givet, orienteret net forstds en
folge af grene (s31),(y,92),..., (yxt). En vej, hvori alle punkterne
Sy Y1y 2, ... it er forskellige, kaldes elementar. Dersom s og ¢ falder sam-
men, kaldes vejen en lokke.

Det antages, at lengden al enhver gren er kendt; »leengde« kan i praksis
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sti for siivel afstand som tid eller andet. Ved langden af en vej forstiis blot
summen af lengderne af de grene, hvoraf veje n er sammensat. Der pa-
lzegges ikke de enkelte grenes leengder andre restriktioner end den, at leng-
den af enhver lekke skal vaere ikke-negativ. Idet 5 og ¢ er to givne punkter,
vil vi stille fem sporgsmal:

Bestem:
a) Den korteste vej fra s til &
b) Den £'te korteste vej fra s dl £
¢) De korteste veje fra s til ethvert andet punkt.
d) De korteste veje mellem ethvert punktpar i nettet.
e) De korteste veje fra ethvert punkt i en delmangde af punkter
til ethvert punkt i en anden delmangde.

Der findes talrige algoritmer til bestemmelse af korteste veje. Hvad a),
b) og ¢) angir, syncs dynamisk programmering at vere det mest virk-
ningsfulde verktej, og de simple »network flow« metoder, der er angivet
afl Ford & Tulkerson p. 131 ligner ogsd dynamisk programmering til for-
veksling. For b)’s vedkommende kan der yderligere henvises til Bellman
og Kalaba.

Tilfeldene d) og ¢) kan let medfore store lagerkrav ved lesning pa
datamaskine. d) er behandlet af IFarbey, Land & Murchland (1967),
hvis »Cascade Algorithm« sencre er revideret af Bilde & Krarup (1967).

Endelig felger ¢), som bl a. har stor betydning ved bestemmelse af
traflikbelastning pé et givet vejnet. Lagerkravene kan ved en sarlig teknik
angivet af Land & Stairs (1967) holdes nede pi et rimeligt niveau, idet
»uinteressante« korteste veje ikke beregnes.

10. Travelling Salesman.

I al sin enkelhed kan dette beremte eller maske snarere berygtede pro-
blem formuleres silunde: En handelsrejsende ensker med udgangspunkt
i sin hjemby at besage n—1 andre byer for derefter at returnere til sit
udgangspunkt, Afstanden fra enhver by til de n—1 ovrige byer er givet,
og ruten enskes bestemt saledes, at den totale rejseafstand minimeres.

I[det byerne nummereres 1, 2,. ., n, vil vi med ¢i; betegne afstanden fra
by nr. i til by nr. j. For alle i seettes ¢ij = . Endvidere saettes xij = 1, sa-
fremt den handelsrejsende fra by nr. ¢ fortsetter til by nr. j; 1 modsat fald
saettes xij = 0. Den handelsrejsendes problem kan herefter udtrykkes ved
folgende program:

Bestem de nXn ubekendte, xi
der minimerer

2'
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n N
=2 cijxig (1)
f=1 f=1

under begrensningerne

]

=

IS oxij= 2 ay=1 (2)
f=e1 j=1
xig == 0 eller 1 (3)
samt
xii2 + At .+ vien < E—1 (4)
hvor (:1, 2, ..., ) er en vilkdrlig permutation af tallene 1, 2, ..., k,
2 k<

Betingelse (2) sikrer, at der til enhver by findes netop 1 indgang og
1 udgang, og betingelse (4) stkrer mod en eventuel returnering til en
allerede besogt by, ferend alle svrige byer er passerede.

Afstandene kan bekvemt beskrives som elementerne i en (n>Xa) matrix
¢ = {c¢ij}. Ved en mulig lesning (en mulig rute) forstas en (#Xan) matrix
x = {xij}, hvis clementer tilfredsstiller begransningerne (2)—(4). Ved en
optimal lesning (en optimal rute) forstas en mulig losning, der tillige mini-
merer (1).

Det indses umiddelbart, at antallet af mulige ruter i det generelle til-
felde mi vaere (n—1)!; fra et udgangspunkt, der kan fastsettes vilkarligt,
kan den ferste by valges pa n—1 mader, den naste kan derefter valges pa
n—2 mider og sa fremdeles. 1 det symmetriske tilfzelde, der er karakterise-
ret ved ¢ = ¢y halveres antallet, idet enhver mulig rute kan gennemlobes
i to retninger,

Eksistensen af en optimal, men ikke nedvendigvis eentydig rute er ube-
stridelig. Det er ligeledes evident, at en optimal rute altid kan findes ~ sa-
fremt man systematisk afprever samtlige muligheder. Men betragter man
blot et symmetrisk tilfzelde af forholdsvis beskeden sterrelse med f. eks.
16 byer, vil antallet af mulige ruter blive 653 837 184 000, sa det egent-
lige problem bestar i at udvikle en algoritme, der pa en effektiv made
forkaster et stort antal muligheder og blandt de resterende [ bestemmer
en optimal.

Adskillige problemer af vidt forskellig natur munder ud i en bestem-
melse af en optimal permutation af n forskellige tal blandt ! mulige per-
mutationer eller som en variant heraf. Typiske problemstillinger af denne
art kendes fra produktionsplanlzegning, hvor f. eks. opstillingstiden for en
given maskine fer behandlingen af et givet emne afhanger af det senest
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bearbejdede emne ved denne maskine; fra planlegning og drift af distri-
bueringssystemer; fra design-situationer, hvor n objekter sages sammen-
koblet pa en made, hvorved den sammensatte enhed opfylder visse egen-
skaber (de fleste kan vel endnu genkalde sig desperationen under samling
al puslefanter). Det er derfor forstieligt, at problemet bortset {ra den rent
akademiske interesse har fascineret mange, som si har investeret bide tid
og arbejdskraft i forseg pa opnielse af en lesning. En overgang udartede det
til naesten national feber 1 U. 8. A., da et sabefirma som led 1 en reklame-
kampagne udsatte praemier pa indtil 10.000 $ for bestemmelse af en optimal
rute mellem 33 byer af kendt beliggenhed.

Vi skal ikke her i detaljer drefte den mangfoldighed af forslag, der er
fremkommet i arenes leb siden 1930, hvor grafteoretikeren Karl Menger
ved et seminar 1 Wien introducerede problemet for forste gang; en oversigt
over de forgaves anstrengelser kan findes 1 en artikel af M. M. Flood
(1956), der gor status op og bl. a. konstaterer det helt indlysende faktum,
at en optimal rute aldrig kan skeare sig selv.

En algoritme, der baseret pa dynamisk programmering loser problemer
for n << 10, er udviklet af Gonzales (1962). Koretiden vokser exponentielt
med antallet af byer, og der rapporteres, at # = 5 tager ca. 10 sekunder,
n = 10 tager omkring 8 minutter (IBM 1620) samt at tilfejelse af blot
een by bevirker en multiplikation af keretiden med en faktor, der for
n = 10 er ca. 3. Lagerkravene vokser med tilsvarende hast. Ogsid Held &
Karp (1962) har med dynamisk programmering lest problemer med op
til 13 byer pa IBM 7090. 13 byer tager 17 sekunder, og med en expo-
nentiel vaekst som hos Gonzales vil 20 byer krave ca. 10 timers regnetid,
hvilket dog ikke har varet forsegt pa grund af de enorme lagerkrav. For
n > 13 anviser Held & Karp en approximativ procedure, der synes at fun-
gere ganske godt, men som naturligvis ikke garanterer et globalt optimum.

Det starste fremstod i de senere ar skyldes J. Little et al., der 1 1963 of-
fentliggjorde en algoritme, som loste problemet ved rendyrket anvendelse
af en teknik, som forste gang er skitseret af Land & Doig (1960}, og som
Little selv har navngivet: Branch and Bound.

Algoritmens kvalitet fremgir af felgende skema:

Antal “antal loste - | Koretid i minutter (IBM 7090)
byer problemer Middeltal | Spredning
10 100 0.012 0.007
20 100 0.084 0.063
30 100 0.975 1.240
40 5 8.37 10.2
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hvoral det scs, at keretiden omtrentlig vokser med en faktor 10, nar antal-
let af byer eges med 10.

11. Truck Dispatching Problem.

Travelling Salesman problemet kan gencraliseres pa forskellige mader ved
tilfojelse af passende tillzgsbetingelser. Man kan opna en variant ved at
kraeve, at den handelsrejsende returnerer til sit udgangspunkt, hver gang
han har besegt m byer, hvor m er divisor al (n—1). For givne vardier
af m og n bestir problemet i at bestemme (n—1)/m lekker, der alle har
et givet punkt fzlles, siledes at summen af samtlige lokkers lengde er
minimum; denne generalisation omtales undertiden som »Clover Leaf
Problem«. Hvis m er lille, kan man undertiden bestemme optimale grup-
per af m sammenhorende punkter ved direkte studier af et landkort, hvor
de relevante vejstrackninger er vist. Man opseger i sa fald »punktklynger«
og kan ved »trial and error« metoder finde en nasten-optimal lesning,
idet der tages hensyn til jat ingen lekker skzrer sig selv. Hvis m derimod
er stor, eller hvis det tilstrazkkelige antal klynger ikke findes, er en sidan
fremgangsmade normalt ikke at anbefale.

En anden generalisation ferer os til Truck Dispatching problemet, der i
den originale prasentation handler om et benzinselskabs strategi under
bestemmelse af optimale ruter for et antal tankvogne, der forsyner en
raekke servicestationer fra et centraldepot.

Givet:

a) n servicestationer, Pi, Ps, ..., Py samt et depot, Po.
b) En afstandsmatrix {ci}, hvor ¢ij er alstanden fra P; til Pj;
Lj=0,1,..., n
c)  bi: Elterspergsel ved stationen Pi, 1 = 1,..., n.
d) Q: Kapacitet for tankvogne (alle tankvogne forudszttes at have
samme kapacitet).

Det antages, at Q > max {bi}.
i

En approximativ procedure er udviklet al Dantzig og Ramser (1958);
denne metode kan ogsd anvendes til det ovenfor omtalte »kleverblads-
problem«. Blandt nyere arbejder skal n@vnes P. Bertier, der 1 1966 be-
skriver en Branch and Bound algoritme til exakt lesning.

12, Multi-commodity flow.

Et karakteristisk track ved alle hidtil betragtede problemer har varet, at
kun en enkelt svarctype« flyder i det givne net (single-commodity). Der
findes 1 rigt mal littcratur herom, hvorimod litteraturen er serdeles forbe-
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holden, nir to eller flere varctyper flyder simultant (multi-commodity}).
Vi kan forestille os et generaliseret transportproblem, hvor hver fabrik pro-
ducerer flere varetyper, og hvor kundernes efterspergsel ikke blot karakte-
riseres ved den totale mangde men antal enheder af hver varetype.

Der er dog flere mader, hvorpa disse vanskeligheder kan omgas. Det er
saledes ofte muligt at transformere problemet til et single-commodity pro-
blem og derefter anvende en af de tidligere nzvnte metoder. Desuden kan
dynamisk programmering hyppigt benyttes; se f. eks. naste afsnit, og ende-
lig kan man — hvis omkostningerne ellers er lineare — vende tilbage til
Simplex-metoden.

Drejer det sig kun om opnaelse af en approximativ lesning, vil en pas-
sende kombination af matematisk programmering og simulation ofte vare
hensigtsmassig.

13. The Many-Product Cargo Loading Problem.

Dette sidste problem i rezkken drejer sig om et transportfirmas optimale
udnyttelse af de til ridighed verende keretojsmidler, og problemet med-
tages her som modvacgt til de lidt nedslaende bemacrkninger i forrige af-
snit. Savel fomulering og lesning skyldes Pruzan & Jackson (1967), og
problemet kan opfattes som en ret kompliceret kombination af multi-com-
modity flow og et specielt transportproblem med faste omkostninger. I det
aktuelle tilfzelde haves over 500 forskellige varetyper og mere end 40 loka-
liteter, hvor losning og lastning kan finde sted; lasningsmetoden er baseret
pa dynamisk programmering.

14. Konklusion.

Som et passende sammendrag af de forrige afsnit vil vi her til slut vise
et skema med oversigt over forskellige lesningsmetoders seffekt«, idet tallet
»1« star for den mest anbefalelsesveerdige teknik i det pigeeldende tilfaclde.
De tomme pladser antyder dirckte uegnede kombinationer.

Stort set er kun de cksakte lesningsmetoder fremhacvet, men der er na-
turligvis intet til hinder for anvendelse af approximative metoder i de situa-
tioner, hvor eksakte metoder ved losning af et problem pa datamaskine er
for langsomme ogfeller stiller urimelige lagerkrav. En sidan fremgangs-
made er sandsynlig for problemer, ud for hvilke der er markeret et kryds i
sidste kolonne i skemaet.,

Det skal sluttelig understreges, at de i disse noter beskrevne problemstil-
linger pi ingen mide udger en komplet samling; vi har blot segt at fore-
tage et skensomt udvalg blandt nogle af de fra teori og praksis mest kendte.
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