Matematisk programmering i gkonomien belyst
ved fysiske analogier.

Af OLE IMMANUEL FRANKSEN®)

De vkonomiske problemer, hvis losning seges bestemt ved matlematisk
programmering, ma i princippet formuleres som deterministiske modeller.
Okonomisk realitet kraever imidlertid, at der i modellernc tages hensyn til
problemernes grundleggende statistiske natur. En af de fremgangsmader,
der 1 dag i ferende amerikansk og engelsk skonomisk forskning anses for
mest lovende i s& henseende, er udvidelse af de deterministiske modellers
storrelsesmzessige omfang. Mere konkret seger man at udvikle specielle
makrosprog for datamaskiner, siledes at disse pd en for brugeren simpel
made kan benyttes til at lose systemer med i storrelsesordenen tusinde ube-
kendte.

En sddan fremgangsmade stiller helt zndrede krav til formuleringen af
de grundleggende begreber og den teoretiske struktur, der knytter dem
sammen. De sencste ars skonomiske {orskning har derfor vacret pracget af
en stadig voksendec tendens i retning af en udnyttelse af de i ingenior-
videnskaberne — og her specielt den elektrotekniske — opnécde resultater.

Herhjemme kan denne tilnermelse mellem eckonometri og ingenior-
videnskaber fores tilbage til Ivar Jantzen’s banebrydende arbejde fra 1923.
Den forcliggende artikel tager sigte pA at viderefore denne tradition, idet
hovedvagten er lagt pd en fremstilling af de begrebsmassige forhold, der
betinger en datamatisk losning af ovenfor skitserede problemer.

Introduktion

Erkendelse af analogier mcllem forskellige faggrene eller omformule-
ring af teorier ved udnyttelse af duale aspekter har medfert nogle af de
mest bemzrkelsesveaerdige fremskridt i videnskabens historie. Fra den indi-
viduelle disciplins synspunkt hidrerer fastlaeggelsen af en analogi eller en
dual fra en erkendelse af en strukturel symmetri 1 den teoretiske formule-
ring af det aktuelle problem. Matematisk cr begreberne en analogi og en
dualitet nert tilknyttet de gruppeteoretiske begreber isomorfi og auto-
morfi.

*) Jektor, lic. techn., Starkstromsaldeclingen, Danmarks tckniske Hajskole, Lynghy.
Manuskript august, 1967.
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Matcmatisk programmering blev, i sin oprindelige form af aktivitets-
analyse, udviklet som en kvantitativ generalisering af Walras’ skonomiske
ligningssystem. Matematikere og i szrlig grad elektroingenigrer har ofte
bestrebt sig pa at formulere elektriske netvaerksmodeller af ekonomiske
problemer. P. O. Pedersens model af en produktionsfunktion fra 1935 er
et typisk forseg. Andre eksempler er Koopmans og Reiter’s (Koopmans,
1951), Enke’s (Enke, 1951), Tustin’s (Tustin, 1957) og Dennis’ (Den-
nis, 1959). Et felles karaktertrak for alle disse arbejder er, at de elektriske
netvaerksanalogier fremkommer ved en heuristisk undersegelse af lignin-
gerne for de individuelle gkonomiske modeller. Formélet med denne artikel
~er (1) at opstille en analogi mellem de grundlegende love for fysik og
pkonomi og (2) at bruge denne grundlaggende sammenhang til at etablere
en elektrisk analogi af Walras’ system og dermed af det matematiske pro-
grammeringsproblem.

Det okonomiske produktionsproblem

Fra det gkonomiske synspunkt er det et af de alvorligste kritikpunkter
ved den matematiske programmeringsmodel af Walras® system, at den ud-
over muligheden for koefficientvariationer (d. v.s. parametrisk program-
mering) ikke sikrer substitutionalitet. Imidlertid er det, som Ivar Jantzen
understregede 1 sit grundleggende arbejde fra 1924 (se ogsa: Jantzen
1939 og 1954; Brems 1952 a og b), meget mere realistisk at erstatte den
konventionelle skonomiske produktionsanalyse med en formulering i to
trin.

Det forste, valg af teknik, er det heuristiske problem at etablere de
kausale logisk-fysiske og tidsmassige forbindelser, som for den aktuelle
produktion specificerer sammenhangen mellem produktionsfaktorerne og
aktiviteterne: nemlig de tckniske koefficienter, udbudskurver for produk-
tionsydelser og eftersporgselskurver. Dette er et typisk abent konstruk-
tionsproblem, for hvilket en optimal legsning ikke kan defineres. Alle zn-
dringer i den ovenfor specificerede systemkonfiguration opfattes som valg
af en ny teknik. Dette betyder, at man i stedet for at substituere produk-
tionsfaktorer og definere tekniske koefficienter som specificerede funktio-
ner af faktorpriserne crstatter én specifik systemkonfiguration eller teknik
med en anden. Udover at vaere nzr normal ingeniermassig praksis, har
denne formulering den yderligere fordel, at alle forhold, der medferer sti-
gende udbytte, nar der ses bort fra virkningen af disses udelelighed, er
indbefattet i substitueringen af teknik. Dette er den grundleggende tanke,
der ligger bag Jantzen’s hejere tekniks lov (Schneider, 1934; Zeuthen,
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1955). Matematisk er fastleggelsen af en teknik ud fra et regnemaskine-
meessigt synspunkt nert tilknyttet simulationsprocesser. Det sakaldte Plan-
ning-Programming-Budgeting-System (PPBS), der er udviklet af USA’s
forsvarsministerium, er en anden systematisk formulering, der er tilknyttet
fastleeggelsen af en teknik (Jackson og Reed, 1965).

Det andet trin, optimal produktion med en given teknik, er det analy-
tiske problem at bestemme ekstremumstilstanden af en given produktions
systemkonfiguration. Dette er et veldefineret matematisk problem, som
kan formuleres i Walras’ ligningssystem med limitationale produktions-
faktorer og faste tekniske koefficienter. Ser man bort fra begrebet udele-
lighed, giver denne model konstant eller aftagende udbytte. Problemet at
fastlegge den optimale produktion med en given teknik kan siledes iden-
tificeres med en matematisk programmeringsmodel. For de tilfzzlde hvor
der mé tages hensyn til udelelighed, formulerede Jantzen i den beremte
harmonilov (Jantzen, 1924) de karakteristiske egenskaber ved, hvad der
senere er blevet kendt som den optimale lesning pa heltalsprogrammerings-
problemet. I moderne vendinger kan denne lov udtrykkes: »Hvis en akti-
vitet i et produktionssystem er baseret pad brugen af en rxkke forskellige
ikke fuldt delelige faktorydelser, opnis den mest harmoniske koordination
(d. v. s. den sterst mulige udnyttelsesgrad af alle de forskellige involverede
ydelser) kun i de tilfelde, hvor antallet af enheder af produktet, der er
resultatet af aktiviteten, er et falles multiplum af ydelsernes til radighed
stdende kapacitet, hver divideret med den faste tekniske koefficient«. Det
skal her tilfjes, at Brems i sin diskussion af Jantzen’s harmonilov (Brems,
1952 a) foregreb heltalsprogrammeringen ved at bruge diagrammer, der
iltustrerer helstalsgitterpunkter, d. v.s. punkter hvis koordinater er heltal.

I denne artikel skal vi alene beskeftige os med formuleringen af en given
tekniks elektriske analogi, sdledes at der, nar der ses bort fra udelelighed,
kan ske en fastleggelse af den optimale produktion ved denne teknik som
ekstremumstilstanden for analogmodellen.

De grundleggende forudsetninger

Det vzsentligste kendetegn ved Walras’ system er, at det er en makro-
skopisk dynamisk model af mikroskopiske statistiske faznomener. I fysik
bliver lignende makroskopiske anvendelser af en dynamisk teori pa mikro-
skopiske statistiske faenomener brugt ved formuleringen af termodynamiske
problemer og i den elektriske netvaerksteori. Etableringen af en fysisk analog
til Walras’ gkonomiske systemn ma derfor begynde med en sammenligning
mellem de fysiske og skonomiske st af statistiske forudsaetninger.



En eksplicit erkendelse af et grundlaeggende konsekvent szt fysiske forud-
seetninger udvikledes i forbindelsen med undersegelsen af materialers mole-
kuleere og atomistiske opfersel (Lindsay og Margenau, 1936; Callen, 1960).
De gkonomiske forudsztninger blev formuleret analytisk som et st ideelle
betingelser, hvis opfyldelse betegnes som fuldkommen konkurrence (Zeu-
then, 1955; Henderson og Quandt, 1958). En skematisk sammenligning
kan opstilles pé felgende made:

Fysiske forudsatninger

konomiske forudsaetninger

la)

1h)

Alle mikrotilstande hidrerende
fra en given makrotilstand er
lige sandsynlige.

De mikroskopiske clementer
er ikke til at skelne fra hin-
anden.

la)
1h)

Ic)

Fri til- og afgang af firmaer
til og fra markedet.

Ingen aftaler, vedtegter og
bestemmelser for firmaerne.
Homogene produkter og tje-
nesteydelser.

2) Antallet af mikroskopiske cle-

menter er stort.

Antallet af bAde firmaer og
forbrugere er stort.

3)

Den diskrete variation af de
mikroskopiske elementer kan
repraesenteres ved kontinuert
varierede gennemsnit.

Den individuelle keber og sal-
ger har ingen indflydelse pi
markedets priser og {ysiske
stremme.

Udbredclsestiden er sa lille i
forhold til varigheden af den
cnkelte proces fremkaldt af en
endring i omgivelserne, at sy-
stemet makroskopisk kan be-
tragtes som et kontinuum.

4a)

4b)

Simultane forleb, dvs. uende-
lig hurtig tilpasning for badc
information og fysiske strem-
me.

Fuld delelighed.

5)

Isolerct univers eller system.

5)

Isoleret skonomisk system.

Det er indlysende, at det ikke er muligt at skabe en éntydig korrespon-
dance mellem de to szt forudsatninger. I det ovenstende skema er det
snarere tiltzenkt at samle de okonomiske forudsztninger i klasser med si
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lille overlapning som muligt og derefter jzvnfere hver af disse klasser
med en af de fysiske forudsztninger. Forudsztningerne er segt delt op pa
en sidan made, at 1 og 2 refererer til tilfredsstillelsen af de probabilistiske
postulater; 3 og 4 til gyldigheden af de direkte makroskopiske malinger
som et kvalitativt udtryk for de statistiske fordelinger; og 5 til muligheden
for ved hjelp af en invariant, additiv skalar (energi eller effekt) at kunne
etablere en kvantitativ sammenheeng imellem det mikroskopiske og det
makroskopiske synspunkt. Resultatet af denne fremgangsmade giver, som
det ses, en tilfredsstillende basis for skabelsen af cn sammenhang mellem
fysikkens og ekonomiens grundlaeggende love.

De grundleggende fysiske love

Den grundleggende teoretiske struktur, som klassisk mekanik, elektrisk
netvarksteori og termodynamik (eller mere korrekt, termostatik) bygger
pa, crkendes fra et makroskopisk synspunkt under de navnte forudsztnin-
ger lettest ved at betragte termodynamikken. Her er hele teorien udviklet
fra to grundleggende love, der generelt kan udtrykkes som:

1. lov: Invariansprincippet
2. lov: Det statistiske stremretningsprincip.

Igennem hele fysikkens historie har de to mest diskuterede og kritiserede
af de tidligere naevnte forudsztninger varet den, der angar henholdsvis
isolation, og udbredelsestid kontra procesvarighed. En undersegelse af gko-
nomisk litteratur viser, at disse to emner ogsa indirekte ligger bag en rackke
diskussioner indenfor dette omréade. Der vil derfor blive givet en kort gen-
nemgang af disse to forudsztninger set i forhold til de ovennzevnte to love.

Den tanke, at der i et isoleret univers md veere en invariant storrelse, for-
anderlig i form, men uforgengelig, blev forst erkendt i 1693 af Leibnitz
i forbindelse med studiet af massepunkter i ct almindeligt gravitationsfelt.
Matematisk blev den invariante sterrclse skildret som en additiv skalar
sterrclse, den sdkaldte energi. Efterhanden som yderligere typer af fysiske
systemer blev betragtet, viste det sig, at dette invariansprincip gentagne
gange ikke passede. I hvert eneste tilfzelde var det imidlertid muligt at gen-
skabe det ved at addere et nyt matematisk udtryk, der blev opfattet som
»energibidraget« fra den resterende, og indtil da, ukendte del af det isole-
rede univers.

Dybest set kan alle direkte fysiske malinger, i det mindste begrebsmaes-
sigt, opleses i manipulationer cller operationer med to-terminal instrumen-
ter. En sarlig egenskab ved de direkte fysiske malinger er imidlertid, at de
ikke kan forctages imellem systemer af forskellig fysisk art. For eksempel
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cksisterer der ikke et instrument, hvis ene terminal kan forbindes til én af
de elektriske klemmer pa en elektromotor, samtidigt med at den anden for-
bindes til den mekaniske aksel. Invariansprincippet er derfor den encste
made, hvorpa vekselvirkningen mellem sddanne systemer kan beskrives.
Det matematiske udtryk for dette princip kan derfor betragtes som en
tvangsbindingsligning mellem systemer af forskellig art. At dette virkelig
er tilfzeldet illustreres ved, at den matematiske behandling af formeludtryk-
ket for dette princip i fysikken er nert beslagtet med behandlingen af
saettet af tvangsbindingsligninger i klassisk mekanik.

Udtrykt mere specifikt er energi potentialet for mekanisk arbejde. Prin-
cipielt kan ethvert energiudtryk skrives som produktet af to sterrelser,
f. eks. kraft og forskydning. Vekselvirkningen mellem et arbitreert system
og dets adskilte omgivelser, der tilsammen udger et isoleret univers, be-
stemmes ved forst at tage differentialet af invariansligningen, der, nir der
tages hensyn til fortegn, bestar af en sum af to produkter. Fra dette diffe-
rential kan udskilles en undersum udelukkende bestaende af de udtryk,
der indeholder differentialerne til det udvalgte szt af uafhangige parametre,
der repraesenterer systemet og omgivelsernes uafhangige pavirkninger eller
kilder. Hvis den udskilte undersum viser sig at vezre et totalt differential
af en bestemt funktion, er der fundet en sakaldt tilstandsfunktion. I fysik-
ken defineres en tilstandsfunktion som en enkelt-vaerdifunktion, der er af-
ledt fra de grundlaggende naturlove, og hvis vaerdi pa et givet tidspunkt
udelukkende afhanger af systemets tilstand og ikke af forudgiende haen-
delser. Til sammenligning bygger den klassiske mekaniske inddeling af
tvangsbindingsligninger i holonome og ikke-holonome (dvs. integrable og
ikke-integrable) pa en lignende erkendelse af totale differentialer (Lanc-
zos, 1949).

Det er et velkendt fnomen, at et energiudtiryk i en tilstandsfunktion
kan afhznge implicit af tiden. Saledes er kinetisk energi f. eks. en funktion
af hastigheden, dvs. den tidsafledede af forskydningen. I den klassiske
mekanik har megen diskussion imidlertid varet koncentreret om mulig-
heden for, at den totale energi skulle vaere cksplicit athangig af tiden.
I disse tilfzelde vil energien naturligvis ikke bevares. Det blev derfor nor-
malt antaget, at energiens tidsvariationer var af en sidan karakter, at der
ved passende transformationer, der i princippet bestod af en addition af
tiden ¢ til de mekaniske variable, kunne defineres en ny invariansligning
og dermed en ny tilstandsfunktion.

I den elektriske netvaerksteori afhanger energiomsaetningen i kilder og
dissipative elementer eksplicit af tiden. Af denne grund er invariansprin-
cippet for elektriske netvaerk siden Maxwell (Maxwell, 1891) blevet an-
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givet som effektudtryk, hvor effekten er den tidsafledede af energien. Det
bemzrkes, at effekt principielt defineres som produktet af to tidsafledede
starrelser (f. eks. elektrisk sirom og spanding). Senere opdagedes det (Mil-
lar, 1951), at Maxwell’s formulering kun gjaldt i det linezre tilfelde, og
der blev derfor indfert to nye »effekt«-tilstandsfunktioner, der er analoge
med dem, der blev benyttet i klassisk mekanik. Disse to tilstandsfunktioner,
»content« og »co-content«, vil blive defineret og brugt senere i denne
artikel. Det vil pd dette sted vare tilstrackkeligt at navne, at et stort flertal
af de effektive, men fysisk set ofte vanskeligt forstaelige, moderne net-
varksmetoder pa simpel made kan forklares ud fra disse to effektudiryk
(Franksen, 1965).

Nar 1nvar1anspr1nc1ppct udtrykkes ved pa den ene side energi og dennes
tidsafhzengighed og pa den anden side sztningen om isolation, er det neert
tilknyttet problemet omkring anvendelse af de ovennavnte tilstandsfunk-
tioner til fastlzeggelse af ligevaegtstilstanden. De variable, der indgar i en
tilstandsfunktion, er alle makroskopiske. Disse variable og den tilsvarende
tilstandsfunktion er imidlertid kun defineret, hvis systemet mikroskopisk
set er homogent, hvilket betyder, at det kontinuert zndres fra én mikro-
skopisk ligevaegtstilstand til en anden. I hver mikroskopisk ligevaegtstilstand
vil systemets ydre pavirkninger ophave hinanden, hvilket medferer, at
systemet ogsa makroskopisk vil veere i ligevaegt. Alt i alt vil en beskrivelse
af et statistisk system udtrykt ved makroskopiske tilstandsfunktioner ske 1
form af en rakke ligevagtstilstande; om det er muligt elltr umuligt pa
denne made at beskrive et statistisk system med en makroskopisk dynamisk
teori udtrykt ved ligevaegtstilstande afhanger af effektiviteten af overgangs-
mekanismen pa det mikroskopiske eller atomistiske niveau. Den tidligere
navnte udbredelsestid er den karakteristiske overgangsegenskab i denne for-
bindelse.

Principielt er udbredelsestiden ¢t mal for den tid det tager for systemet
at ga fra én ligevaegtstilstand til en anden for at tilpasse sig en zendring i
omgivelserne. Udbredelsestiden er i virkeligheden en tidskonstant i betyd-
ning af eksponentiel afhangighed for udbredelsen pa det mikroskopiske
niveau. Derfor kan for et givet system med en given udbredelsestid kun
xndringer, der finder sted over tidsrum, der er meget lengere end ud-
bredelsestiden, beskrives ved makroskopiske malinger som en raekke af lige-
vaegtstilstande. P4 den anden side svarer endringer, der sker i tidsrum,
der er kortere end udbredelsestiden, til en razkke mikroskopiske uligevaegts-
tilstande, for hvilke det ikke er muligt at definere meningsfyldte makrosko-
piske malinger.

Indenfor termodynamikken er udbredelsestiden si stor, at andringerne

1
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ma ske »uendeligt Jangtsomt« for, at de kan defineres makroskopisk gen-
nem ligevagtstilstande. Dette medferer, at systemet til ethvert tidspunkt
er i en kvasistationar tilstand. Termodynamik er derfor i virkeligheden
termostatik, 1 hvilken alle betragtede @ndringer er kvasistatiske, forstaet
sadan, at de kan beskrives som en ordnet raxkke statiske ligevagtstilstande,
af hvilke ingen involverer hastigheder eller tid.

I den elektriske netvaerksteori er udbredelseshastigheden i modsaetning
til det ovenstdende i sterrelsesordenen lysets hastighed. Indenfor mange
anvendelser kan man derfor benytte en reprasentation ved diskrete para-
metre med uendelig udbredelsestid i den aktuelle problemformulering.
De involverede tilstandsfunktioner henfores alle til effekt (dvs. energiens
&ndringshastighed), hvis sum er nul for et netvaerk med diskrete para-
metre, nar det opfattes som et isoleret system. Dette betyder, at netveerket
til ethvert tidspunkt er i en ligevaegtstilstand karakteriserct ved opfyldelsen
af Kirchhoff’s love. Det understreges imidlertid, at ligevaegtstilstandene ikke
er statiske, men dynamiske stationzre eller ekstremum tilstande. Ved at
benytte effekt i stedet for energi i problemformuleringen er det dynamiske
problem imidlertid reduceret til et statisk pa en made, der fuldstendig
svarer til brugen af d’Alembert’s princip i den klassiske mekanik. Dette
betyder selviglgelig ikke, at det dynamiske problem kan leses ved hjelp
af statiske metoder. De dynamiske ligninger, der udtrykker den ojeblikke-
lige makroskopiske systemtilstand, er blot blevet udledt ved statiske lige-
vagtshetragtninger.

Det bemaerkes, at denne formulering udtrykt ved gjeblikkelige stationazre
tilstande ¢kke indebzrer noget om systemets stabilitet i tid.

Betragter man den anden lov, det statistiske stremretningsprincip, skal
det forst understreges, at denne lov ikke er absolut sikker, men kun yderst
sandsynlig. I termodynamikken fandt man, pa grundlag af Joule’s grund-
lzeggende forseg, at det for et isoleret system, hvis der er specificeret to til-
stande, altid er muligt at forene dem gennem et antal mekaniske zndrin-
ger; men at det ikke altid er muligt at definere andringer, der forer sy-
stemet bade frem og tilbage. Denne eksperimentelt fundne asymmetri
eller irreversibiltet, der er kendt som termodynamikkens anden hovedlov,
har faet adskillige formuleringer. Den almindeligst brugte er sandsynligvis,
at et isoleret systems entropi seger mod et maksimum. I denne artikel vil
Clausius’ formulering, der er langt mere anvendelig fra et interdisciplinaert
synspunkt blive benyttet. I almindelige vendinger kan anden lov udtrykkes:
en strom lober kun fra hojere til lavere potential.

Som et eksempel pa denne kvalitative, men éntydige lov betragtes frik-
tionen i forbindelse med forskydningen af et mekanisk system. Ved for-
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skydning afgives der cnergi pa grund af friktionen, hvilket vil sige at
energien fra en form (mekanisk energi) inkluderet i systemanalysen kon-
verteres til en form (varme), der ikke er inkluderet i systemanalysen. Et
fortegnsskifte for forskydningen vil ikke medfere fortegnsskifte for den dis-
sipative energikonvertering. Ideelle kilder er dualer til dissipation, da energi
her konverteres fra en form, der ikke er inkluderet i systemanalysen, til en
form inkluderet i systemanalysen. Taget sammen er dissipation og kilder
ensbetydende med en éntydig kausal orientering, som anden lov er et mere
generelt udtryk for.

Mdling og dertil knyttede begreber

Principielt er ekonomiske malinger orienteret mod en beskrivelse af
psykologiens og sociologiens tidsafhzengige biologiske faznomener. Behovs-
tilfredsstillelse og lignende emner fra den ekonomiske teori betragtes imid-
lertid som liggende uden for det narverende interesseomride, hvorved
dette begraenses til udelukkende at omhandle det tekniske-gkonomiske pro-
blem at styre en produktion.

I denne forbindelse skelnes mellem to grundleggende former for ma-
linger: malinger af priser og malinger af mangdestromme. Begge stammer
fra den ekonomiske teori for udbud og efterspergsel, hvor, som det senere
vil blive pavist deres indbyrdes afhangighed som pévirkninger pa en pro-
duktion er givet i form af udbuds- og efterspergselskurver. I denne for-
bindelse er det tilstraekkeligt at sige, at de er bestemt som gjebliksvardier.

Mailing er den eneste forbindelse mellem den fysiske virkelighed og en
hertil svarende teoretisk model. De teoretiske begreber, som kan henferes
til hinanden ved hjzlp af matematikens abstrakte regler, stammer siledes
fra malinger. I fysikken gives de teoretiske begreber mening i forhold til
virkeligheden ved at fortolke grundbegreberne reprazsenterende malingerne
pa én af to forskellige mider. Begge afhzenger af tid og sted, men adskiller
sig ved at vere orienteret mod malingens henholdsvis kvalitative og kvanti-
tative egenskaber. Disse to synspunkter benavnes her det operationelle og
det symbolske synspunkt.

Det operationelle synspunkt er karakteriseret ved, at de malte begreber
gives mening ved at henfores til de veldefinerede manipulationer, der skal
udferes af iagttageren for at gennemfere de tilsvarende mélinger. Dette
er ensbetydende med, at malinger kvalitativt klassificeres ved, at de for-
tolkes ud fra det sxt operationer, der udger den aktuelle maleprocedure.

Principielt kan der, afhzngigt af den made hvorpd maleinstrumentet
i det mindste begrebsmaessigt bruges, skelnes mellem to forskellige slags
malinger. En transvariabel (across-variable) males ved at instrumentet

2%
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samtidigt tilknyttes to forbindelsespunkter i systemet, uden at dettes for-
bindelser skaeres op. Eksempler pa transvariable er spaending, forskydning,
rotation og temperatur. Det bemzrkes, at det ene forbindelsespunkt kan
vaere et fast referencepunkt, som det f.eks. er tilfeldet ved maling af
knudepunktsspaendinger, forskydning af masser i et gravitationsfelt og i
gkonomi priser. En intervariabel (through-variable) méles i modsetning
hertil ved at skaere systemet op i det aktuelle forbindelsespunkt og indsztte
instrumentet i opskeringspunktet. Eksempler pa intervariable er elektrisk
strom, mekanisk kraft, drejningsmoment og varmestrem. I gkonomien ma
stromme af resourcer og varer karakteriseres som intervariable.

Fra et matematisk synspunkt kan operationelt definerede mélinger af
en arbitrer observérbar egenskab opfattes som elementer af den samme
matematisk gruppe. For at klassificeres som malinger ma elementerne i det
mindste tilfredsstille en binar zkvivalensrelation. Hvis elementerne kun
tilfredsstiller denne relation, siges de at blive malt p& en nominel skala
(zekvivalensskala). Hvis elementerne ud over den binzre &kvivalensrelation
ogsa tilfredsstiller en binaer ordnende relation, siges de at veere malt pa en
ordnende skala. Det bemzrkes, at den resulterende ordning af et set ma-
linger i en raekkefelge forudsztter en topologisk orientering af tid og rum.
Operationelt definerede malinger tilfredsstiller ikke en binzr operation
som f.eks. additionsreglen. Malingerne kan imidlertid give afggrende
vidnesbyrd for mulighederne for at postulere en sidan operation.

Psykofysik og teorien for behovstilfredsstillelse er videnskabelige omrader,
indenfor hvilke teoretiske modeller etableres ud fra operationelt definerede
malinger (Samuelson, 1938; Stevens, 1959; og Baumol, 1965). Den gene-
relle filteori, der ligger bag konstruktionen af integrerede databehandlings-
systemer, er et andet omrade, baseret pa operationelt definerede malinger
(Orchard-Hayes, 1959; Franksen og Remer, 1963).

Det symbolske synspunkt er karakteriseret ved, at de teoretiske begreber
gives mening ved at blive udledt fra postulater, hvis gyldighed ikke kan
bevises, men som erfaringsmeessigt er i overensstemmelse med virkelig-
heden. Et sat postulater som kan bruges ved den kvantitative identifikation
af teoretiske begreber med observérbare egenskaber er felgende tre.

Forste postulat vedrerer forholdet, om den teoretiske model er baseret
pa kausalitet eller sandsynlighed. Som tidligere nzvnt kan en makroskopisk
maling opfattes som en reprasentation af sivel en deterministisk som en
probabilistisk observérbar egenskab. Valget afhznger af den resulterende
teoris samlede overensstemmelse med virkeligheden (Papoulis, 1964).

Det andet postulat introduceres for at tillade fastszttelse af felles-
begreber, der udtrykker identitet mellem operationelt forskellige storrelser



149

(Bridgman, 1927 og 1936). Det symbolske synspunkt erkender ikke, at en
oprindelig observérbar sterrelse, efterhinden som maleobjektets fysiske
storrelse tiltager, opherer med at eksistere og derfor ma erstattes med en
anden observérbar storrelse, der operationelt er forskellig fra den forste. Et
cksempel pa dette forhold er begrebet langde, som bade bruges til at be-
skrive astronomiske langder, tekniske lengder og atomare langder.

Det tredie postulat vedrerer antagelsen om kontinuitet eller i det mind-
ste stykkevis kontinuitet. Kontinuitet er en matematisk idealisering, som
malinger i kraft af selve deres natur ikke kan bekrzfte. Betingelsen for
at introducere kontinuitet ligger i den operationelle erkendelse af afgo-
rende vidnesbyrd for muligheden af at postulere cksistens af en biner
additionsregel. Det er pa denne made muligt at reprasentere de teoretiske
begreber ved metriske, symbolske storrelser som, i det mindste indenfor
visse omrader, er anvendelige til numeriske beregninger.

Sidestillet med kontinuitetsforudsztningen er differentiabilitetsforud-
setningen. Sidstnevnte forudsatning har forbindelse med begreberne eks-
tensive og intensive variable, der stammer fra termodynamikken. Eksten-
sive variable er her direkte proportionale med systemets masse eller stor-
relse, hvilket intensive variable ikke er. Indenfor egkonomien betragtes
analogt mengder af varer eller resourcer som ekstensive variable, mens
tidsafledede som priser eller stromme af varer eller resourcer er intensive
variable.

En vurdering af de operationelt definerede malinger, transvariable og
intervariable, ud fra et matematisk syn pa deres fortolkning som metriske
storrelser giver folgende resultater. Afhangigt af, om den metriske méle-
skala indeberer kendskab til et absolut nulpunkt eller €], skelnes mellem
en forholdsskala og en intervalskala (Stevens, 1959). Forholdsskalaen er
karakteristisk ved at have et absolut nulpunkt, sdledes at den er invariant
overfor transformationer af typen x" = ax. I modsztning hertil er inter-
valskalaen karakteriseret ved ikke at have noget absolut nulpunkt, saledes
at intervalskalaen er invariant overfor transformationer af typen &" =
ax -+ b. Erfaringen viser, at direkte méling af en intervariabel, f. cks. en
varestrem eller -meengde altid baseres pa en forholdsskala. P4 den anden
side baseres direkte malinger af en transvariabel normalt pa brugen af
intervalskalaer. Fastlaeggelse af nulpunktet eller referencepunktet for ma-
ling af elektriske knudepunktsspzendinger eller gkonomiske priser er derfor
et spergsmal om, hvad der er tilvant eller praktisk. Det bemarkes imid-
lertid, at differenser pa intervalskalaer kan males pa en forholdsskala.
F. eks. er spaendingsfaldet over en elektrisk komponent (defineret som dif-
ferensen mellem to knudepunktsspzndinger) eller stigningen i gkonomisk
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veerdi langs en aktivitet (bestemt som differensen mellem to priser)
transvariable malt pd en forholdsskala. I fysikken opfattes transvariable
malt pa en intervalskala generelt som skalzre potentialer, mens intervariable
malt pa forholdsskalaer opfattes som vektorer. Den arbitraere retnings-
reference, der tillegges en intervariabel parameter, er en operationelt defi-
neret positiv orientering mellem de to forbindelsespunkter brugt ved be-
stemmelsen af den tilsvarende transvariable parameter.

Efter saledes operationelt at have defineret de grundleggende malinger
samt symbolsk at have formuleret deres tilsvarende begrebsmaessige abstrak-
tioner cr det muligt at fremsatte de grundleggende afhangigheder eller
love. Det er klart, at den teoretiske formulering af grundleggende love
baseres pa erkendelsen af strukturelle cgenskaber, der er invariante over-
for visse veldefinerede endringer (Weyl, 1952). For matematisk at vise
denne invarians i struktur eller form tilstrazbes den storst mulige symmetri
i den teoretiske formulering, idet der fuldstandig ses bort fra den funda-
mentale betydning som direkte malinger, der danner basis for de forskellige
enhedssystemer, har indenfor eksperimentcl praksis. Eksempler pa en sddan
anvendelse af symmetribegrebet som et teoretisk formuleringsveerktaj er
Maxwell’s brug af matematisk formelsymmetri i forbindelse med hans for-
mulering af elektromagnetismens grundlaeggende love (Campbell, 1921)
og brugen af avancerede gruppeteorctiske begreber indenfor moderne
kvantemckanik.

Det bemarkes, at en teoretisk formulering baseret pa symmetri eller
strukturvarians ikke nedvendigvis beskriver, hvad der bogstavelig talt eksi-
sterer. Formalet med cn teori er at organisere observationer til en rationel
helhed. De fleste af de hidtil fremsatte deterministiske teorier, bortset fra
den elektriske netvarksteori, tager sigte pa at give en rationel beskrivelse
af systemer med fa men komplicerede elementer. For dissc teorier har
geometrien varct det matcmatiske vaerktej, som bedst gav det rationelle
helhedsbillede. I dag stiler man imod teoretisk at beskrive systemer med et
meget stort antal clementer, hvis egenskaber er simplificeret ved at blive
karakteriseret som naturlove af nedenfor behandlede art. Hovedvagten
ved beskrivelse af disse systemer lzgges herigennem pa malingerne. Malin-
ger kan, som vi tidligere har set, defineres som beskrivelse af observationer
ved hjzlp af tal i overensstemmelse med en regel, der angiver den pa-
gxldende maleskalas art. Tal og derigennem aritmetiske ideer og begreber
bliver derfor den afgerende egenskab ved opstillingen af et rationelt hel-
hedshillede. Det er dette forhold, der ligger til grund for den ovennzvnte
fremheevelse af symmetribegrebet og dets strukturelle begrebsafledninger
i den moderne algebra.
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Som et passende udgangspunkt for formuleringen af den ekonomiske
produktionsteori ud fra symmetribegrebet vil her blive brugt felgende orga-
nisation af pkonomiens grundleeggende malinger:

Ekstensive Intensive

Transvariable — Priser: p
Intervariable Meangde af resourcer eller Strem af fysiske

varer i fysiske enheder: enheder

q i = dq/dt

Forklaringen p& de variable i dette skema folger umiddelbart af den
foranstiende diskussion af de grundlzggende malinger. Det bemzrkes
imidlertid, at i ekonomi er den ekstensive transvariable, der er tidsintegra-
tet af prisen, normalt ikke defineret. Indenfor elektromagnetismen er denne
variabel den magnetiske flux. Det m& derfor forventes, at denne variabel
under ceteris paribus betingelser har karakter af penge betragtet som kapi-
tal (Zeuthen, 1953).

Et af de mest overraskende forhold indenfor fysik og ekonomi er, at
alle de grundleeggende relationer eller love afledes af en simpel ligefrem
cller omvendt proportionalitet mellem en transvariabel og en intervariabel
parameter. Det synes oplagt, at dette forhold har sin oprindelse i den tid-
ligere neevnte to-terminal egenskab ved vore maleinstrumenter.

Under linezre forhold eller ceteris paribus forudsetninger er Ohm’s lov
ct fysisk eksempel pa ligefrem proportionalilet mellem en intensiv trans-
variabel og en intensiv intervariabel. Den til loven svarende proportiona-
litetskonstant kendes i dette cksempel som modstanden. Granscvaerdierne
for dennes sterrelse er nul og uendelig, og disse vaerdier benyttes sammen
med en angivelse af én af de variable ved specifikationen af en ideel kilde.
I praksis holder forudsetningen om linearitet sjzldent. I stedet betragtes
ofte kun differenticlle ndringer om et givet arbejdspunkt.

Indenfor gkonomien er cksempler pa denne type af relationer efter-
spergscls- og udbudskurver, som er en énentydig sammenhzng mellem in-
tensive variable, hvor de sidste endvidere krecves at vaere ikke-negative.
Kurverne antages for linczre indenfor bade kvadratisk og linezer program-
mering, hvor den sidstnaevnte fremgangsmade udmaerker sig ved at udnytte
kurver parallelle med enten prisaksen (idecl udbudskurve) eller med strom-
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aksen (ideel eftersporgselskurve). Analogt med grensctilfzeldene for Ohm’s
lov kan en ideel udbudskurve og en ideel eftersporgselskurve betragtes som
henholdsvis en ideel intervariabel eller stremkilde og en ideel transvariabel
eller priskilde.

Traditionsmessigt defincres og bestemmes udbuds- og eftersporgselskur-
ver ud fra totalkurverne som gennemsnitskurver. I fysikken er i modsatning
hertil alle naturlove sdsom Ohm’s lov marginalkurver, og gennemsnits- eller
totalkurver bruges aldrig. Det er klart, at der i line®r programmering,
hvor der kun benyttes ideelle udbuds- og eftersporgselskurver som omtalt
ovenfor, ikke er forskel pd gennemsnits- og marginalkurver. Imidlertid er
matematisk programmering, som det let kan vises ved numeriske eksempler
fra kvadratisk programmering (Franksen, 1957), og som det er haevdet af
gkonomer, et varktgj til marginalanalyse (Dorfman m. fl., 1958; Schnei-
der, 1966). Det ma derfor i lighed med fysikken konkluderes, at de grund-
leggende okonomiske relationer, der skal bruges i matematiske program-
meringsmodeller, er marginale udbudskurver og marginale eftersporgsels-
kurver.

Indenfor fysikken er relationer med omuvendt proportionalitet altid et
produkt af en transvariabel og en intervariabel, og vaerdien af produktet er
en additiv skalar. Denne resulterende skalar er energi eller effekt, dvs.
endringshastighed for energi. Formuleringen af den ovenfor nzvnte forste
lov for et isoleret system baseres udelukkende pa skalarer fremkommet ved
sadanne produkter. Gennem termodynamikken og moderne teknisk forsk-
ning indenfor clektromekaniske systemer er det blevet erkendt, at energi er
en funktion af et szt uafhangige ekstensive parametre. Endvidere har den
sidstnaevnte forskning afslorct, at energi skal defineres som integralet af en
intensiv parameter med hensyn til en ekstensiv parameter (Cherry, 1951;
Franksen, 1965). Denne definition er naturligvis i overensstemmelse med
de termodynamiske konsekvenser, hvor den intensive parameter defineres
som den partielt afledede af den indre energi med hensyn til de uafhaengige
ckstensive parametre (Callen, 1960). Idet der blev lagt vaegt pd symme-
trien i den teoretiske formulering af clektromagnetiske problemer, viste
det sig praktisk at introducere dualen til energi, den sakaldte co-energi,
der defineres som integralet af en ekstensiv parameter med hensyn til en
intensiv parameter. Termodynamikkens forskellige energitilstandsfunktio-
ner sammensattes af energi- og co-energiudtryk. Principielt er energi og
co-energi udtryk for et systems muligheder for at udfore mekanisk arbejde.
Sidstnzevnte defineres som mekanisk kraft multipliceret med forskydningen
1 kraftens retning, dvs. en intensiv intervariabel multipliceret med en eks-
tensiv transvariabel.
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En yderligere udvikling, introduceret af Maxwell i hans bersmte »var-
meteorem« (Maxwell, 1891) er brugen af effekt som en tilstandsfunktion.
Effekt defineres som produktet af en intensiv transvariabel og en intensiv
intervariabel. For at teorien ogsa skulle omfatte ikke-linezere systemer in-
troduceredes senere i stedet for effekt to besleegtede funktioner, content og
co-content (Millar, 1951). Begge disse funktioner defineredes fuldsteendig
analogt med definitionerne af energi og co-energi. Content defineres derfor
som integralet af en intensiv transvariabel med hensyn til en intensiv inter-
variabel, mens co-content defineres som integralet af en intensiv intervaria-
bel med hensyn til en intensiv transvariabel.

Inden for gkonomien stammer de tilsvarende relationer med omvendt
proportionalitet mellem to faktorer fra den konventionelle bestemmelse af
udgifter og profit. Med henblik pa brugen af disse begreber til definition
af gkonomiske tilstandsfunktioner som forsegt af Samuelson (Samuelson,
1952 & 1960) vil her blive givet en kort gennemgang af den ekonomiske
analogi til de ovenfor introducerede fysiske begreber.

Okonomisk energi og co-energi kan introduceres udtrykt ved priser, p,
i pengeenheder og mzngder, g, i fysiske enheder. Specifikt er energien, U,
og co-energien, U’, defineret som

U= [bdq (1)
og »
U'= [ rdq (2)

Dcn praktiske brug af disse begreber er imidlertid ret begranset, da de
sandsynligvis kun kan benyttes i Jukkede Leontiefsystemer, hvor der ikke
findes primare faktorer eller slutkonsumenter (i den elektriske netvaerks-
terminologi udtrykkes dette ved, at systemet er konservativt uden kilder
og dissipation).

Qkonomisk content og co-content er pa den anden side af afgerende
betydning, cftersom det ved hjalp af disse to begreber er muligt at for-
mulere gkonomiske tilstandsfunktioner i enhver henseende fuldstendig
analoge med fysikkens. Udtrykt ved priser, p, i pengeenheder og stremme,
2, i fysiske enheder dcfineres, med stremmen, i, som uafhangig paramcter
content K, som

K={pdi (3)
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og med prisen, p, som uafhengig parameter, co-content, K’, som
»
K = {idp (4)
]

Matematisk programmering er et eskonomisk verktsj bascret nasten
udelukkende pa content og co-content tilstandsfunktioner afledt ud fra
marginale udbuds- og eftersporgselskurver. I linezr programmering, hvor
ideelle udbuds- og eftersporgselsfunktioner betragtes, udtrykker co-content
tilstandsfunktionen produktionsfaktorernes totale varierende omkostninger,
mens content tilstandsfunktionen repreasenterer totalindtaegten. I andre
typer matematiske programmeringsproblemer vil det dog normalt ikke vzre
muligt at give disse tilstandsfunktioner en tilsvarende, intuitiv simpel for-
tolkning.

Ligevagisbetingelser

I den fysiske terminologi er alle de ovenfor beskrevne mélinger, fysiske
savel som ekonomiske, makroskopiske gennemsnit af mikroskopiske, stati-
stiske feenomener. Hovedformalet med den tidligere gennemgang af for-
udszetningerne var at sikre gyldigheden af de makroskopiske malinger gen-
nem en éntydig reprasentation af disse statistiske gennemsnit. Mikrosko-
piske tilstande, der tilfredsstiller dette szt af forudsatninger, betegnes mi-
kroskopiske ligevagtstilstande. Det er indlysende, at et system under det
specificerede szt forudsatninger vil andres kontinuert fra én ligevaegts-
tilstand til en anden. I hver af disse mikrotilstande vil de ydre pavirkninger
imidlertid ophzve hinanden, hvis den homogene fordeling opretholdes.
En makrotilstand kan derfor kun defineres som reprasenterende mikrosko-
piske ligevaegtstilstande, hvilket vil sige, at enhver makrotilstand, der kan
defineres ved makroskopiske malinger, kan opfattes som en stationzr eller
ckstremum tilstand fra den klassiske mekaniks synspunkt.

Det vasentligste forhold i forbindelse med makroskopiske dynamiske
beskrivelser af fysiske systemer (f. eks. elektriske netveerk) og ekonomiske
systemer (f.cks. Walras’) er, at sidanne beskrivelser kun kan udtrykkes
ved ligevaegtstilstande cller stationzere tilstande. En vigtig felge af denne
iagttagelse er, at det er muligt direkte ud fra de aktuelle makroskopiske
malingers grundegenskaber at etablere et szt nedvendige og tilstraekkelige
hetingelser for ligevaegt.

Den farste og derfor nodvendige betingelse for ligevaegt stammer fra den
klassiske mekanik. Her siges ct statisk system at veere i ligevaegt, hvis det er
i hvile. For et statisk systemn er vektorsummen af alle ydre og indre krafter
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lig nul. Denne betingelse er imidlertid kun ngdvendig, da den ogsa tilfreds-
stilles af et ikke-accelereret mekanisk system i translatorisk bevaegelse. Ved
for et system 1 bevagelse at betragte hgjre side af Newton’s bevaegelseslov
(»kraft gange acceleration«) som en ny »inertikraft« og indfere denne
skraft« i vektorsummen af de andre krafter, udstrakte d’Alembert an-
vendeligheden af denne statiske ligevaegtsbetingelse til ogsa at gxlde dyna-
miske forhold. Principielt er krafter, ligesom elektriske stromme, intensive
intervariable. Den analoge nedvendige betingelse i den elektriske netvaerks-
teori er derfor Kirchhoff’s knudepunktlov, der siger at summen af de elek-
triske stremme 1 et knudepunkt er nul. I almindelighed kan den nedvendige
betingelse for et dynamisk systems ligeveegt derfor udtrykkes saledes, at
intensive intervariable mdlt pd en forholdsskala har summen nul i et knude-
punkt (knudepunktsloven).

I den gkonomiske teori for dynamiske systemer er det velkendt, at de
involverede stromme tilfredsstiller denne nedvendige betingelse (Zeuthen,
1955). Det interessante er imidlertid, at dette normalt fortolkes som en
betingelse for statisk ligevaegt. d’Alembert’s princip @ndrer formuleringen
af et dynamisk problem til at vare statisk; men dette betyder ikke, at det
dynamiske system bliver statisk, eller at dynamiske problemer kan loses
ved hjalp af statiske metoder. Samuelson synes i sit korrespondanceprincip,
som er en fuldstzendig analog®) til d’Alembert’s princip, som den eneste at
have erkendt, at dynamiske problemer kan reduceres til statiske fra et for-
muleringssynspunkt (Samuelson, 1947). Det generelle ekonomiske pro-
blem, komparativ statik, som Samuelson betegnede det teoretiske arbejde,
der stammer fra hans korrespondanceprincip, er derfor ikke et statisk pro-
blem. Siden alle indgéende variable cr intemsive, og de tilsvarcnde til-
standsfunktioner alle refercrer til effekt, drejer det sig tvaertimod om et
dynamisk problem, men det cr formuleret ved hjalp af statiske mectoder.
Den kendsgerning, at tilgrundliggende mikroskopiske fznomener cr sta-
tistiske, tvinger den makroskopiske model til at vazre i gjeblikkelig lige-
vaegt. Men dette indeberer kun, at det ekonomiske system pa cthvert tids-
punkt er i en stationzr eller ekstremum tilstand. Problemet komparativ
dynamik (Samuelson, 1947) er at undersege om et system et stabilt i tid,
forstiet sddan at dect oprindelige szt forudsetninger holder, cfterhinden
som de ydre pavirkninger endres 1 tid (Granger & Hatanaka, 1964).

*) Samuelson’s korrespondanceprincip er i virkeligheden noget mere omfattende end
d’Alembert’s lov, idet det ogsd indebzrer en transformation af en tidsafhangig
encrgifunktion til en tidsinvariant effektfunktion, der kan danne udgangspunkt for
definitionen af den gkonomiske tilstandsfunktion (Franksen, 1967).
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Den til den ovenstiende nedvendige betingelse svarende tisirakkelige
betingelse for ligevaegt er behandlet i den elektriske netvarksteori, hvor den
cr kendt som Kirchhoff’s maskelov. Denne lov siger, at summen af elek-
triske spendinger rundt i en lukket maske eller vej er nul. Trent papegede
senere (Trent, 1955), at denne lov indenfor mekaniken har en analogi,
som indtil da var overset, nemlig at en almindelig summation af forskyd-
ninger forsvinder langs en lukket vej. I begge tilfzelde baseres formuleringen
af denne betingelse pa, at den gzlder for transvariable malt pa en forholds-
skala, hvor disse transvariable er afledt fra malinger pa en intervalskala.
Det er vasentligt at leegge merke til, at det er arten af den oprindelige
maleskala, der betinger formuleringen af ligevagtsbetingelsen. I alminde-
lighed er den den anden og tilstrackkelige ligevaegtshetingelse for dynamiske
systemer, at summen af transvariable malt pa en forholdsskala er nul langs
en lukket vej (maskeloven).

Den gkonomiske analog til dennc betingelse er, at summen af priser
omformet til verdistigninger (prisdifferenser) er nul langs en lukket maske
cller vej.

I gkonomisk teori sivel som i elektrisk netvarksteori holder disse to
betingelser, knudepunktsloven og maskeloven, til ethvert tidspunkt, natur-
ligvis forudsat at det tidligere specificerede sat af forudsetninger er op-
fyldt, saledes at der kan defineres meningsfulde makroskopiske méalinger.
Produktion er en tidskrzevende proces. Den mest kritiske forudsatning er
derfor kravet om en tilstraekkelig lille udbredelsestid.

Okonomiens tidsbegreber, udirykt ved adjektiverne kortsigtet og lang-
sigtet, hvor sidstnaevnte fleksibelt forbindes med den tid som firmaets poli-
tik, besiddelsesforhold og forpligtelser straekker sig over, mens forstnzvnte
refercrer til en i forhold hertil meget kortere periode, har redder langt til-
bage i gkonomiens historie. Sammenlignet med definitionen af dct fysiske
tidsbegreb som en af de grundleggende uafhangige variable, synes disse
pkonomiske tidsbegreb at sigte pd en tidsbeskrivelse, som, indenfor det
betragtede tidsinterval, sikrer at udbredelsestiden for det aktuelle delsystem
¢r meget mindre.

Principielt ma den praktiske fremgangsmade bestd i forst at bestemme
alle priser og fysiske mangders tidsvariation i det totale skonomiske system.
For det andet mi priser og stremme, analogt med hvad der kan kaldes
Vagn Madsens variabilitetsprincip indenfor regnskabsvasen (Madsen,
1963), grupperes i overensstemmelse med deres variationer som funktion
af bestemte fysiske tidsintervaller (i uger, méneder eller ir). Et ekonomisk
delsystem, svarende til et givet fysisk tidsinterval og defineret ved de re-
levante priser og mangder, kan siledes betragtes som havende uendelig



157

hurtig udbredelse eller svar, hvis de totale veerdier i tidsintervallet bruges
til at repraesentere »@jeblikkelige« priser og stramme. Dette er ensbetydende
med, at det fysiske tidsinterval opfattes som én enkelt okonomisk tidsenhed.
P4 denne made kan gkonomiens dynamiske teori i form af matematisk
programmering benyttes ved beskrivelsen af hvert af de skonomiske del-
systemer defineret ud fra variabilitetsprincippet.

Beskrivelsen af et sdledes fastlagt okonomisk delsystem er det emne,
der har interesse i denne forbindelse. Walras’ model, og dermed de linezre
og kvadratiske programmeringsmetoder, glder kun for sadanne delsyste-
mer. Det analoge elektriske netvaerk, der vil blive formuleret i det fel-
gende, er derfor udelukkende en model af sddanne systemer. I praksis
mi det totale gkonomiske system beskrives ved hjelp af et helt sat af sa-
danne delsystemer cller netveerk pa hver sit niveau defineret ud fra forskel-
lige tidsintervallzengder. Det bemerkes imidlertid, at forbindelsen mellem
to netvaerk pa tilstedende tidsniveauer er sidan, at aktiviteter i netvaerket
med det leengste tidsinterval optraeder som produktionsfaktorer i netvaerket
med det korteste tidsinterval, hvis de to niveauer er direkte forbundet gen-
nem produktionsprocessen.

Okonomiens fundameniale love

Det grundlzeggende i skonomien ved formuleringen af Walras’ lignings-
system for et varemarked med fuldkommen konkurrence er beskrivelsen af
et atomistisk eller mikroskopisk, isoleret system ved en dynamisk, makro-
skopisk teori. Ved at tilfredsstille forudsatningerne om fuldkommen kon-
kurrence er det sikret, at den makroskopiske, dynamiske teori er menings-
fuld. Normalt fas den mikroskopiske homogenitet ved at antage, at savel
foretagender som forbrugere udviser en konstant rationel opforsel. 1 ser-
deleshed antages det, at alle foretagender seger at maksimere deres profit,
mens pa den anden side forbrugerne maksimerer behovstilfredsstillelsen.

Idet vi ikke gir naermere ind pé, hvorvidt dette er en realistisk anta-
gelse, koncentrerer vi interessen om det faktum, at den kun er rettet mod
betingelserne for et varemarked. Naturligvis kan antagelsen om mikro-
skopisk homogenitet i en individuel produktion (i skonomisk betydning)
tilfresstilles bedre ved at gennemtvinge intern standardisering etc. Fra en
ingeniors fysisk orienterede synspunkt ser det derfor besynderligt ud, at
Walras’ ligningssystem i gkonomien formuleres direkte ud fra de ovenfor
angivne forudsetninger for et konkurrerende marked. I szrdeleshed fordi
den matematiske programmering, der er udsprunget heraf, oftere benyttes
til bestemmelse af den egkonomisk optimale tilstand for en produktion.
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Dct Walraske ligningssystem er helt klart en makroskopisk, dynamisk
model, som kan anvendes generelt. Vi vil derfor her formulere de to
grundlzeggende love, analoge til fysikkens, hvorpa modellen er baseret,
som dynamisk teori betragtet.

Imidlertid m& man, for disse to love formuleres og diskuteres, gore sig
klart, at de og den dertil svarende dynamiske teori ikke nedvendigvis skal
baseres pa et st af statistiske forudsetninger. Klassisk mekanik kan tages
som et analogt cksempel, hvor gravitationsfeltets retning blev opfattet som
en deterministisk udgave af den tidligere angivne anden lov (Lindsay &
Margenau, 1936). Det vil sige, at en dynamisk teori baseret pa de to love
ogsa kan vare anvendelig ved beskrivelsen af en produktion, hvor antallet
af grundelementer er sa lille, at et statistisk system ikke kan defineres.

Under forudsztning af et isoleret skonomisk system i form af et marked
med fuldkommen konkurrence har tidligere skonomer opdaget en vigtig
identitet, som siden er blevet kaldt Walras’ lov (Dorfman m. fl.,, 1958;
Baumol, 1965). Per definition er enhver, som eftersparger en vare, for-
beredt pa i bytte at yde den tilsvarende verdi i penge eller andre varer.
Pa lignende made kraever enhver, der szlger varer pa et marked i bytte
en hertil svarende vardi i penge eller andre varer. Det vil sige, at enhvers
efterspergsel og ydelse er underkastet en budgetbetingelse, som siger, at ud-
gifter til varer modsvarer indtegter fra faktorydelser. Da dette er sandt
for hvert enkelt individ, er det ogsa sandt for individerne taget under ét.
Derfor kan Walras’ lov i ord formuleres siledes at den udtrykker, at for
et isoleret okonomisk system ma den totale verdi i penge af alle de en-
heder, der udbydes, vere lig den totale pengeveerdi af alle de efterspurgte
enheder. Ifglge Baumol (Baumol, 1965) ma denne sammenhang, som er
»little more than an accounting relationship«, vare opfyldt uafhzngig af
systemets tilstand.

I den ekonomiske teori udledes Walras’ lov under forudsatning af pro-
portionalitetslovens tilfredsstillelse ofte som en ligevagtsbetingelse for Wal-
ras’ ligningssystem anvendt pa et i ligevaegt varende marked med fuld-
kommen konkurrence. Det synspunkt, som er anlagt i denne artikel, er, at
Walras’ lov udtrykker invariansprincippet for et isoleret akonomisk system.
Med Baumol’s ord: »It is difficult to imagine an economy in which this
law does not hold«. Vi vil derfor betragte Walras’ lov som okonomiens
1. lov. En matcmatisk formulering af denne lov vil blive foretaget i for-
bindelse med formuleringen af det Walraske ligningssystem.

For at na frem til skonomiens 2. lov ma vi igen ty til fysiske analogier.
Den sékaldte neo-klassiske teori for et varemarked med fuldkommen kon-
kurrence og 1 endnu hgjere grad for en gkonomisk produktion baserer sig
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pa forestillingen om rationel opfersel. Pa det mikroskopiske niveau er
rationel opfersel ensbetydende med homogenitet. P4 den anden side ma
rationel opfersel pa det makroskopiske niveau formuleres ved makroskopiske
malinger, f. eks. stremme og priser. Det makroskopiske begreb for rationel
opfersel vil derfor afvige fra det mikroskopiske.

Resultatet af makroskopiske maélinger pd et isoleret gkonomisk system
under veldefinerede pavirkninger er, at alle forandringer, som optrader,
har ganske bestemte retninger. Det vil sige, at i en industriel produktions-
proces er det umuligt at vende retningen af de fysiske stremme. I gkono-
miske termer vil det sige, at stremme altid vil ga i retning fra resourcer eller
produktionsfaktorer mod efterspergslen. Anvendelsen af betegnelserne input
og output for de fysiske stremme illustrerer dette. Det kan uddybes pa
folgende méde. I gkonomien er det fundamentale problem allokeringen af
begrensede midler til enskede mal. Disse mal svarer til efterspergsel som
funktion af priserne. I et isoleret system vil det fra det makroskopiske syns-
punkt vare naturligt at forsage en produktion, hvis den tilsvarende strem
af aktivitet har en hgjere pris og dermed vardi ved stedet for produk-
tionsfaktoren end ved eftersporgslen.

Vi har tidligere vist, at priser i fuldsteendig analogi til elekiriske knude-
punktsspeendinger var intensive transvariable maélt pa en intervalskala.
Svarende hertil kan vi opfatte priser som gkonomiske potentialer. Begre-
bet rationel opforsel formuleret som et statistisk princip for den makrosko-
piske stremretning kan derfor ses at vere analog til det statistiske princip
for stremretning i fysikken. I ord kan skonomiens 2. lov derfor formuleres:
En strom vil kun gd fra en lavere til en hojere pris.

En sammenligning af de to grundleggende skonomiske love:

1. lov: Walras’ lov

2. lov: Stremretningen for rationel opfersel
med de tilsvarende to fysiske love viser, at de er helt analoge, bortset fra
fortegnet i den anden lov. I terminologien for den elektriske netvaerksteori
kan fortegnsskiftet for den gkonomiske stroms retning forklares ved at sige,
at vi i gkonomien koncentrerer interessen om stremmene» inden i en span-
dingskilde« (Enke, 1951).

De grundleggende postulater

Pa baggrund af den foregaende diskussion er vi nu i stand til matematisk
at formulere gkonomiens to grundlaeggende love eller postulater og de til-
standsfunktioner, som kan udvikles udfra forste lovs betingelser.

Det antages, at vi i det isolerede system har n limitationale ressourcer
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cller produktionsfaktorer til radighed. Da de alle er intensive intervariable,
opfatter vi dem som stremme. P4 matrixform, hvor index ¢ star for trans-
ponering, skrives de:

Y= {y1, 32, ..., yu} (5)
De dertil svarende n produktionsfaktorpriser, som er intensive transvariable
malt pa en intervalskala, skrives tilsvarende:

Vt= {v1, v2 ..., 0n} (6)

Lad os antage, at m efterspurgte produkter opfattet som stremme produ-

ceres i folgende mangder:

Xt = {x1, x2, ..., Xn} (7)
og med de m markedspriser
Pt={ps, b, - .., pm} (8)

Da det drejer sig om et lukket skonomisk system, kan den totale skono-
miske effekt i systemet eller Walras’ lov formuleres:
XP—-YV=0 (9)
Pa dette punkt vil det vaere formalstjenligt kort at diskutere, hvorledes
man kommer fra det matematiske udtryk for det skonomiske ligeveaegts-
princip til de gkonomiske tilstandsfunktioner, som gezlder ogsa i det ikke-
linezere tilfelde med aftagende udbytte.
Forst bemarker man, at en differenticl z&ndring i den totale effekt er
nul. Det vil sige, at man ud fra ligning 9 far:
d(X‘P—-YWV)=0 (10)
som ved hjxlp af ligningerne 58 kan skrives:

m m n n
Zxidpi+ Zpiodei— Zyi-doi— 2Zvj-dyi=0 (11)
i=1 i=1 j=1 j=1

For det andet ma man huske, at de to led i differensen i ligning 9 ud-
trykker vekselvirkningen mellem to uafhaengige pavirkninger i det gkono-
miske system, nemlig udbud og eftersporgsel. En mulig tilstandsfunktion
sammensat af leddene fra ligning 11 mé derfor indeholde led for hver af
disse pavirkninger. En mide at f4 en sddan underdeling er ved at skrive
ligning 11 pa felgende form:

m n m

n
[(Zpi-dui— Zvj-dyi]l +[— 2yi-dvi+ Zwxi-dpi] =0 (12)
) - .

j=1 j i=1

i=

hvor i den ferste parentes de uafhzngige variable xi og y; alle er stremme,
(dvs. intensive intervariable), medens i den anden parentes v; og pi alle er
priser (dvs. intensive transvariable). Med de definitioner af content og co-
content, der er givet i ligning 3 og 4, er det derfor nu muligt at angive
en content tilstandsfunktion med stremme som de uafhangige variable:
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m n
dK = 2 pi - dxi — 2 vj - dyj (13)
i=1 j=1
og en co-content tilstandsfunktion med priserne som de uafhaengige vari-
able: n "
dK' = — X' yj -dyi + 2 xi - dpu (14)
j=1 i=1
Fordelen ved de to fremsatte tilstandsfunktioner er, at man i det sakaldte
linezere programmeringstilfzelde med ideelt udbud og ideel efterspargsel
far:

n m
Zyi-dyi=0 og Zxi-dpi=0 (15)
j=1 i=1

da alle y; og pi er konstante. Med andre typer af udbud og eftersporgsel
kan andre tilstandsfunktioner sat sammen af leddene pad en anden made
vare mere nyttige, selvom dette sker pa bekostning af den intuitiv tilta-
lende, ekonomiske fortolkning.

Det ma her pointeres, at de to funktioner er antagne tilstandsfunktioner.
Hvorvidt de virkelig er tilstandsfunktioner ma bestemmes udfra betingel-
serne for den type af problem, som de reprasenterer. Matematisk er de
valgte funktioner tilstandsfunktioner, hvis de indeholder led, der repra-
senterer hver af de uafthangige pavirkninger, og hvis de med hensyn til
de valgte uafhangige variable er fuldsteendige differentialer. Tilstands-
funktionerne er derfor alene afhzengige af systemets tilstand og ikke af den
foreghende historie, dvs. uafhzengige af, hvorledes tilstanden er naet.

konomiens 2. lov om stremorienteringen introduceres normalt i gko-
nomien pa folgende made.

Det antages implicit til at begynde med, at strommene, som reprasen-
terer udbudet, er orienterede positivt ind mod produktionsprocessen, og at
stremmene der reprasenterer efterspergsel er orienterede positivt ud fra
processen. Ud fra denne orientering af input og output kan man derefter
konkludere, at alle stremme i selve produktionen er orienteret positivt i ret-
ning fra udbudet til efterspergslen. P4 basis af de siledes valgte positive
orienteringer sikrer man sig, at produktionsprocessen er fysisk irreversibel
ved at antage, at alle streamme er ikke-negative.

yiz2z0 for j=12,...,n (16)
220 for i=12...,m (17)

Herefter m3 priserne gives en orientering. Da de méles pi en interval-
skala, vil nulpunktet for priser kunne valges arbitraert, og det betyder igen,

3
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at prisernes fortegn kan vzlges vilkarligt. Imidlertid antager man i gkono-
mien altid, at faktorpriserne sdvel som markedspriserne alle er ikke-negative:
vizz0 for j=12,...,n (18)
piz=z0 for i=12,...,m (19)
Tilsyneladende er der her modstrid, og det kan vare interesant at se, hvor-
ledes de to synspunkter kan forenes.

Stremmene af produktionsfaktorer ind mod og af efterspurgte varer ud
fra produktionsprocessen reprasenterer omgivelsernes pavirkninger pa den-
ne. Produktionsprocessen er derfor vores system, som i et diskret antal punk-
ter, benzvnt terminaler eller knudepunkter, vekselvirker med omgivelserne.
I elektrisk netvarksterminologi kan disse knudepunktsvirkninger bestem-
mes enten som specificerede zkvivalente knudepunktskilder (f. eks. limita-
tional produktionsfaktorstremme) eller som specificerede knudepunktspo-
tentialer (f.cks. vandret efterspergselskurve). For at give mulighed for at
kunne specificere priserne pa knudepunkterne eller terminalerne for setve
produktionsprocessen er det nedvendigt at vlge en reference for priserne
uden for produktionssystemet. Det vil sige, at 1 et isoleret skonomisk uni-
vers, der bestir af produktionssystemet og omgivelsernes udbuds- og efter-
spergselspavirkninger, valger vi som nul-reference for priserne omgivel-
sernes knudepunkt. Felger vi derefter normal praksis og satter prisen pi
penge til »1«, passer ligningerne 18 og 19.

Under forudsztning af rationel opfersel er ovenstdende en implicit for-
mulering af gkonomiens 2. lov. For det forste har vi sikret os, at stremme
kun kan optrzde i retning fra udbud til efterspergsel. For det andet, da
alle priser er ikke-negative, vil det kun vere rationelt at producere, hvis
markedsprisen pa de efterspurgte varer er sterre end priserne pa ressour-
cerne. I det felgende afsnit vil dette synspunkt blive yderligere klargjort, i
serdeleshed i forbindelse med formuleringen af det analoge elektriske
netvark.

Walras’ ligningssystem

Walras’ ligningssystem daterer sig tilbage til begyndelsen af 1870’erne.
Til trods for at det danner grundlaget for den moderne normative gkonomi
(Samuelson, 1953-54; Zeuthen, 1955; Dorfman m. {l., 1958; og Baumol,
1965), var det relativt ukendt indtil perioden mellem de to verdenskrige.
Walras’ system er en makroskopisk, dynamisk teori for mikroskopiske, stati-
stiske faenomener i et isoleret system. De tidligere diskuterede forudsztninger
er derfor tilfredsstillet saledes, at vi kan udvikle Walras’ ligninger for lige-
vaegt eller stationzr tilstand udfra de to grundlaggende love og de funda-
mentale ligevaegtsegenskaber for de dertil svarende makroskopiske malinger.
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Hyvis vi forst ser pa de til radighed vaerende n limitationale produktions-
faktorer fra ligning 5, er det helt klart, at i en vilkarlig produktion vil der
vaere nogle uudnyttede rester, da man ikke kan forvente, at enhver pro-
duktionsfaktor bliver udnyttet fuldt ud. P4 matrixform vil vi udtrykke den
forbrugte del af de n produktionsfaktorer:

(Y= {p,92,..., 9} (20)
og de dertil svarende n ubrugle rester:
Rt = {r,r,..., 17} (21)

Begge sxt er ikke-negative, intensive intervariable eller stromme. Strom-
mene Y, ¥’ og R vil i ligeveaegt tilfredsstille knudepunktsloven, hvis omradet
hvori vekselvirkningen mellem produktionsfaktorerne og produktionssyste-
met finder sted betragtes som et knudepunkt:

Y=Y +R (22)

Det er til gengaeld lidt vanskeligere at formulere den duale maskelov for
ligevagtstilstanden for priserne. Svarende til de m markedspriser P (lig-
ning 8) for de m stremme af efterspurgte produkter vil der vare et szt af
m ikke-negative produktionspriser:

(P) ={pis o5 'm} (23)
som ved at vare en funktion af produktionsfaktorpriserne ¥ fra ligning 6
angiver, hvad produktion koste.

Det er klart, at markedspriserne pi og produktionspriserne pi" ikke er de
samme. Da priserne er gkonomiske potentialer, og da omgivelsernes efter-
spergsels- og udbudspavirkninger er givet som marginalkurver, vil vi be-
stemme det marginale tab cller den marginale omkostning, som fés af
[olgende differens:

hi=pi —pi (24)

Der vil normalt vare to slags omkostninger til at karakterisere en pro-
duktionsproces. Begge slags involverer en givelse i penge af de til pro-
duktionen forbrugte ressourcer. Bogholderen pa den enc side bestemmer
normalt anskaffelsesomkostningen forstdet som den mzangde penge, der
skulle betales, da resourcen blev anskaffet. Jkonomen pa den anden side
introducerer offeromkostningerne. Offeromkostningen ved at anvende en
ressource til et specielt formal er den fortjeneste, som ressourcen kan ind-
tjene ved den bedste alternative udnyttelse.

For alle stremme af efterspurgte produkter kan differensen:
L=PFP—P (25)
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siges at udtrykke maskeloven for ligevagt. Heraf ses umiddelbart (Baumol,
1965), at hvert element I af:

L= {ll, lZ,...,lm} (26)

er den marginale offeromkostning, der fas ved at forandre produktstrom-
men ¥i én enhed ud fra ligevagtstilstanden.

For beslutningsformal er det skonomens offeromkostningsbegreb, der er
det relevante, fordi en rationel beslutning ma involvere sammenligningen af
alternative handlinger med hensyn til en veldefineret reference, der er
faelles for alle handlinger. Under antagelse af linearitet vil det bedste valg
derfor vere at benytte ligevaegtstilstanden som reference, hvilket igen be-
tyder, at alle offeromkostningerne I er ikke-negative. Dette stemmer med
den velkendte gkonomiske antagelse, at vi har nul ligevaegtsprofit for et
lukket pkonomisk system i fuldkommen konkurrence.

En sammenligning af de ovenstaende tilstandsligninger med de analoge
fra fysikken viser den interessante forskel, at i gkonomien har vi den yder-
ligere betingelse, at alle de involverede variable er ikke-negative. Det vil
senere blive diskuteret, hvorledes denne betingelse kan indferes i den fysiske
analog.

Ved at indfere de to ligevagtsbetingelser, knudepunkts- og maskeloven
(ligningerne 22 og 25), i Walras’ ligning (ligning 9) {ar vi:
XP — X'L — (Y)W — RV =0 (27)
I ligevaegtsligningen er der to led X?L og RV, der er af speciel interesse,
da de giver anledning til supplerende betingelser for gkonomisk ligeveegt.
Et vigtigt formal for Walras’ system er ud fra de givne data at tillade
en bestemmelse af, hvilke produktionsfaktorer der er frie (prisen er nul),
og hvilke der er knappe (prisen er positiv) i ligevaegtstilstanden (Zeuthen,
1955). Det er klart, at hvis der er en positiv rest, vil den pigezldende
produktionsfaktor vare et frit gode, mens en produktionsfaktor vil vare
et knapt gode, hvis vi har en rest, der er lig med nul. For en produktions-
faktor har vi derfor, at produktet af prisen og resten vil vare identisk nul:

ricvi=0 for j=12,...,n (28)

Da samtidig bade r; og v; er ikke-negative, fAr man, at den supplerende
ligevagtsbelingelse for produktionsfakiorerne kan skrives:

RV =0 (29)

Til trods for at denne betingelse blev formuleret af Zeuthen si tidligt
som i 1932, var det forst meget senere 1 forbindelse med formuleringen
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af linezre programmeringsmodeller, at man indsi, at der matte eksistere
en dual supplerende ligevaegtsbetingelse for produktionsaktiviteterne.

Fra et skonomisk synspunkt udtrykker den duale ligevaegtshetingelse en
rationel opfersel, fordi den bestemmer, hvorvidt en given aktivitet overho-
det skal benyttes til at producere en vis mangde produkter. Det er klart,
at det kun vil veere rationelt at benytte en aktivitet, sifremt den marginale
offeromkostning er nul; og omvendt, hvis der er en marginal offeromkost-
ning, som er positiv, da vil det ikke vare rationelt at producere:

x4 L=0 fori=12...,m (30)

Da vi igen har, at xi og l; er ikke-negative, far vi, at den supplerende
ligevgtsbetingelse for produktionsaktiviteterne kan formuleres:

XL=0 (31)

Ved at indfere de supplercnde betingelser i ligevaegtsformuleringen af
Walras’ lov (ligning 27) far vi:

XtP— (Y)V =0 (32)
Denne formulering er serlig nyttig, da den giver en sammenhzng mellem
priserne pa produktionsfaktorerne og priserne pa produktionsaktiviteterne.

For en given teknik angives sammenhangen mellem den mangde, der
benyttes af en given produktionsfaktor og den mangde, som produceres
af en bestemt aktivitet ved den sdkaldte tekniske koefficient. Af fysiske
grunde mé en teknisk koefficient naermest opfattes som en slags meetnings-
kurve, som ogsa let ville kunne introduceres i vore analoge elektriske net-
vaerk. I praksis er sidanne kurver imidlertid normalt ikke kendte. Vi vil
derfor antage linearitet og definere den tekniske koefficient #s; som et kon-
stant forhold lig med den mangde af den jte produktionsfaktor, der skal
benyttes til at producere én enhed af det Zte produkt.

Ved at benytte en teknisk koefficient med vaerdien nul til at indikere, at
der ikke er nogen fysisk sammenhzng mellem en produktionsfaktor og en
aktivitet, kan vi formulere szttet af tekniske koefficienter som en matrix T
med dimensionen (zn X m) defineret ved:

Y=TX (33)

I gkonomien er det seedvanlig praksis at introducere teknisk substitution
ved at lade hver af de tekniske koefficienter tj: vaere en funktion af faktor-
priserne vj. Jantzen’s synspunkt, som anvendes her, er, at industriel praksis
bedre reprasenteres ved at substituere én teknik med en anden. Det vil
sige, at for en given teknik har vi ingen mulighed for substitution, men kun
mulighed for at producere mere cller mindre af hver af de forskellige
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fastlagte produktarter. Den resulterende uafhengighed af faktorprisernc
er ogsa bedre i overcnsstemmelse med, at verdierne af de tekniske koeffi-
cienter er gjebliksveerdier i den tidligere definerede gkonomiske betydning.
Denne konklusion baserer sig pa, at stremmene opfattes som gjebliksvzer-
dier i definitionsligningen (ligning 33).
Indszttes den sidstnzvnte ligning, som definerer de tekniske koefficien-
ter, i ligevaegtsformuleringen af Walras” lov (ligning 32), fas:
XP— (Y)W =XP — (TX)!/V =0 (342)
cller
Xt-(TV —P)=0 (34b)
Da denne ligning galder for cthvert af de ikke-negative xi, har man i
ligevaegt:
TV — P =0 (35a)
eller
P =TV (35b)
Dette resultat kan sammenlignes med det tilsvarende, velkendte oko-
nomiske resultat (f. eks. Dorfman, m. {l., 1958), som kan udledes pa fel-
gende made. Indferer man i Walras’ ligning (ligning 34a) udtrykket for
P’ fra maskeloven (ligning 25), far man:

XHYP--L) — (TX)/V =0 (36a)
eller

X(PH+L-TV)=0 (36h)
cller

PLTY (37)

hvor lighedstegnet i den sidste ligning kun gelder, ndr L cr nul. Fordelen
ved anvendelsen af ligning 35b er altsa, at man undgar alle de ubchagelig-
heder, som normalt felger af ulighedstegnet i ligning 37.

Det neeste trin i formuleringen af Walras’ ligevaegtssystem cr at intro-
ducere de tekniske transformationer (ligningerne 33 og 35b) 1 knudepunkts-
og maskelovene (ligningerne 22 og 25). Ferst sammenholdes strammenc
af produktionsfaktorer med stremmene af produkter, og ud fra ligningerne
22 og 33 finder vi, at ligevagt for strommene kan skrives:

Y =TX+R (38)

Multiplicerer man R foran i denne ligning med en cuhedsmatrix d, af
dimensionen (n X n), kan man i stedet for skrive:

Y = {T, é.} X {‘};} (39)
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Sammenholdes derefter produktionsfaktorpriserne med produktpriserne,
far vi ved hjzlp af ligningerne 25 og 35b, nar man som ovenfor multipli-
cerer L foran med en enhedsmatrix 6, af dimensionen (m X m), at lige-
veegt for priserne kan skrives:

|4
— t
p=(r, -y x{ 7] (40)

En sammenligning af ligevaegtsligningerne 39 og 40 med den sedvan-
lige formulering af det matematiske programmeringsproblem viser, at dissc
ligninger er identiske med de, der kendes som henholdsvis de primale og de
duale sidebetingelser med slack-variablerne R og L (Dorfman m. fl. 1958;
Baumol, 1965) indfart.

Det sidste trin i formulering af Walras’ system er at give de funktionclle
sammenhznge mellem stromme og priser. I gkonomien har disse sammen-
heenge deres udspring i begreberne en eftersporgselsfunktion og en ud-
budsfunktion (Zeuthen, 1955; Henderson & Quandt, 1958; og Baumol,
1965).

En eftersporgselsfunktion er en »black box« gjebliksbeskrivelse af mar-
kedets svar (i form af strommen af det efterspurgte produkt) pa et sat
inputvariable sasom pris, kvalitet, etc. I forhold til et produktionssystem
cr en efterspargselsfunktion en af de externe pavirkninger, som repra-
senterer et gennemsnit af forbrugernes tidsbegransede, sociologiske og psy-
kologiske opfersel.

I Walras’ system tager man alenc hensyn til produkiets markedspris.
I overensstemmelsc med den tidligere diskussion af marginale kontra gen-
nemsnitskurver reprasenterer vi derfor her markedet med en marginal

eftersporgselskurve:

Xi = fi(pi) (41)
som, udtrykt i gjebliksvacrdier, cr det ekonomiske postulat for den »dirckte
proportionalitet« mellem en intensiv intcrvariabel og en intensiv trans-
variabel. P2 et givet tidspunkt og under forudsztning af lincaritet er den
marginale eftersporgselskurve analog med Ohm’s lov for et clektrisk net-
vaerk, hvis dette inkludercr ideelle kilder i de forskellige grene (Franksen,
1967). Eftersporgselskurven er et udiryk for transformationen af ekono-
misk effekt fra en form (markedet), som ikke er inkluderet i analysen til
en form (produktionen), som cr inkluderct i analysen.

I praksis antager man normalt, at den marginale efterspergselskurve har
cn negativ heeldning, hvis den tegnes med den ikke-negative pris p: som
ordinat og den ikke-negative strom x; som abscisse. Specielt vil vi her an-
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tage for at kunne tillade benyttelsen af content eller co-content tilstands-
funktionen, at den enten er en enkeltveerdifunktion af x: og skarer pi-aksen,
cller at den er en enkeltveerdifunktion af pi og skarer xi-aksen.

Okonomisk kan man fortolke disse to antagelser ved at sige, at den
marginale efterspargselskurve antages at skezere i det mindste én af aksernc.

En fuldstzendig analog argumentation kan gennemferes for udbudsfunk-
tionen med det resultat, at man far en marginal udbudskurve:

yi = gi(vi) (42)
som har positiv hzldning i samme type koordinatsystem. Ogsa her antages
det, at den marginale efterspergselskurve opfylder betingelserne om at skzere
i det mindste én af akserne og om at vare en enkeltvaerdifunktion.

En sammenligning af Walras’ ligningssystem med den szdvanlige for-
mulering af det matematiske programmeringsproblem (se f.eks. Koop-
mans, 1951; Dorfman m. fl.,, 1958; eller Baumol, 1965) afslgrer det in-
teresante forhold, at et modstykke til programmeringsproblemets objekt-
funktion fattes i Walras® system. Kun gennem den senere erkendelse og
tilfgjelse af Walras’ lov (ligning 9) blev Walras’ ligningssystem komple-
menteret pa en sidan made, at objektfunktioner i form af gkonomiske til-
standsfunktioner kunne udledes for systemet. For eksempel svarer det pri-
male, linezre programmeringsproblem til en bestemmelse af ekstremum for
content tilstandsfunktionen ligning 13 (med ligning 15 indsat) under side-
betingelserne ligningerne 39, 17 og 19, mens det duale, linezre program-
meringsproblem svarer til en bestemmelse af ekstremum for co-content
tilstandsfunktionen ligning 14 (med ligning 15 indsat) under sidebetin-
gelserne ligningerne 40, 16 og 18.

Det analoge elektriske netverk

Tegninger har altid varet et af de vigtigste hjzelpemidler til at udvikle
og fremstille ideerne bag en ingenigrmzessig konstruktion. De kan variere
fra ra skitser over detaljerede lystryk af maskinelementer til abstrakte funk-
tionsdiagrammer af elektriske systemer. Men logikken og overensstemmel-
sen i konstruktionen er altid anskueliggjort ved hjelp af tegninger.

Det er klart, at man kun kan bruge abstrakte diagrammer ved konstruk-
tionen af et gkonomisk system. En sddan anvendelse blev allerede tidligt
foregrebet af Ivar Jantzen, skent han kun beskrev sine tanker om produk-
tionssystemet i ord (Jantzen, 1924, 1939 og 1954; Brems, 1952a og b).

Na en given teknik benyttes i en forenet produktion, er det en teknisk
ngdvendighed, at hver af de enkelte produktionsfaktorer benyttes simultant
ved fremstillingen af de forskellige produkter. Jantzen indsi, at ydelserne
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til produkterne af hver produktionsfaktor, det sakaldte sied, skulle instal-
leres i paraliel. Tager man derefter ct cfterspurgt produkt som udgangs-
punkt, far man begrebet en aktivitet (cller bedrift i Jantzen’s terminologi)
ved at g3 baglens gennem produktionen til hver af de individuelle pro-
duktionsfaktorer, der er benyttet ved fremstillingen af det produkt. En
aktivitet blev opfattet som en serieforbindelse af alle de faktorydelser og
dermed steder, der skulle til for at producere det specifikke efterspurgte
produkt. Man bemerker, at forestillingen om et produktionsfaktorsted
kombineret med begrebet om en aktivitet, der far cn ydelse fra denne
faktor, implicerer, at aktiviteten cr éntydigt forbundet til én af stedets
parellelle ydelser. Forst senere indsd man (Brems, 1952a), at den eksakic
identitet i dennc éntydige sammenhang nectop var Walras’ tekniske koef-
ficient (ligning 33).

Jantzen har herved givet os en fuldstendig beskrivelse af Walras® lig-
ningssystem i form af et abstrakt funktionsdiagram. Ved hjzlp af ct eks-
cmpel skal vi desuden vise, at Jantzen’s beskrivelse ogsa er et fuldstzndigt
billede af de analoge elektriske netvark. For at kunne foretage en sam-
menligning med den normale fremgangsmade ved matematisk program-
mering, vil vi tage et simpelt, men veldokumenteret ekscmpel fra littera-
turen (Dorfman m. fl.,, 1958).
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ASSEMBLY LINE ACTIVITY

PRODUCTION STAGE
AUTOMOBILE TRUCK

_——
SHEET-METAL STAMPING|| 100 /25000 = 0.004 | 100,/35,000 =000286

ENGINE ASSEMBLY 100 /33,333 = 0.003 | 100/16,667 = 0.006

AUTOMOBILE ASSEMBLY || 100 /22,500 =00044

TRUCK ASSEMBLY ﬂ 100,/15,000=0,00667

Fig. 3. De tckniske kocfficienter defineret som den del i procent, der benyttes af den
minedlige produktionskapacitet ved fremstillingen af én person- cller lastbil.

En hypotetisk automobilfabrik fremstiller to forskellige produkter: per-
sonbiler og lastbiler. Virksomheden er organiseret i 4 afdelinger:

Pladevarksted
Motorsamlevarksted
Personbilsfacrdiggerclse
Lastbilsfaerdiggerelse.

Figur 1 viser organisationcn og den maksimale mancedlige kapacitel.
I et fysisk tidsinterval pa én maned inden for en lengere periode af kon-
tinuert produktion er produktionskapaciteterne for pensonbils- og lastbils-
samlebéndene i sterrelsesordenen adskillige tusinde. Vi kan derfor med god
rimelighed forudsatte, at udbredelsestiden er s kort, at vi gkonomisk kan
regne manedens totalvaerdier som gjebliksveerdier af intensive variable for
ct lukket produktionssystem med simultan tilpasning mellem de fire alde-
linger. Figur 2 forspger at vise den funktionelle alhzngighed mellem disse
ojcbliksstromme i produktionen.

Fra ct okonomisk synspunkt er hver af de fire afdclinger stedet for en
limitational produktionsfaktor med en vis kapacitet. For pladevarkstedets
vedkommende svarer maksimum eller 100 % kapacitet til en méinedlig
produktion af enten 25,000 personbiler eller 35.000 lastbiler eller en cller
anden passende kombination af personbiler og lastbiler. Da vi tidligere ved
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definitionen af de tckniske koefficienter antog en linezr sammenhang mel-
lem faktorydelsen og den mangde, der produceres af et produkt, betyder
det, at der benyttes 0,004 % af kapaciteten for at producere en personbil,
og at 0,000286 % af kapaciteten benyttes til at producere en lastbil. En pas-
sende kombination, som fuldsteendig udnytter afdelingens kapacitet, kan
derfor f. eks. veere 15.000 personbiler reprasenterende 60 % af kapaciteten
og 14.000 lastbiler reprasenterende 40 % af kapaciteten.

De gvrige tckniske koefficienter er fundet pa tilsvarende made, og re-
sultaterne er angivet i figur 3.

Svarende til produktionen af personbiler og lastbiler har vi to aktivite-
ter. Efterspergselsfunktionerne, som definerer de to aktiviteter, er netto-
indtwgterne for henholdsvis personbiler og lastbiler, dvs. salgsprisen minus
variable omkostninger pr. enhed af hvert produkt.

Som omtalt tidligere svarer af méaletekniske grunde en skonomisk strem
af faktorer eller produkter til en elektrisk strem og priserne i det ekonomiske
system til elektriske knudepunktsspandinger. Imidlertid er der ikke fuld-
steendig overcnsstemmelse mellem priser og knudepunktsspaendinger pa
grund af strommenes naturlige retninger i de to systemer. Fysikkens hen-
holdsvis gkonomiens anden lov siger nemlig, at i et elektrisk netverk gir
strommen fra en hejere til en lavere knudepunktsspaending, men i det
gkonomiske system strommen gar fra en lavere pris til en hejere pris. En
fuldstzendig overensstemmelse kan derfor fas, f. eks. ved at skifte fortegn
pa potentialerne i et af systemerne. Arbitrzrt valger vi her at transfor-
mere alle priser til negative priser, som vi vil kalde negpriser, for vi vil
ctablere det analoge elektriske netvark. Det betyder, at i det analoge net-
verk vil de ikke-negative okonomiske priser optrede som ikke-positive
knudepunktsspendinger. Dette valg er intuitivt tilfredsstillende, da man
hermed far, at ikke-negative stromme i det okonomiske system vil repree-
senieres ved tkke-negative stromme i det analoge elektriske netveerk.

Ikke-negativiteten for de gkonomiske stremme er opnéet ved et arbitraert
valg af positiv orientering af stremme i produktionen, hvor stremmene af
faktorydelser er orienteret positivt ind imod og stremmene af efterspurgte
produkter er orienteret positivt ud fra produktionsprocessen. I den elek-
triske analog ma vi derfor introducere en lignende orientering af de til-
svarende clektriske stremme.

Det fuldstzendige analoge elektriske netveerk er givet i figur 4. En sam-
menligning med »gjebliks«-reprasentationen pa fig. 2 viser straks gyldig-
heden af Jantzen’s beskrivelse. Grenene 1-4 angiver de fire limitationale
produktionsfaktorer I; og de dertil svarende ubenyttede rester Ji, som til-
sammen giver de fire uafheengige udbudspavirkninger, der giver ekonomisk
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cffekt til produktionssystemet gennem knudepunkterne A-D. Til hgjre for
hver af disse knudepunkter har vi et seet af parallelle forbrug af faktor-
stromme for hver af stederne, f. eks. stedet dannet af grenene 11 og 12.
Knudepunktsspandingen pa hvert af knudepunkterne A-D er negprisen
for den tilsvarende produktionsfaktor. Alle pile angiver orienteringen af de
simultane positive stremme og spandingsfald (fald i negpris) svarende til
{ysikkens 2. lov. Lodret illustrerer gren 7 og 8 de to aktiviteter, produktio-
nen af personbiler og produktionen af lastbiler, som i serie forbinder ydel-
serne fra de forskellige steder, der benyttes af de pagzldende aktiviteter. De
tilsvarende tekniske koefficienter er praesenteret ved omsztningsforhold for
ideelle (lineaere og tabsfri) transformere, som omsatter skonomisk effekt
fra ydelserne til aktiviteterne. De to aktiviteter, grenene 7 og 8, far tilfert
skonomisk effekt gennem knudepunkterne E og F fra de to uafhangige
markedspavirkninger reprasenteret ved grenene 5 og 6. Disse grene illu-
strer de to uafhaengige markedspriser (nettoindtegten) E; og de positive
marginale offeromkostninger V. »Kvadratet« rundt om hele netvaerket
cr det felles externe referenceknudepunkt W, der blev omtalt i forklaringen
pa, hvorledes man opndede ikke-negative priser (ligningerne 18 og 19).
Nar referenceknudepunktet introduceres pi denne made, opnar man ikke
alene, at spandingsfaldet over hver gren kan udtrykkes ved en knude-
punktsspeending (negpris), men ogsa at netvaerket er isoleret pi naejagtig
samme made som det oprindelige skonomiske system.

En mere dybtgaende beskrivelse vedrerende formuleringen af ekonomiske
netvaerksanalogier og de beregningstekniske fordele, der er knyttet til deres
brug, er givet andetsteds (Franksen, 1967).

Konklusion

Formalet med denne artikel har varet at belyse en grundlaggende, om-
end idealiseret gkonomisk problemstilling fra en systemteoretisk synsvinkel.
Specielt har vi benyttet termodynamiske analogier til at formulere et gko-
nomisk system af fundamentale gkonomiske begreber og postulater og elek-
triske netvarksanalogier til at opstille de detaljerede systemmodeller og
disses ligevaegtsligninger. Det kan yderligere vises, at analysen af disse
modeller kan gennemfores ved anvendelse af analogier fra den klassiske
mckanik (Franksen, 1967).

I sin inderste kerne er ekonomisk styring ensbetydende med konstruk-
tion af beslutningssystemer. Konstruktionsprocesser indebzrer fastleggelse
al et flertal af mulige lgsninger, af hvilke den bedst egnede udvzlges.
Jantzen’s opdeling af den teknisk-gkonomiske konstruktionsproces i »valg
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af teknik« og »optimal produktion med en given teknik« tog sigte pa at
adskille den heuristisk praegede syntese til fastleeggelse af mulige system-
konfigurationer fra den analytisk pregede bestemmelse af den enkelte
systemkonfigurations egenskaber. 1 denne artikel har vi explicit segt at
fremdrage fundamentale egenskaber ved det herigennem afgrznsede ana-
lytiske problemkompleks, idet vi benyttede os af nogle af de mest vardi-
fulde og levedygtige ideer, som videnskabelig streeben har frembragt inden
for fysikken. Disse ideer ligger til grund for den ingeniermzssige konstruk-
tion af tekniske systemer og betinger anvendelsen af nutidens avancerede
beregningstekniske varktojer. En papegning af de samme ideers eksistens
og betydning inden for gkonomien &bner derfor en mangfoldighed af mu-
ligheder for et frugtbart, tvaerfagligt samarbejde imellem ingeniercr og

gkonomer.
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