Parametrisk lineaer programmering
Af Sven Danp®).

I. Problemstilling.

Det generclle lincere programmeringsproblem kan beskrives pa for-
men: find maksimum (eller minimum) af en linezr funktion
i
g =2 cjxi
jaml
under de linexre bibetingelser

it

X aiix; = bi (=1,2,...,m)
j=1

og ikke-negativitetsbetingelserne
xp =0 (j=12...,n0).

Som bekendt cksisterer der ingen metode til analylisk lasning af si-
danne problemer; det er ikke muligt at lese problemet generelt, d.v.s.
at finde hvert enkelt x; — og dermed ogsd praeferencefunktionen g —
som en funktion af problemets koefficienter aij, b: og ¢i, sdledes at man
umiddelbart ville fi lesningen til et konkret numerisk problem ved at
indsztte de givne talveerdier for koefficienterne i den gencrelle les-
ningl). Dette haenger, som vi skal se, sammen med, at lesningen reagerer

#) Dr. polit., professor ved Kobenhavns Universitet.

I} Smlgn. den traditionelle type al maksimeringsproblemer under bibetingelser, hvor
man ved differentiation [inder ¢t st nedvendige maksimumsbetingelser, der sam-
men med bibetingelserne giver en analytisk lesning; specificerer man funktionernes
form med talvierdier for koefficienterne, fir man den konkrete numeriske losning.
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diskontinuert pd @ndringer i hver enkelt af koefficienterne, idet sattet
af positive (basis-)variable bliver et andet, nar den pigaldende koeffi-
cient passerer en bestemt kritisk vacrdi.

Man er derfor henvist til numeriske lesningsmetoder — i forste razkke
simplex-metoden?) — hvor man pa forhdnd mai specificere talvaerdierne
af koefficienterne i det konkrete problem, der skal lases.

Det har imidlertid — i relation til et sidant konkret problem - ofte
interesse at undersoge, hvad der sker med den optimale lesning, hvis
en eller flere af koefficienterne antager en anden veerdi; hvis problemet
f. eks. gir ud pd at maksimere en virksomheds gevinst under kapacitets-
begransninger, vil lesningen blive pivirket af en given @ndring af en af
de priser, der indgér i ¢i'erne 1 praeferencefunktionen. Eftersom man
tkke kan finde en analytisk lesning, hvori koefficientzndringen umid-
delbart kan indsattes, kunne det synes, som om man da var henvist til
at begynde helt forfra med simplex-beregningerne. S3 galt er det dog
ikke. Man kan nemlig gennemfsre beregningerne efter simplex-metoden
med en enkelt koefficient som uspecificeret parameter og da undersoge,
indenfor hvilket interval omkring den pagezldende koefficients oprin-
delige veerdi den dertil svarende losning (eller rettere: den dertil sva-
rende basis) stadig er optimal; en undersegelse af denne karakter, hvor
man altsd bestemmer en lasnings felsomhed m.h.t. ndringer i en koeffi-
cient ud fra udgangspunktet, betegner man ofte sensitivitetsanalyse. Ved
en mere omfattende undersegelse kan man lade parameteren gennem-
lobe alle vardier inden for det interval, hvor den har nogen mening
(f.eks. fra nul og opefter), og da bestemme den felge af optimale
basislesninger, man far, efterhdnden som parameteren passerer gen-
nem successive kritiske veerdier. Man taler da om parametrisk lineer
programmering?®) 4).

%) For en simpel fremstilling af simplex-metoden se . eks. Sven Dane, Linear Pro-

gramming in Industry: Theory and Applications, Wien & New York: Springer-
Verlag, 1960 el. sencre.

% Smlgn, begrebet Romparativ statilk 1 den okonomiske teori, hvor man sammenlig-
ner losningerne bl en ligeveegtsmodel for alternative vardier al en parameter
{f. cks. pengeudbudcet i en rentemodel), eller — nfir man er interessercl i smd mar-
ginale mndringer — dilferentierer modellen m. h. t. parameteren.

1} Se [.cks. 8. Vajda, Mathematical Programming, Reading, Mass.: Addison-Wesley
Publ. Co., 1961 {Ch. 9); en mere detaljeret fremstilling findes i E. Q. Heady & W.
Candler, Linear Programming Metlods, Ames, Jowa: Towa State College Press,
1958 {Ch. 7, & og 16). - 5e ogsd Jan Mossin, »Optimalitetsbetingelser ved para-
metervariasjon i linewr programmeringe, Erfivervsokonomish Tidsskrift, 30. &rg.
nr. 1, 1966,



43

Der er principielt intet i vejen for, at to eller flere koefficienter sam-
tidigt kan behandles som uspecificerede parametre), men jo flere sd-
danne parametre der optrazder i problemet, des mere komplicerede
bliver resultaterne m.h.t. de kombinationer af parameterintervaller, in-
denfor hvilke de forskellige parametriske lesninger er optimale. Vi skal
derfor i det felgende begraense os til at operere med en enkelt parameter
ad gangen.

Lad os som udgangspunkt betragte folgende eksempel (der f. eks.
kan tolkes som et diztproblem): find minimum af

(1) g = 4x; + 2x2 + 3x3
under bibetingelserne

(2) 2%y + dx3 = 5
(3) 9% + Sx0 + x3 = 4

og ikke-negativitetsbetingelserne

(4) X1, Xz, X3 = 0.

Ulighederne (2) —(3) kan omdannes til ligninger ved hjzlp af ikke-
negative restvariable y; og ¥, der har koefficienten —1 i henholdsvis

(2) og (3). Den optimale basis bestir da af xs og xs. Leser vi nemlig
(2) — (38) for disse basisvariable, og indsztter vi losningen i (1), fir vi

LU S S
T2 g Tt
5 1 1
5 X3 = ==X +
{) 1 21 4}'1
61,8 T2
= ey ey A —2,
E= M T Y

For xi=y;=y;=0 giver konstantleddene en losning, der er positiv i
basisvariablerne og opfylder simplex-kriteriet, og som derfor er optimal.
— Ligningerne (5) kunne ogsd have varet stillet op i en simplex-tavle.

Vi skal nu se, hvad der sker, hvis en af koefficienterne i problemet
(1) —(3) far lov at variere.

II. AEndringer i ay.

Lad os f. eks. variere pd koefficienterne au (=2, koefficienten til x1 i
den ferste bibetingelse). Det kan gores pd forskellige mider: man kan

4 Jir. Messin, ap. cit.
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enten sictte @y = 2 + ¢, hvor parameteren ¢ da er en additiv endring
i forhold til den oprindelige verdi, cller man kan lade ¢ vaere en mul-
tiplikativ zendring (@, = 2 - {); endelig kan man lade parameteren ¢
reprazsentere selve koefficienten (a1, = t). Resultatet bliver det sam-
me. Vi valger den ferste metode. Med ayy = 2 + £1 (2) og samme
basisvariable som ovenfor far vi da — opstillet i en simplextavle — basis-
lesningen

0 4 2 3 0 0
Py X1 Xz Xy Vi ¥z
P L I
12 2 12 12 3

! Y :3— wl-*I*ii l ““l"

4 2 4 4
P A NP S )
12 2 12 12 3

der for ¢ = 0 er identisk med (5) ovenfor.

Denne losning er ikke-negativ for alle vaerdier af ¢, jfr. Py-kolonnen,
og simplex-kriteriet er opfyldt, si laenge simplex-koefficienten i xi-ko-
lonnen er ikke-positiv,

3 7

18
oo ——f 2 0 eller § < —,
p 12 == == T

For alle vaerdier af ¢ op til denne kritiske vaerdi or den parametriske
lesning i tavle I altsd optimal. Dersom koefficienten @, ifslge proble-
mets natur (som f. eks. i et diztproblem) kun kan vare positiv eller nul,
har det kun interesse at betragte veerdier af ¢ fra —2 og opefter. I dette
interval er ikke blot basisvariablerne de samme (x2, x3); deres vardier
og dermed ogsa vardien af g er ogsd uafthezengige af ¢, jfr. kolonne Py.
Den optimale lasning er altsd helt ufelsom for @ndringer i ¢ indenfor
intervallet.

Nir ¢ passerer den kritiske vaerdi 18/7, bliver det fordelagtigt at track-
ke x; ind som basisvariabel. Den erstatter da i basen den variabel, der
forst bliver =0, nér x, vokser; for t = 18/7 er det x3, der sztter denne
grense. Med den nye basis fir vi da falgende losning:
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St+56 76—18 3 2
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Denne lesning, hvor £ nu ogsa optrader i kolonne Py, er positiv og op-
fylder simplex-kriteriet for alle £ = 18/7. I dette dbne interval bestér
den optimale basis af x1 og xe, men deres vaerdier og dermed ogsa veer-
dien af praferencefunktionen vil athznge af parameteren ¢; g er en
aftagende funktion af ¢ (og dermed ogsd af ayy).

Vi kan da sammenfatte resultaterne i folgende tabel:

, Simplex- | Optimal . dg/dt
nterval tavle basis o (=dgfdan)
(—2<)e<18/7, ! . or 0
(0) ann . 32/7 12
t..:_.l‘ 3 —_—
18/7<t, I X1, i J—b- 120 (<0)
32/1<ay 3t+6 | (3t4+6)2

En tilsvarende undersegelse kan foretages for hver af de andre aij'er
i problemet.

Programmering med et parametrisk aij vil sarlig have praktisk be-
tydning ved problemer, hvor ai'erne udtrykker tckniske produktions-
koefficienter (f. eks. maskintid pr. produceret enhed), som man enten
har mulighed for at variere indenfor visse granser ved at andre lidt
péa produktionsteknikken, eller som p.gr.a. mere eller mindre »tilfeldige«
variationer ikke kan bestemmes nejagtigt.

III. AEndringer i b

Lad os nu i stedet indfere parametervariation i en af hejresiderne
i bibetingelserne, f. eks. swette 6, = 5 - ¢. Simplex-tavle I bliver da:
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der for £ = 0 giver (5). Det ses, at lasningen er ikke-negativ 1 basis-
variablerne for — § < ¢ < 11. Simplex-kriteriet er altid opfyldt, da ¢
ikke optreder i simplex-koefficienterne (tavlens nederste rakke); nir
bibetingelsernes hejresider varierer parametrisk, er det kun Pg-kolon-
nen — altsi selve lesningen — der bliver berert. Indenfor dette interval
er den optimale basis altsd den samme, men vardierne afhenger af
parameteren; vi har sdledes dg/dt = 7/12.

For t<—5 bliver b1<<0. Det har da kun interesse at se pd, hvad der
sker, nir ¢ bliver sterre end I1. Det er da klart, at xe m& gi ud af basen,
da den bliver negativ. M.h.t. valg af indgaende variabel giver simplex-
koefficienterne i nederste linje ingen vejledning, da de alle er negative.
Vi bruger da i stedet et valgkriterium, der er kendt fra den sk. duale
simplex-metode®). Denne losningsmetode for linemr programmering
tager udgangspunkt i en simplex-tavle, hvor simplex-kriteriet er opfyldt,
men hvor nogle af basisvariablerne er negative. Som udgéende variabel
vaelges da en negativ basisvariabel (her altsd x2); den indgdende vari-
abel bestemmer man herefter som den, 1 hvis kolonne forholdet mellem
simplex-koefficienten og tallet i den udgfende variabels rxkke (dog
kun forsdvidt dette tal er negativt) er numerisk mindst — i dette tilfzlde
y27). Overgangen fra en tavle til den nwste foregir i avrigt pd szdvan-
lig mide, siledes at den nye tavle ogsd reprasenterer en basislesning
til problemet. Man nir da efterhinden frem til en optimal lesning,
idet man skridt for skridt fjerner negative variable fra basislesningen.
— Idet xy altsd byttes om med y» som basisvariabel, far vi da tavle IT":

B B¢ [Leks. Vajda, op. cit., pp. 99 fL.

7} Metoden ses pd alle punkter at vare symmetrisk med den almindelige simplex-
metode, idet der blot er »byttet om pi lodret og vandret«, siledes at det i virke-
ligheden er dualproblemet, man laser; jfr. specielt, at kolonnen Py svarer til sim-
plex-koefficienterne i dualproblemet og omvendt.
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Den hertil svarende lesning er ikke-negativ i basisvariablerne og op-
timal for alle £ Z=11.

Vi har da:
Interval Sizﬂz}{- 0{:::;;&] £ ( =£figgffﬁbi)
116125; I .y 3"'?5 3/4  (>0)

Man ser, at praeferencefunktionen i dette tilfaelde vokser stykvis line-
zrt med ¢, d.v.s. med b,. Differentialkvotienten dg/dt = dg/dby vil i
regelen have en ganske bestemt tolkning alt efter problemets natur.

Hvis (1) —(4) f. eks. er et diztproblem, vil en foregelse af by — der
f. eks. reprasenterer en stipuleret vitaminmzngde — med 1 enhed fra
5 til 6 haeve omkostningerne g med 7/12, som da bliver granseomkost-
ningerne ved at fremstille en enhed mere af det forste vitamin®). Tallet
7/12 genfindes som simplex-koefficienten til den tilsvarende rest varia-
bel y1 i tavle I': eges den fra 0 til 1, svarer det til, at hejresiden af (2)
bliver 1 enhed mindre. Den tilsvarende variabel i dualproblemet har i
optimum ligeledes vardien 7/12 og kan tolkes pid samme mide.

Et andet eksempel har man i udledningen af omkostningsfunktionen
under en linezr produktionsmodel, idet omkostningerne minimeres un-
der hensyn til givne kapacitetsgrenser og for given parametrisk total-
produktion i de aktiviteter, der stér til rddighed. En sddan undersagelse
foretages ved parametrisk programmering som vist ovenfor. Omkostnin-
gerne ved den optimale produktion bliver da en stykvis linezr funktion

8 Jir. Dane, of. cit., pp. 92 ff.
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af den hejreside-parameter, der repraesenterer produktionsmangden, og
dgldt bliver slet og ret greenseomkostningerne®).

Hvis endelig problemet gir ud pd gevinstmaksimering under kapa-
citetsgreenser, bliver dg/db at tolke som mer-gevinsten ved ¢n udvidelse
af kapaciteten & med en enhed, d.v.s. som skyggeprisen pd den pagel-
dende kapacitetsfaktors tjenester (f. eks. maskintimer)19),

V. dindringer i c;.

Lad endelig ci, koefficienten til x1 i praferencelunktionen (1), blive
erstattet med en parameter, c1=4-+1.

Pd tilsvarende mdade som ovenfor fir vi da felgende basislesninger
for aftagende vardier af parameteren ¢, idet den basis (I”), der svarer
til (5), nu kun er optimal for veerdier af t over en vis granse:

0 44t 2 3 0
Pa X1 Xz X3 BU1 Va
11 1 1 B 1
S 12 9 ! 12 3
5 1 1
“ 5 x e e e
{ 2 9 1
67 2t-+-3 _ 7 __E
E 12 2 0 g 12 3
4 11 1 @
£ x 6 1 2 6 3
1 1 |
I 3 Xy - _ —_— -
3 ! ‘ 3 3
112+ 50 t—2 Q-+ 5
g 5 0 2t4+-3 0 5 3
5 1
.t —_— R
4 - x1 9 1 2 9
i 0y 1 -3 3 —1 1
56420 t+4
g 9 0 -2 2t+5 ‘”2— 0

W Jfr. Sven Dane, Industrial Production Models: A Theoretical Study, Wien & New
York: Springer-Verlag, 196G, pp. 35 ff. (jfr. ogsi p. 198).
10} Jfr. Dane (op. cit.. 1960), pp. 92 ff,, og Dane (op. cit,, 1966), pp. 39 [f.
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De kritiske veerdier for ¢ er —-8/2 i tavle 1" og —5/2 1 tavle 11", og
vi fir da:

Simplex- | Optimal dg/dt
Interval tavle basis £ (=dg/dec1)
— S 5t-+20 5
0<a<8/2 9 )
519t —8/2 , 11450 IS
¥ i 2 o - — D
3/2<Ka1<5/2 n L 6 g 0
—Sfﬂgt? " _ E‘_‘
5/2< ey ! s 12 !

Dersom problemet tolkes som et diztproblem, vil omkostningerne ved
den optimale dizt altsd vokse stykvis lineaert med ¢ — d.v.s. prisen pd
den ferste ingrediens, der indgdr 1 blandingen — indtil ¢ ndr den kri-
tiske veerdi 5/2, hvor »x gir ud som basisvariabel, siledes at dens pris
ikke lengere influerer pa omkostningerne.

En tilsvarende procedure kan anvendes til at udlede en virksomheds
udbudskurve, nir en vare fremstilles 1 et antal linezre aktiviteter under
en kapacitetsbegraznsning; man maksimerer da gevinsten under denne
begraensning med salgsprisen som parameter. Prisen kommer her til at
indgd 1 samtlige ¢j'er, der jo reprasenterer deckningsbidragene (pris
minus variable stykomkostninger) 1 de enkelte aktiviteter. De skiftende
basislesninger m.h.t. produktmangden for voksende salgspris giver da
umiddelbart udbudskurven?).

Eftersom priserne (produkt- og faktorpriserne) og dermed ¢i'erne vel
er de koefficienter, der er mindst stabile over tiden i et produktions-
planl®gningsproblem, er parametrisk programmering af storst praktisk
betydning ved prisvariationer, d.v.s. niir parameteren optrader i pra-
ferencefunktionens koefficienter. Simplex-beregningerne er her serlig
enkle, idet — som vi har set i tavle I"-II1" — parameteren kun vil
forekomme i simplex-tavlernes nederste linje. Som folge heraf bliver
det ikke vasentligt mere besvierligt at operere med flere prisparametre
pa samme tid for at bestemme, hvor sensitiv en given optimal lesning
er m.h.t. &ndringer i de pigeldende priseri?).

Wy Jiv. Dano (ef. cid, 1966}, pp. 38 L

12y En empirisk scnsitivitetsanalyse pd et programmeringsproblem al dizt-typen er
foretaget i Sven Danoe, =Linear Programming in Ice Cream Making«, Nordish
Tidsskrift for Teknish Okonomi, 1955, pp. 168-173. (Se ogsi Dane (op. cil., 1960),
pp- 97-99). Samtlige ¢j'er i dette omkostningsminimeringsproblem er her behandlet
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Et specielt eksempel pd parametrisk programmering har man i den
velkendte »M-metode« ved linezre minimeringsproblemer, hvor man for
at fi en ikke-negativ initial basislesning indferer kunstvariable (»arti-
ficial variables«, kunstige restvariable); disse variable har ingen me-
ningsfuld tolkning i relation til det konkrete problem, og for at sikre,
at de bliver kastet ud af basen under beregningerne, tildeler man dem
da en meget stor positiv, men iovrigt uspecificeret koefficient M 1 den
funktion, der skal minimeres. Parameteren M kommer da til at optreede
i simplex-koefficienterne, og man ndr til sidst frem til en basislesning,
der tilfredsstiller simplex-kriteriet, ndr M tilleegges en tilstreekkelig
stor veardil?),

som uspecilicerede parametre, og simplex-lriteriet (ud fra den basislosning, der er
optimal ved de gmldende priser) giver da umiddelbart et antal linexre uligheder
i prisparametrene, som mi viere respekteret, hvis lezningen skal vedblive at vare
optimal.

13} Se f. eks. Dano (op. cit., 1960), pp. 71 ff.



