Om beregning al effektiv rente ved salg
pa afbetaling.
Af Ernst Poursent)

1. Problemstilling.

Vi tenker os, at en handelsvirksomhed bl. a. forhandler produktions-
udstyr og langvarige forbrugsgoder, som szlges pa forskellige markeder,
hvor renteniveau og konkurrencevilkar er forskellige. Der er dog det falles
[or de nzvnte markeder, at det er nedvendigt at salge pi afbetaling.

Virksomheden ensker regelmeassigt rapporter om den ekonomiske virk-
somhed. Disse rapporter skal bl. a. indcholde beregning af den effektive
rente p. a., der er opnaet ved afbetalingssalgene, og det forlanges,

1) at beregningerne er foretaget pa ensartet grundlag, og

2) at personalet kan forctage beregninger let og hurtigt, d. v.s.
uden anvendelse af vanskeligt tilgengelige matematiske formler
eller rentetabeller.

Problemet bestar herefter i ai udarbejde en instruktion i overensstems-
melse med de stillede krav.,

2. Eksempel.

Som ct cksempel fra den pigweldende virksomhed kan tages en ma-
skine, der er kalkuleret siledes:

Kr.

kostvaerdi 5.995
handelsavance 3.505
kontantsalgspris 9.500
udbetaling 10 % heral 930
kontantsalgspris = udbetaling 8.550
[inansicringstilleg: 7 % p. a. i 42 mancder:

8.500 - 0,07 - 42 _ 5 095

12

afbetalingspris -~ udbetaling 10.645
udbetaling 950
samlet afbetalingspris 11.595

'y Undervisningsleder i Aktieselskabet Dot Gstasiatiske Kompagni, lie. mere,
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Det ses al kalkulationen, at afdragstiden er 42 mineder, hvorfor det

10.645
enkelte manedlige afdrag bliver T 253,45 kr.

Handelsavancen andrager i eksemplet 58Y% % af kostvaerdien, men
tallet er i denne forbindelse mindre interessant, fordi det er rentabiliteten
al selve albetalingstransaktionen (finansieringsfunktionen), der enskes be-
lyst. Der mé derfor foretages en sammenligning mellem den samlede afbe-
talingspris og kontantsalgspriscn. Iorskellen svarer til finansieringstillaegget,
nemlig 2,095 kr. Dette beleb andrager 24% % af kontantsalgsprisen -+ ud-
betalingen, men procenten er ikke et udtryk for den effektive rente p. a.,
netop fordi summen af investeringsbelebet og finansieringstillaegget -
10.643 kr. — hjembringes over 42 méaneder. Beregningen af de 24'2 %
er imidlertid nyttig i det efterlolgende og vil derfor blive kaldt finansice-
ringstillaegsprocenten, for hvilken symbolet #* vil blive anvendt.

Da den effektive rente p. a. er et mal for det arlige procentvise overskud,
som tilfalder kapitalejeren, er det nedvendigt at betragte sunumen al kost-
vaerdi og handelsavance som investeret kapital.

Handelsavancen skal jo ikke som kostvierdien medregnes ved en bereg-
ning al virksomhedens kapitalbehov, men den ma ved rentabilitetshereg-
ninger betragtes som investeret egenkapital — eventuelt hele den investe-
rede egenkapital, sifremt kostveerdien 100 % kan finansicres med f. cks.
kassekredit, Dette argument holder ogsa, selvom valget for salgeren ikke
star mellem at opnd kontantsalgsprisen straks cller afbetalingsprisen fordelt
over en rxeckke maneder, fordi konkurrencen nedvendiggor afbetalingslor-
men,

I eksemplet er kapitalbehovet (det beleb, der kraver kapitaltilforsel)
kostvaerdien -+ udbetalingen, d. v.s. 5.045 kr. Under den forudsetning,
at der er fremmedkapital investeret, kan det have interesse at beregne de
[aktiske udgifter til forrentning al denne fremmedkapital. Lad os [or
simpelheds skyld forudszette, at afbetalingsselgeren hos sin bank er 1 stand
til at finansicre hele kapitalbehovet til 7 % p. a., og at lanet tilbagebetales
med kobers afdrag, der 100 % anvendes il dette formal. Den samlede

. . . 5.045 .
linetid bliver under denne forudsetning ——— = 20 mineder, og dc
953,45
= =4
fakuske renteudgiflter vil andrage {i?%—l_—_?.ﬂ) 20 - .[]T,gi = 309 kr,
idet parentesen angiver linets gennemsnitsveerdi. Nettofortjenesten pa [i-
nansieringen bliver derefter 2.095 = 309 = 1.786 kr.

Denne nettofortjeneste andrager 35 % al laneprovenuet, men detie 1al
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mi anses for uinteressant, fordi 1) bankens rentekrav er kendt, og 2) det
ikke er normalt at sztte nettofortjenesten i forhold til fremmedkapitalen,
men kun til egenkapitalen.

Derfor vil der i det felgende blive set bort fra linansieringsformen, og
udgangspunktet bliver saledes finansieringstillzegget 1 % af hele den in-
vesterede kapital, altsi den ovenfor omtalte {inansieringstillegsprocent.

3. Udledning af en let anvendelig formel for beregning af effektiv rente.

Det forudsezttes, at det solgte antal maskiner er konstant pr. mined, og
at kunderne overholder de aftalte betingelser. Begynder man pé et givet
tidspunkt at szlge den i eksemplet omhandlede maskine, vil den investerede
kapital vokse indtil den 42'nde mined fra salgets start. Herefter bliver den
slationzer, og den »stationmres investerede kapital (K.) kan udregnes ved
hjalp af formlen
_(k—u)a " -

2
hvor k& = kontantsalgsprisen, u = udbetalingen, & = antal solgte maskiner
pr. mined og # = antal maneder i afdragsperioden.?)

Efter definitionen al begrebet effektiv rente p. a. ma denne kunne ud-
ledes ved hjzlp al ovenstiende formel siledes:

121 -a 10[)“__ = effektiv rente p. a.,
(k—u)a

S (e 1)

K k1),

idet f = flinansieringstillegget pr. maskine, og brekens nmvner angiver
den »stationzre« investerede kapital. Formlen er kun anvendelig under
de ovennavnte forudsatninger og clter den 42'nde méned (i dette eks-
empel) fra salgets start. Det ses, at

100 f
o den ovenfor omtalte [imansieringstillegsprocent, og at
b —

2} Formlens udledning kan ses hos Borge Barfod: »Om albetalingssystemets virkninger
pia Kapitalbehov og omsetnings, Handelsvidenskabeligt tidsskrift 1954, og er ossa
omtalt hos A, Geel Andersen: sKapitalbehoy og salgskredittide, Erhvervsekonomisk
Tidsskrilt nr. 4, 1964, Normalt anvendes formlen til beregning af de stationmre
udestiende fordringer, men i naervaerende artikel er formflet at beregne den »sta-
tioneeres kapital, som fortjenesten skal sattes i forhold il Det mi bemarkes, at
K, er en [iktiv regnesterrelse, som i praksis vanskeligt kan finde anvendelse til andet
formal end det her tilsigtede. Dette skyldes dels de rigoristiske forudszetninger, dels
at den regnskabsmicsige behandling i praksis al det indtjente overskud m. v. nappe
vil fore frem til en krediteret sum i overensstemmelse med K -formlen.

1%
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2-7 .12
formlen derfor kan skrives ---E_F--i-—---, d. v.s. den ellcktive rente p.a.
n

beregnes som den dobbelte [inansieringstillegsprocent gange 12 (d. v. s
antal afdrag pr. ir) og divideret med det samlede antal afdrag 4 1.

I vort cksempel vil ovenstaende formel give en effektiv rente p. a. pa
13,7 %o, Tanker vi os, at der selges 5 maskiner pr. méned, vil den arlige
[ortjeneste andrage 5 - 12 - 2,085 = 125.700 kr. Den »stationeres inve-
sterede kapital bliver

. 5 "
0209 % _ 919125 k.

13,7 % al den siledes beregnede kapital giver imidlertid 125.920 kr.,
altsit lidt mere end ovenfor beregnet, hvilket antyder, at den effektive
rente beregnet pa denne made er lidt overvurderet.

Nir dette er tilfzldet, skyldes det, at der ved beregningen ikke er taget
tilstrackkeligt hensyn til tidsforskydningerne mellem ind- og udbetalinger.
Dette svarer principielt til de approximative metoder, der 1 udstrakt grad
anvendes ved beregning al en investerings rentabilitet, nemlig annuitets-
metoden og den shkaldte simple afkastningsgrad, der af samme grund har
en tilbejclighed til at vise for gunstigt et billede af rentabiliteten. Det sande
billede fis kun frem ved anvendelse af de matematiske metoder, tilbage-
diskonteringsmetoden eller den interne rentefods metode.

Ogsd ved salg pia afbetaling er det derfor nedvendigt at ty til rentes
rente beregninger for at fi det »sande« udtryk for rentabiliteten frem.

4 Beregning af den »sande« effektive rente p. a.

Da en raekke af lige store ménedlige afbetalingsafdrag netop danner en
efterbetalt annuitet, kan den ssande« effektive rente pr. mined — i det
folgende kaldet 7 — beregnes efter formlen

(k—wu)a 1—(1+:)""

Y- a i ’
hivor taelleren pi venstre side angiver den minedlige investering, og 3 det
enkelte méanedlige afdrag pr. maskine. 8.550

I vort cksempel har ligningens venstre side veerdien ——7- =
33,73:446442. 293,45

Ved opslag i en rentetabel?) for 7 = 42 ses det, at den manedlige rente

4y Simon Spitzer: »Tabellen fiir die Zinses-Zinsen - und Renten-Rechnunge, Wien
1911.
Alsnittet »Barwert der nachschiissigen Rente 1, TV



133

mi ligge mellem 1,010 9% og 1,125 %. Ved linecer interpolation kan det
let beregnes, at den Gl cifrene svarende forskel er 0,053 %, hvorlor den
sogte minedscente mi vaere 1,063 %, Efter sadvanlig fremgangsmade
omregnes dette il arsbasis efter rentes rente formlen. Idet den »sande«
effektive rente p. a. kaldes 7, er

= 12 __

i —l[lﬂl[{l-l-mﬂ} 1)
cller i eksemplet 100 (1,01063'% - 1) = 13,6 % p. a.

Den sstationzre« kapital kan derfor heller ikke andrage 919.125 kr.,
men 924,265 kr, Forskellen er netop rente og rentes rente af den investe-
rede kapital. Det sidstnaevnte belob benazvnes €, der udledes siledes:

12a (n -y — (k —u))

+F

z
. 12 - 5 (42 - 253,45 -- 8.550) i
cller i cksemplet - TY S T = 924,965 kr.
13,6

Telleren er multipliceret med 12, fordi i er udtrykt p. a.

Formlen for Cs kan udledes som felger: selges & maskiner pr. maned,
ma szxlgeren efter n maneders forlab ligge inde med a - n afbetalingskon-
trakter af aldrene 0, 1, 2, .... (2 — 1) mineder. Fra dette tidspunkt er
tilstanden stationzr, idet szlgeren pr. maned herefter modtager a - n - y
kr. 1 afdrag, samtidig med at (& — ) @ geninvesteres. Overskuddet bli-
verdaa-n-y— (k—u)a pr. mined. Dette belob kan betragtes som
ménedlig forrentning pd en stationzr kapital af vierdien

Cs=Co+ Cr+ Ca+....Cux (1

3

Tdet
1 — (1™
Co= (k—u)a,er Co=a:y-———rmsmm-
3

(2)

Af indbetalingerne ved slutningen af den forste maned er Cn - 7 rente,
hvorfor kun a - y — Co « # kan anvendes til nedbringelse af salecrens til-
eodchavende. Dette vil derfor andrage

Ci=Co—(a-y—Co-i)=Co(1+i)—a-y

Ved slutningen af den anden méned modtages igen a - y kr., hvoral

€1+ i er rente, hvorfor vi far
Ce=Ci(1+i)—a-y=
(Co(LA4-d) —a-py)(1+i) —a-y=
Co(l+d)2—a-y(1+i)—a-y=

1 +:)2 —1
Cﬂ_ (l _I_ i}.’ — y_(_—l-'f}__.— =
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L) — 1
Heral kan generelt udledes, at Ca = Co (1 4 )" —a - y (——-—j,’—-----—- :
i
men da kontrakterne cor fuldt afviklede pi tdspunktet n, ma Cu = 0,
1 )" —1
lworal Co (1 i) =a-y ~-(——-—_-)--—"; (3)
2

hvilket udtrykker det samme som ligning (2). Ligmng (1) kan herefier
udtrykkes siledes:
Ce=Co (11 (1-4-4) -+ (1 + %+ ...(1 -+
I bz)= 1 {1 |g)*1 -1
—a-y(1-+ ¥H.td.___ ."_____M.L.}.l .......... —,

i i
hvoral
(1" =1 a-y (1% —1

Co = Commm e e (et~ ) (4)
i i
Ved at indsactte (2) 1 (4) las:
Cs=a-y-r.z—l:'n’ (5)

hvilket principielt svarer til den ovenfor anvendte formel, der i eksemplet
giver resultatet 924.265 kr. Formel (5) kan i modsaztning til den lettere
anvendelige formel, der blev omtalt i afsnit 3, anvendes wanset om den
stationzere tilstand er indtrade eller ¢j.

-

3. Problemlosning.
Det fremgir af det foranstiiende, at den ssande« effektive rente p.a.
I
i vort eksempel er 13,6 %0, medens den lettere anvendelige formel :?;—:- 1-
-
- giver 13,7 %.

Man kunne derfor fristes til blot at instruere om at anvende den sidst-
nevite formel, da differencen ikke forekommer saerlig betydelig. Man bor
imidlertid viere meget forsigtig med at anvende den lette formel som til-
nermelse til den ssande« effektive rente, fordi forskellen stiger med for-
ogede veerdier af n. Er iovrigt den »sande« effektive rente relativt lav —
[.cks. 12 96 p. a. cller derunder, vil forskellen vaere mindre end 1, safremt
n blot er mindre end ca. 50. Er den ssande« effektive rente f. cks, 36 e
p. a., bliver forskellen imidlertid ca. 7 svarende til n = 42 og ca. 13,5 for
n = 84

Her kan vi igen sammenligne med de approximative metoder for inve-
steringsberegninger, hvor overvurderingen al rentabiliteten vokser med
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investeringens forventede levetid og rentefodens hojde. Pa grund af form-
len for omregning af 7 til 7, kan denne dog godt vaere hejere end renten
beregnet elter den approximative mectode, nir blot vardierne af n og o
er tilstraekkeligt lave.

Safremt den pagweldende handelsvirksomhed ofte saclger med lange
afdragsperioder, kan man derfor ikke anbefale den »lette« losning.

Det cr heller ikke i overensstermmelse med den stillede opgave at in-
strucre om anvendelse af annuitetsformlen i forbindelse med en rente-
tabel. Det er problemet med at interpolere i en sidan tabel, der er det
vanskeligste, fordi sclv mindre fejl i den effcktive rente pr. mined kan blive
betydelige, nir renten omregnes til drshasis.

Det fremghr imidlertid af annuitetsformlen, at i kun afheenger af 3
[aktorer, nemlig

1Y n
2y (k-n)a
3) y-a
[De to sidstnmvite kan kombineres 1 cen [akior:

aln-y— (k- w) 100

(k—u)a

Dette or ensbetydende med, at den ssandee effektive rente alene al-
heenger af antallet af aldragsperioder og af finansierinfstillagsprocenten.
Det ma derfor varre muligt at opstille en tabel, der dirckte viser i varie-
rende med forskelige vardier af n og 1.

Dettc problem loscs lettest ved anvendelse af en simpel simulations-
model. Man kunne siledes satte Co til et tilfeldigt tal, f. cks. 1000, lade
r" variere med 1 % i differcence fra 5 % til og med 50 % og lade a variere
med 1 méneds difference fra 6 maneder til og med 48 méancder. Der kan
nu let udarbejdes en tabel efter formlen

1000 n 1000 - 10+

1000 £ 107 idet D repracsenterer p-vardicrne.

Den fremkomne tabel testes nu med en rentetabel (1. cks. Spitzers), og
de nedvendige interpolationer foretages, hvorefter de fremkomne vardier
af 7 omregnces til ¢ efter den ovenfor anforte formel.

Det besvarligste er dog stadig interpolationerne. Da rentelunktionen
ikke er lineaer, vil linezr interpolation medfore fejl, som man kun kan til-
lade sig at s¢ bort fra, sifremt afstanden mellem rentesatserne i tabellen er
tilstrackkeligt smd, saledes som det er tilfzeldet i den ovenfor nevnte Spitzers
rentetabel.
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Imidlertid kan en tabel over vierdier af i varierende med n og 1’ ogsid
udarbejdes uden brug af en allerede udarbejdet rentetabel, Idet vi satter
a == 1, kan [inansicringstillacgsprocenten skrives
(n -y — o) 100

P e — -

- Co

Co 100

P 100 + 7
Det ses, at denne ligning har venstre side falles med anmuitetsfornilen.
Nir vi setter ligningens hojre side lig A, far vi

1 — (1 44)-" 1 — (1)~
= e s ey = e e e
i A
Med det formill at undersege funktionsforlebet kan vi skrive
I—(1+28)-"

i) =

Ved at undersege den forste alledede f(#) sivel som den anden afledede
[7(i) for aktuelle vaerdier af 4 og n kan det konstateres, at ovennavntc
funktion har det nedenstiende indtegnede forlob:

1, o) =i
K
7
’
#
#
. -,
[T T dee
. 1- (148"
ftiy = e
H A
i
137, b mem e emmm— e |
i
H
i ! '
Den sogie. : : '
vierdi af § r ' 1 ]
Vs : 1 1
, 1 ! ':
, 1
# ' ]
’ ' ) H
s 1 ' 1:
. ! ! .
’ 1 1 [
LI ‘I ] el
Indg i In 1

I samme koordinatsystem ses indtegnet f(i) = 7 som en ret e, Der
vaelges nu en tilfeeldig vaerdi af 7 kaldet 7o T punktet in,f(in) tegnes kur-
vens tangent, hvis skeeringspunkt med den rette linie giver veaerdien Zni
soin forste tilnermelse til den sogte veerdi af 7. Dernast tegnes tangenten til
kurven i punktet Zus1,f(Zn11), og denne tangents skaring med den rette
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linic giver vierdien in+2, som er en bedre tilnermelse Gl det sogte i Siledes
fortsecttes, indtil 7 er [undet med den onskede nejaglighed.
Den matematiske fortolkning al den geometriske losning er ligningen

ftin) =i - i)

Budl = = S
1 — f(in)
som er den almene formel for beregning af 2.1)
Lltersom
fin) = I E B
[ P S -
4

ax den forste alledede er
(L -+ )t

fli) = ="

kan disse verdier indsaettes 1 den alimene formel som foleer:
[
I —_— |:1 "}- irr}_” .o {1 '{' in)}—'{?‘r 1

—_— e e

R ___4 R A'___ — cller
mee n(l + &)-t+n :

A
. (1 — (1 +1;n)'_ﬂ:| e dy ?l{l'i' fﬂ)—fﬂlﬂ
g ] == —— e e =—wo O
A—n 1+ i)~
Ved forlengelse med (1 4 #)" 41 fas
|:j1 |- fn)ﬂ-l-j - (1 -} -I".u) - .;u -1

dn+l = - . .... = = -
A (1 + i)l —

Med anvendelse af forkortelserne

14 in=25 og §n+1 =T
. o o T—8—iu-n

kan sidstneevnte ligning forenkles til sy =~
A-T—n

Fremgangsmaden er den samme som pa den grafiske afhildnineg, d. v. s.
benyttelse af tangenten til kurven. Der vaelges en vaerdi af 7 kaldet 7», der
indszettes 1 ligningen for 7u+1. Resultatet indsattes igen, hvorefter vi finder
inv2 0.8 v.. Da 4-5 gennemlab er tilstreekkeligt til at opnd den enskede
naiagtiched, mi metoden betragtes som en meget hurtig iterationsmetode,
iseer safremt udarbejdelsen af den endelige tabel over de drlige renter kan
foretages ved hizlp af EDB. Et uddrae af tabellen bringes her:

4} Tormlens udledning er kendt som Newton-Raphson metoden. Denne er beskrever i
Daniel . MacCracken and William 8. Dorn: »Numerical Methods and Fortran
Programmings, N. Y. 1964, side 133 [L



138
Den effektive rente p.a. i % af den investerede Lapital.

Finansierings- .
‘ 5 Antal manedlige aldrag

tillegsprocent
18 24 30 30 42
20 26 19,7 15,7 13,0 11,1
23 33 24 19,6 16,2 13,8
30 41 30 23 19,5 16,5
35 43 35 27 22 19,3
36 10 31 26 22
45 64 16 35 29 24

Tabellen kan nu let anvendes, men mi ledsages al en instruktion, der
bl. a. delinerer finansicringstillagsprocenten som finansieringstilliegget i %

al kontantsalgsprisen = udbetalingen,
Dette ma vaere den praktiske losning al den stillede opgave.
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