En metode til beskrivelse af strukturen 1
specielle systemer.

Af OLE NIELSEN™)

(1) Lad der vare givet et system, der i en relevant beskrivelse kan
indtage n forskellige, hinanden udelukkende, tilstande. Tilstandsmulig-
hederne vil f. eks. kunne nummereres 1, 2, 3, ... n.

Eksempel 1.

Et ekspeditionssystem med 1 betjeningsplads (ekspedient) og 2 vente-
pladser (kepladser) kan indtage felgende 4 forskellige tilstande:

Tilstand | o | v | 2 | 3

Betjeningsplads besat nej ja ja ja

Forste venteplads besat nej \ nej ‘ ja [ ja

Anden venteplads besat nej nej nej ja
Fig. 1.

Da det her findes hensigtsmaessigt at lade tilstandsnummeret angive
det antal kunder, der befinder sig i systemet, er tilstandene i fig | num-
mereret 0, 1, 2 og 5.

Da de 4 tilstande beskriver systemet udtemmende, vil dette altid be-
finde sig i en af disse. Der kan siledes ikke forekomme en tilstand, hvor
betjeningspladsen ikke er besat samtidig med, at en eller begge keplad-
ser er besat, idet det forudszttes, at betjeningspladsen momentant vil
blive besat fra ventepladserne.

#) Civilingenior, amanuensis ved Handelshojskolen i Arhus.

J—-1966—-1
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Vi vil sfiledes endvidere kunne konkludere, at betjeningspladsen altid
vil vaere besat, sifremt der er kunder i systemet.
(2) Lad det endvidere vaere givet, at sansynlighederne for overgang
fra en vilkarlig tilstand til en vilkdrlig anden tilstand i lebet af et givet
tidsinterval (&) er kendte (men ikke nedvendigvis forskelig fra 0).

Man kan da betegne de kendte sandsynligheder i hvor forste fod-
tegn angiver den tilstand, frvorfra overgangen sker, og det andet fodtegn
angiver den tilstand, fivortil overgangen sker. Det gwmlder for savel 2
som j, der er uafhengige af hinanden, at de kan antage alle de vardier,
som angiver de relevante tilstandsmuligheder.

[ det specielle tilfalde, hvor j =4, vil pi; betegne sandsynligheden
for, at det betragtede system forbliver i tilstand i inden for tidsinter-
vallet /.

Elsempel 2.

Set 1 relation til det i eksempel | angivne system vil $10 betegne sand-
synligheden for, at systemet, efter at have befundet sig 1 tilstand 1 ved
begyndelsen af tidsintervallet £, vil befinde sig i tilstand 0 ved slutnin-
gen af tidsintervallet A.

Det bemmrkes, at det sdledes er uden betydning for beskrivelsen,
hvilke andre tilstande, systemet eventuelt mitte have antaget i inter-
vallet A.

(8) Lad det yderligere vere givet, at de enkelte overgangssandsynlig-
heder alle er afhwngige afl det betragtede tidsinterval i pd fslgende
mide:

bii = Aijh+-0(h)
hvor fij angiver sandsynligheden for overgang fra tilstand z til tilstand
j i lebet af h tidsenheder.
Zij angiver en til pi knyttet konstant (44 = 0).
h angiver det betragtede tidsinterval.

0(%) angiver en funktion med cgenskaben lim 0 = 0 (andre egen-

ok
skaber har ingen betydning i denne forbindelse).

Betragtes et tidsinterval ¢, som opdeles 1 m lige lange intervaller, vil

t
disse delintervaller have leengden & = —.
m
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Man har herved sandsynligheden for overgang fra tilstand 1 til til-
stand j i intervallet £ som:

1 £
pii = i — + 0(—)
m e

og sandsynligheden for, at der ikke sker overgang fra tilstand i til til-
stand § i lebet af tidsintervallet £ som:
£ £
1—piy = 1—4ij — — 0(—)
m m
samt sandsynligheden for, at der ikke sker overgang fra tilstand 4 til
tilstand j 1 noget af de m delintervaller, som:
i £
(1= = — O
mn m
der geaelder for alle valg af m (heltal), specielt ogsd nir m vokser over
alle granser.

Sidstn@vnte sandsynlighed betegner netop sandsynligheden for, at
der ikke sker overgang fra tilstand i til tilstand j i intervallet £ Vi har
da, at:

£ £ L ') it
(1—2 — — 0(—)" = lim (1—ij — — O{—))"= lim (1 ——)=
Kl ni e m e o in
= ¢—ljjt
idet
i
lim (l—l——c}“ = ¢gF
T aaka n

Sandsynligheden for, at der sker overgang fra tilstand 7 til tilstand
i 1 tidsintervallet ¢ bliver nu:
Fy{t) = 1 —e Yt
og den tilsvarende sandsynlighedstethed
fi(t) = Le~ij!t
Vi ser sdledes, at forudsetning (3) medferer, at de enkelte over-
gangssandsynligheder bliver eksponentielt fordelt.
Betragter vi specielt et uendeligt lille tidsinterval dt, vil sandsyn-
ligheden pi; antage verdierne:
Pii =Ai;dt
Forudsacttes det, at det betragtede system har opndet statistisk lige-
vaegt, vil det gzlde, at:

P/ =2 P;. py (1<7<n

i=1
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hvor

Py betegner sandsynligheden for, zt systemet er i tilstand j ved
slutningen af intervallet dt.

Pi betegner sandsynligheden for, at systemet er i tilstand ¢ ved

begyndelsen af intervallet dt.

P/ =P; betegner ligevagtssituationen.

Ovenstdende ligningers indhold for 1 < j << n kan udtrykkes ved
hjelp af felgende graph:

Fig. 2.

Eksempel 3.
En graph i ovennzvnte udformning kan fortolkes séledes:

Der er givet en razkke punkter — repraesenteret i fig. 2 ved en cirkel -
der er forbundet med en rackke pile. Til hvert punkt er knyttet en
variabel og til hver pil en multiplikator.

Vardien af en variabel i et punkt fastsattes som summen af de
variable 1 udgangspunkterne for de pile, der ender i det betragtede
punkt, idet de enkelte variable multipliceres med den multiplikator, der
er knyttet til de tilsvarende pile.
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angiver, at y = m - x.

(D

m
w

Fig. 4.

angiver, at y = x1 - n1 + x2 - me.

v

Fig. 5.

R
angiver, at y = xum + xeme ... A ximi .. Xemta = X xim.
i=1
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Fig. 6.

angiver, at ¥ = ax og z = by, hvoraf felger z = abx, som ogsd kan
udtrykkes som:

Fig. 7.

Foreligger der sdledes en graph til beskrivelse af relationerne mellem
en rickke variable, kan man ved hjzlp af nmrmere fastlagte regler
omforme disse relationer til afledede relationer. Som cksempel herpa
har vi ifelge fig. 6 (sc ovenfor), at y = ax og z = by medforerz = a-b-x.

Som et yderligere eksempel pd sidanne regler skal her anferes fol-
gende simple regel:

Fig. 8.

angiver, at y = ax -+ by.

De 'lese’ pile angiver, at det anferte resultat er valhwengigt af, hvilke
pile der forer til og fra de to anferte punkter.

Udtrykket for y kan hercfter omformes til:

a
+
- x (b+1)

der udtrykt i en graph ser siledes ud:

y =



Fig. 9.
Graphen i fig. 9 vil direkte kunne omformes til graphen 1 fig. 8 ved
anvendelse af omformningsreglen.

b

Fig. 10.

Vender vi herefter tilbage til graphen i fig. 2, som udtrykker lige-
vicgtshetingelserne

i
Pi= X Pip
i=1

kan denne graph omformes ved hjzlp af reglen 1 fig. 10 til:
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som udtrykker relationen:
" );.
Pi= X Pi b (P + 1)
i=1 1 —

Indforer vi herefter py = Zidt og benytter vi, at

i
X pi=1
i=1
d. v. s
i—1 n
1—=pii= X pu+ 2 pii
j=1 i=j1
og videre, at
i—1 n i—=1 "
| —pyy= & dpdt + 2 Aidt =dt ( 2 i+ 2 i)
=1 = jtl i=1 fejil
[as
| b . dl "o
P = 1 X Pt = — - X by
— i i= . . i=1
pa i (2 i+ = da)dt'
i=1 fuf1
og
i=1 " I
Pi(Xlp4 2 iy= X Ay- Pi
i=1 i=j+41 i=1

der udirykker, at sifremt systemet er 1 statistisk ligeviegt, vil en given
tilstandssandsynlighed multipliceret med summen af overgangsiniensi-

Eft
teterne (lim fe)

o f

= ;) fra tilstanden vare lig med produktsummen af

overgangsintensiteterne til tilstanden multipliceret med de tilsvarende
tilstandssandsynligheder for udgangstilstandene.

Ovennavnte tilstandsrelationer, der som tidligere fremhaxvet forud-
sictter, at de enkelte overgangssandsynligheder er eksponentielt for-
delte med hensyn til tiden (jfr. (3)), kan udtrykkes i en anden graph-
form, for hvilken der gwlder specielle fortolkningsregler.

a - . -
' '
- }”'J
’
r » \
\ ]

¥ s
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Den i fig. 12 anferte graph beskriver ct system med # tilstande, idet
der af hensyn til oversigten kun er angivet de intensiteter, der svarer til
overgangssandsynlighederne til og fra tilstand j.

Graphen kan fortolkes sdledes, at der for hvert punkt (cirkel) fis en
relation mellem tilstandssandsynligheder og intensiteter, idet P; gange
sum af afgangsintensiteter = produktsum af tilgangsintensiteter og ud-
gangssandsynligheder.

En nrmere analyse af de opstillede relationer vil vise, at ¢én af
relationerne kan udledes af de ovrige, samt at der udover de fra graphen
udledte relationer cksisterer endnu en relation

"
E P=1
f=1

der giver udtryk for det opstillede systems probalistiske natur.

Kownklusion
Indholdet i ovennmvnte fremstilling vil herefter kunne koncentreres
1 felgende konklusion:
Séfremt der foreligger et system med folgende egenskaber:
1) Systemet antager i ethvert tidspunkt én og kun ¢én af 1alt # definerede
tilstande.
2) Overgangene fra en tilstand til en anden i lebet af et givet tids-
interval er eksponentielt fordelt i tiden med en given intensitet.
3) Systemet kan opnd statistisk ligevaegt.
vil relationerne mellem tilstandssandsynlighederne 1 ligevaegtssituatio-
nen kunne udtrykkes ved:

M
1) Ligningen X Pi= 1 samt

i=1
2) de relationer, der kan aflwses af en graph bestdende af
a) n punkter (cirkler), til hvilke der er knyttet » tilstandssandsyn-
ligheder,
b) en rxzkke pile, som forbinder de cnkelte punkter, og til hvilke
der er knyttet overgangsintensiteter.



134

Et cksempel pi opstilling og benyttelse af en graph af den her om-
talte karakter vises i dette nummer af Erhvervsekonomisk Tidsskrift:
L. Printz: Om lesning af keproblemer.
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