Om losning af keproblemer.

Af L. Printz*)

Artiklen er inddelt i to afsnit, hvor ferste afsnit indeholder ct forseg
pd at karakterisere arbejdsindholdet i forbindelse med lasning af ope-
rationsanalytiske problemer, her specielt keproblemer, medens andet af-
snit omfatter en behandling af et specielt keproblem.

ARBE]JDSINDHOLD

Arbejdsindholdet i forbindelse med lasning af operationsanalytiske
problemer vil kunne tenkes karakteriseret ved opdeling i felgende otte
arbejdsfaser:

6,

Klarleeggelse af problemstilling

2. Fastleggelse af systemets struktur
8.
4. Fastlxggelse af de funktionelle egenskaber ved systemet som

Fastlxcggelse af systemets tilstandsmassige indhold

enskes bestemt

Valg af modeller samt fastleeggelse af parametre
Beregning af systemets relevante funktionclle egenskaber
Design af system

8. Drift og vedligeholdelse af system.

1. Klarleggelse af problemstilling

Behovet for anvendelse af operationsanalyse vil kunne erkendes pd
mange forskellige mider og i forbindelse med sdvel drift som konstruk-
tion af systemer.

*} Cand. merc, amanuensis ved Handelshajskolen i Arhus,
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Med udgangspunkt i systemets fysiske indhold omfatter arbejdsfasen
en afgraensning og praecisering af den aktuelle problemstilling set i rela-
tion til virksomhedens (systemets) samlede aktivitet.

2. Fastleggelse af systemels strubklur

Pa grundlag af den i arbejdsfasc 1 klarlagte problemstilling fast-
lgzes det aktuelle systems struktur gennem en grafisk afbildning (struk-
turdiagram). Den valgte beskrivelsesmetode vil veere afhengig af pro-
blemets art, systemets fysiske indhold samt den eller de personer, der
forestdr beskrivelsen.

Set 1 relation til arbejdsfase 1 indeholder arbejdsfasen gennem valg
af specifikationsgrad en yderligere algreensning af problemstillingen.
3. Fastleggelse af systemets tilstandsmessige indhold

Arbejdsfasen indeholder en fastleggelse al de tilstande, som det ud
[ra et funktionelt synspunkt findes relevant at skelne mellem.

Set i relation til problemstillingen ma valget af specifikationsgrad
her ses i neje sammenhzng med mulighederne for at pavirke systemets
[unktionelle indhold.

De valgte tilstande samt relationerne mellem disse bor af prakiiske
grunde opstilles i grafisk form (tilstandsdiagram).

4. PFastleggelse af de funktionelle egenskaber ved systemet som onskes
bestemt

Med udgangspunkt i resultaterne af de foregiende arbejdsfaser fast-
legges de funktionelle egenskaber ved systemet, som det findes relevant
at bestemme gennem operationsanalysen.

Som cksempler pd sddanne egenskaber skal for keproblemets vedkom-
mende nevnes det gennemsnitlige antal kunder 1 systemet, det gennem-
snitlige antal kunder i1 keen, den gennemsnitlige ventetid i systemet,
sandsynligheden for et givet antal kunder i systemet m. v.

Da de funktionelle egenskaber skal danne direkte grundlag for den
senere systemkonstruktion, er det meget vigtigt, at denne arbejdsfase
udferes omhyggeligt og pa initiativ al den cller de personer, som sencre
forestar systemkonstruktionen.

Af praktiske grunde ber de valgte egenskaber opstilles i punktform
under anvendelse af en entydig beskrivelsesform.

5. Valg af modeller samt fastleggelse af paramelre

I denne arbejdsfase bestemmes systemets relevante parametre gennem
opstilling og afprevning af hypoteser. Dette gaelder siledes konstate-
ring og karakteristik af fordelinger, udregning af overgangssandsyn-
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ligheder m.v. Det er vigtigt, at de konstaterede parametre suppleres
med en oversigt over de forudsaztninger, hvorunder de galder.

I de tilfzelde, hvor ovennavnte karakteristik ma baseres pa observatio-
ner, vil arbejdsfasen i sig selv give anledning til gennemforelse af en
rackke selvstzndige arbejdsfaser, hvis nazrmere indhold ikke skal be-
handles her.

6. Beregning af systemels relevante funktionelle egenskaber

Med udgangspunkt i systemets karakteristik foretages der gennem
denne arbejdsfase en beregning af de relevante funktionelle egenskaber.
For at kunne gennemfore disse beregninger vil det normalt vere ned-
vendigt at anvende matematisk-statistisk symbolik og tankegang, lige-
som anvendelsen af regnemaskiner vil viere af stor verdi ved lesning
af sterre beregningsopgaver.

I de tilfzelde, hvor systemet er identisk eller tilnzrmelsesvis identisk
med allerede opstillede og gennemregnede modeller, vil beregnings-
arbejdet blive erstattet af en fremdragning og fortolkning af sddanne
muodeller.

Séfremt problemstillingen indecholder en stillingtagen til systemets
strukturering, vil der endvidere kunne vere tale om opstilling af op-
timeringsmodeller, i hvilke systemets alternative indhold tilfores et eko-
nomisk vurderingsgrundlag.

7. Design af system

Resultaterne af arbejdsfase 6 vil direkte kunne danne grundlag for
nykonstruktion eller @ndring af det aktuelle system.

Af praktiske grunde ber det valgte system beskrives og karakteriseres
i en form og specifikationsgrad, der er i neje overensstemmelse med den
i de foregiende arbejdsfaser anvendte.

8. Drift og vedligeholdelse af system

Der skal her blot fremhaves nadvendigheden af, at systemet under
driften geres til genstand for en lebende kontrol af de funktionelle
egenskaber, sdledes at eventuelle utilsigtede zndringer eller bristede
forudsztninger hurtigst muligt konstateres og eventuelt giver anledning
til feed back til arbejdsfase 1.

Til slut skal det anferes, at ovennavnte arbejdsfaseopdeling vil kunne
danne grundlag for en hensigtsmassig arbejdsdeling mellem virksom-
hedens ansvarlige ledelse og operationsanalytikeren.

Arbejdsfaserne 1, 2, 3, 4, 7 og 8 mi sdledes naturligt henhere under
den ansvarlige ledelse, medens arbejdsfaserne 5 og 6 vil kunne vare-
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tages af en operationsanalytiker enten inden for virksomheden eller
uden for denne. En heldig gennemforelse af en sidan arbejdsdeling
vil imidlertid vare betinget af, at leder og operationsanalytiker er i
stand til at kommunikere sammen. Et sadant kommunikationsgrundlag
vil kunne skabes gennem udbredelse af entydige systembeskrivelses-
metoder, som saledes ma beherskes af savel virksomhedsleder som opera-
tionsanalytiker.

Det skal anfores, at ovennavnte kommunikationsproblem naturligvis
ikke vil veere til stede i de specielle tilfielde, hvor den ansvarlige ledelse
og operationsanalytikeren er forenet i samme person. Sddanne tilfaelde
vil imidlertid vere meget sjeldne i praksis, og det er i hoj grad et
sporgsmal, om de 1 det hele taget er snskvierdige.

KOPROBLEM

I det folgende vil der blive gennemgdet et specielt keproblem. Da
behandlingen forst og fremmest er adresseret til operationsanalytikeren,
vil der 1 overvejende grad blive lagt vegt pad en uddybning af arbejds-
faserne 5 og G.

Arbejdsfase 1.

Problemstillingen afgrenses pa dette sted til et ekspeditionssystem,
idet der ses bort fra eventuclle andre aktiviteter i cn storre sammenhzng.

Arbejdsfase 2.

Idet det aktuelle system er karakterisert ved at omfatte et ckspedi-
tionssted, en uendelig razkke af kepladser samt et reservoir af kunde-
emner, der indglr i en eventuel ko efter passage af en modtagergenera-
tor, vil systemets struktur kunne beskrives ved felgende diagram:
Ekspeditions-
Modtagergenerator Kapladser sted

nln—1 2l—1 1 | —

I <s<r 0L n—rco

Reservoir
(kundeemner)

Fig. 1. @

Det bemzrkes, at der kun vil kunne befinde sig én kunde ad gangen
i modtagergeneratoren, og at der pd grund af reservoiret altid vil vare
en sddan kunde.
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Arbejdsfase 3.

Det findes i den aktuelle situation relevant at karakterisere systemets
tilstandsmuligheder ud fra henholdsvis antal kunder i ekspeditionssystem
4+ kesystem og den ankomne kundes placering i generatoren.

Lader vi generatoren indeholder ialt r faser, medens ekspeditionssted
og kesystem tilsammen indeholder et uendeligt antal pladser, vil de
aktuelle tilstandsmuligheder fremgd af diagrammet i fig 2.

I ovennmvnte tilstandsdiagram angiver eksempelvis notationen 1.0
(forste razkke — forste sejle), at systemet indtager en tilstand, der er
karakteriseret ved, at der er 1 kunde i modtagergeneratorens forste
fase samtidig med, at der ingen kunder er i ekspeditionssystem og ke-
system, medens eksempelvis notationen 7.2 (tredie razzkke — sidste sajle)
angiver en tilstand, hvor den ankomne kunde befinder sig i den 7’te fase
samtidig med, at der er 2 kunder i kesystem og ekspeditionssted tilsam-
men.

Vi ser sdledes, at raekkerne i diagrammet repraesenterer antallet af
kunder i kesystem og ekspeditionssystem, medens sejlerne repracsenterer
den ankomne kundes placering 1 modtagergeneratoren.

Af diagrammet fremgir det desuden, at en @ndring af systemet fra
eksempelvis tilstand 1.0 kun vil kunne foregd til tilstand 2.0 svarende
til den ankomne kundes overgang fra fase 1 til fase 2 i modtagergene-
ratoren.

En overgang fra tilstand 7.0 til 1.1 markerer pd tilsvarende made,
at en kunde overgir fra generatorens sidste fase til ekspeditionssyste-
met, medens en overgang fra f. eks. tilstand 2.1 til 2.0 markerer, at en
kunde bliver fmrdigekspederet, medens den ankomne kunde befinder
sig 1 den 2. fase.

Pa lignende méde vil samtlige tilstandsovergange i diagrammet kunne
fortolkes. Man vil i den forbindelse bemzrke, at tilstandene er specifice-
ret pd en sidan mide, at der kun vil kunne foregd én hendelse ad gan-
gen. Der vil sdledes ikke kunne blive tale om, at f. eks. en kunde bliver
feerdigekspederet samtidig med, at kunden i modtagergeneratoren ryk-
ker en fase frem. Sifremt dette var tilfzldet, ville der vaere behov for
en pil mellem f. eks. tilstand 4.1 og tilstand 5.0.

Set i relation til tiden vil denne adskillelse mellem relevante haen-
delser i systemet kunne opnds i tistrekkeligt omfang ved en minimering
af observationstidsrum?).

1) Se artikel 1 dette nummer: Ole Nielsen: En metode til beskrivelse af strukturen i
specielle systemer.

[}
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Af beregningsmassige drsager (se senere under arbejdsfase 6) er det
fundet hensigtsmassigt at karakterisere systemets tilstandsmuligheder
gennem en fortlebende indicering af de aktuelle tilstande giende fra
0 til nr+r—1 (se fig. 2).

Ved denne fremgangsmide bevares karakteristikkens specifikations-
grad samtidig med, at den tidligere anferte dobbeltindicering bliver
erstattet af en enkeltindicering.

Det enkelte index karakteriserer herefter systemets tilstand ved det
antal faser i modtagergeneratoren, som kunderne i ekspeditionssystem
+ kesystem -+ generator har passeret (gennemlebet).

Antallet af kunder i det egentlige system (ko- og ekspeditionsystem) er
i denne notation givet med det hele multiplum af r, idet diagrammets
enkelte rakker fortsat representerer dette antal.

Arbejdsfase 4.

Med udgangspunkt 1 problemstillingen er det fundet relevant at un-
dersoge folgende funktionelle egenskaber ved systemet:

I. Sn = sandsynligheden for at der ingen kunder er i ke- og ckspe-
ditionssystem tilsammen.

2. S, = sandsynligheden for at der er » kunder i ko- og ekspedi-
tionssystem tilsammen.

L = det genncmsnitlige antal kunder i systemet.

L, = det gennemsnitlige antal kunder i keen.

Ax = sandsynligheden for at en ankommen kunde finder 2 kunder
i systemet.

f.h.-h-b;

Arbejdsfase 5.

Det forudsattes, at en nzermere analyse har vist, at det aktuelle system
omfattes af fslgende relevante egenskaber:

1. Ekspeditionstiden pr. kunde er eksponentielt fordelt med para-
meteren g

2. Tilgangen til selve systemet foregir fra et uudtemmeligt reservoir
via en r-faset modtagergenerator. Der vil altid vare 1 kunde i
modtagergeneratoren, idet der straks rykker en ny kunde ind i
generatorens forste fase, nar en kunde har forladt den 7’te fase for
overgang 1 systemet. Passagetiden (den tid det tager at passere
en fase) er eksponentielt fordelt med parameteren ri.
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Under forudsztning af at systemet kan opni og er i statistisk lige-
vagt, vil sammenhangen mellem de enkelte tilstandsmuligheder kunne
udtrykkes ved intensiteter®), svarende til de under punkterne 1 og 2
anforte parametre g og ri.

Intensiteterne er herefter pafert tilstandsdiagrammet i fig. 2.

Arbejdsfase 6.

Som udgangspunkt for en beregning af systemets funktionelle egen-
skaber vil vi lade Pj udtrykke sandsynligheden for, at systemet indtager
den j'te tilstand, hvor j i henhold til fig. 2 og arbejdsfase 3 vil kunne
antage vaerdierne 0, 1, 2, 3, .... nrr—2, nr+4r—1.

Med udgangspunk i fig. 2 vil vi herefter kunne opstille falgende lig-
ningssystem til beregning af systemets ligevaegtssandsynligheder, idet
vi 1 den statistiske ligevagtssituation har, at sandsynligheden for over-
gang til en given tilstand (evt. samling af tilstande) er lig med sandsyn-
ligheden for overgang fra den pégaldende tilstand.

rd - Py = uPr n = 0{Overgang fra og til tilstand 0)
ri - Py = rdlPy + jPri1 ( - - = = - 1)
ri o Pa = rAPy + uPriz ( - - - - = 2)
rh - Pres = rAPr_3 + uPer—2 - - - - - r=2

TA - Prey
(#“}-'-"j.} ¢« Py
(7)) « Proy

( )
rdPr.g + pPaor-1 ( )
raPe v + pPer n > 0( - - = - - r )
rdPr + puPorty ( )

Il

l:.fi'i‘ r},:l « Purss = rAPurts-1 + J11 F‘Hl(

- - = = = ar+4s)
Al ovennavnte ligninger har vi generelt, idet ¢ = ;— = trafiktilbud
indferes )
(1) ro Pj =rp Pia+Prey n=0 r—12j21
(2) (14ro) Pi=r10o Pisca+ Prsy >0 j=r

%) Se artikel i dette nummer: Ole Nielsen: En metode til beskrivelse af strukturen i
specielle systemer,
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Af fig. 2 har vi direkte sandsynligheden for, at der er n kunder i
ke- og ckspeditionssystem som
ar+r—1

{3) Sp= X P

J=ur

Ved addition af ligeveegtsligningerne for j=0 til j =r—1 fir vi

2r-1

APy-1=pn 2 Pi=pn- 8 eller

j=r

(4) S1=ro- Proy

Ved addition af ligningerne for j=mnr til j=nr4+r—1 fir vi

nr+r=1 are dr—1
2 Pi4rdPuriroy = 1Py +u 2 og ved indsaxttelse af (3)
j=nr J=nrdr

Sy - ro Purir—1 = Sna1 + ro Por 1

Ved indszttelse i denne ligning for 2 = 1,2, 3, ....n—1 og successiv
akkumulation fas

Sl -+ TQFm—I :Sn‘+‘ TQPr—I

og ved indswcttelse af (4)

(5) Su =10+ Pur—y

Vi forestiller os nu en storrelse x, hvis cksistens er givet med det
konkrete system, med den egenskab, at

(6) Pi=a-xi  jzr—1l
Da j er et stadigt stigende heltal i tidligere anferte omride, har vi

umiddelbart x = 0.

Vi har tillige, at x ¥ 0, da der ellers ikke ville kunne foreckomme
kunder i systemet.

Endelig har vi x < 1, da sandsynligheden pad grund af konstant a el-
lers ville vokse over alle grenser.

Ved indszttelse af (6) i (2) har vi
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(1-+ro) ax! = r p ax’=' + ax/*" eller
(1+ro)x=rp 4 x'*' og
x-F1

(") rp=x
x—1

Ved indszttelse af (6) i (5) har vi umiddelbart
(8) Sn = rpax"-!

Da summen af samtlige tilstandssandsynligheder er 1 har vi endvidere

Do o jn ] a \ ,
S =5 4+285%=58+2ro— (x) =1, der kan omskrives til
x

i) fpaa L =1

1

— og ved indszttelse af (7) giver
—x

. &
1..-.,:)”, =rp — xr
X

(9) a = (1—58)

Ved multiplikation med j+1 og samtidig summation af ligevegtslig-
ningerne pd side 144 for j =0 til j =r—1 fas

r—=2 r-1
reriPray= X rdPi+ p X (j41) Piss, der ved division med 7 og
j=0 j=0

indsacttelse af (6) giver

1 r=1
roax '+ palt = g8 + — I (j+1)axltr
r =0
ax’ =l _
(10) ax = {r+1) =8 + — X (j+1)x/
re j=o
) . b 1—x"
Af identiteten F{x) = X &/l =x fas
j=0 | —x
r=1 — — L [ TR | — — r —
Fla)="3 (j+1)we (LB (=Gt 1) ] +x—art! 1—o—ra7 (1)
j=0 (1 —x)* (1—x)?

Ved indszttelse af dette udtryk i (10) far vi
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R af
ax’ ' (r41) = 8 + “ [ —r ], der videre ved indsattelse
ro (1—x) 1—x

af (9) giver

1—x l—x 1—x X"
].—S —I-l = S -+- l-_S — :
(=80 2001 = S0 (=8 [ = T ]
og videre
S0 af+l
:“.-E-] lmx: x.+-1__. ;
(1) (1=2) = :

Ved anvendelse af (7) fds

(11) | So=1-—0 |

Ved indszttelse af (9) i (8) fas pa lignende made

l—x

Sn = rp (1 —80) - "~ og ved indsettelse af (11)

l—x

xi‘

AT = 1

Su=rp{l—1+p)

(12) | Se=o(1—7) (x7)""

Det gennemsnitlige antal kunder i ke- og ckspeditionssystem (L) vil
umiddelbart kunne udtrykkes som

L= % n. 8, der ved indsattelse af (12) giver

n=1
(13) L=o(l—x7) X (xnr-!
ft=1
(%] x’
Af identiteten G(x") = X (&) = ] fas
=1 _xr
2 I —x%) - 1 1
G'(x7) = 2 n(x7)"-1 ={ *) :I_ = , der ved inds=zttelse i
h=1 {l"'"xr}‘ {l"xr}
(13) giver
o
L=
(14) 1 —a
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P4 lignende mide vil det gennemsnitlige antal kunder i kesystemet
(Lg) umiddelbart kunne udtrykkes som

s . - \ o e
L,r= .:':{H,—l) Sh= 2 n S —2 8= — g
=1 n=1 n=l 1 —=x

xl"
15) | La=¢
(19) ! I—x

Af fig. 2 fremgér det umiddelbart, at sandsynligheden for at ¢n an-
kommen kunde finder # kunder i systemet (A.) kan udtrykkes som
A

—Pur1, der ved indsazttelse af (6) giver
.

= x
Ay =rax"='=r(1-8) — ¥ l=rp—70 x"!

(16) | An= (1—5") x

Som det fremgir af det ovenstdende, har vi herefter gennem udtryk-
kene (12), (15) og (16) bestemt de funktionelle egenskaber ved det ak-
tuelle system, som er fundet relevant i arbejdsfase 4.

Arbejdsfase 7 og 8.

Som tidligere anfert er der i det aktuelle tilfelde forst og fremmest
lagt veegt pd en behandling af indholdet i arbejdsfaserne 5 og 6. Der
skal derfor pd dette sted blot henvises til den generelle behandling i
artiklens forste afsnit.

Litteraturanuvismng:

Svend Fredens: Koteori, Akademisk Boghandel.
Philip M. Morse: Queues, Inventorics and Maintenance.
Ole Nielsen og Louis Printz: Markoff-kader.
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