Placering af mellemlagre og bestemmelse
af en fzlles seriestorrelse imellem disse for en
stationzr produktion.

Af Jens Ove Rus®)

Mens et lager meget ofte er blevet opfattet og behandlet som en iso-
leret enhed, er det tanken her at betragte lageret som et led i en produk-
tionskaede. I praksis kan det veere meget vanskeligt at angive alle de
faktorer, der ever indflydelse pa et produktionssystem, og at fastlegge
enten et analytisk eller et empirisk udtryk for de enkelte faktorers
indvirkning. For imidlertid at afklare nogle af de begrebsmassige
vanskeligheder, der opstir, nir man indlader sig pd at studere et
produktionssystem nzrmere, vil det vaere klogt mange gange at starte
med at opstille en meget simpel model. Nar man har fundet frem til en

lesning, som med de sterkt forenklede antagelser er optimal, kan mo-
dellen udvides.

1. Problemformulering.

Den opgave, som i det felgende vil blive sogt last, gdr ud pa at kon-
struere et styringssystem for et emne, som gennemleber en raekke opera-
tioner. Problemet kendes inden for serieproduktion, hvor et produkt som
regel bestdr af adskillige emner, der hver for sig mé igennem en rakke
operationer. I det folgende vil vi betragte et enkelt emne.

En stationzr produktion betragtes, dvs. at efterspergsel, leveringstid
og operationstider er deterministiske og konstante. Produktionen omfat-
ter et enkelt emne, som taznkes at skulle gennemlebe en rakke operatio-

*) Civilingenior, Driftsteknisk Institut, Danmarks tekniske Hajskole. (Manuskript
modtaget juli 1965).
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ner pd forskellige maskiner. Forud for den ferste operation er anbragt
et rivarclager og efter den sidste et feerdigvarelager. Endvidere kan der
anbringes et antal mellemlagre. Idet der tages hensyn til lageropbeva-
ringsomkostninger, opstillingsomkostninger for de enkelte operationer
og omkostninger ved at have kapital bunden i emner under fremstilling
soges fastlagt 1) en optimal placering af mellemlagre for denne rackke
af operationer og 2) den bedste seriesterrelse imellem lagrene.

For hver operation er der givet opstillingsomkostninger og omkost-
ninger ved at binde kapital i emner under bearbedning og pa lager.
Ud fra Wilson’s formel, som senere vil blive benyttet — omend i en
axndret udgave, kan den optimale seriestorrelse fastlegges for hver
operation, idet man twenker sig mellemlagre indskudt imellem alle ope-
rationer. De herved bestemte seriesterrelser vil variere fra operation til
operation. Spergsmilet er nu, om det vil kunne betale sig at fjerne et
mellemlager imellem to operationer. Herved spares omkostninger til
lagerhold, men de svrige omkostninger stiger, fordi den fzlles serie-
storrelse adskiller sig fra de to optimale, der blev bestemt hver for sig.
Motivet til at oprette et lager imellem to grupper ligger altsd i1 for-
skellige seriestorrelser for de to grupper. Eftersom modellen er deter-
ministisk, kan sikkerhedsmotivet udelades.

De mulige kombinationer af mellemlagre vil, hvis antallet af opera-
tioner ikke er beskedent, veere talrige, hvorfor det vil vare et stort
arbejde ferst at finde frem til de mulige placeringer og dernmst at ud-
regne de hermed forbundne omkostninger. Ved hjzlp af dynamisk pro-
grammering kan en optimal politik for placering af mellemlagre be-
stemmes, samtidig med at en fzlles seriesterrelse for operationer imellem
disse mellemlagre fastlegges.

Til brug for den endelige lesning opstilles de relevante omkostninger,
der knytter sig til en enkelt razkke operationer uden noget mellemlager
indskudt, men med et lager forud for og et efter operationerne. En falles
seriestorrelse for denne raekke vil blive bestemt.

2. Bestemmelse af en felles seriestorrelse for N operationer imellem
to lagre,

Indledningsvis md afgreenses det system, hvis variable ever indfly-
delse pd fastleggelse al den flles seriestorrelse.

Hvis det forudsattes, at lageromkostningerne er en linemr funktion
af den gennemsnitlige lagerbeholdning, og at forholdet imellem to pé
hinanden felgende seriestorrelser er et helt tal, vil det blive vist, at en
feelles seriestarrelse kan bestemmes optimalt for en razkke operationer,
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hvor der forud for den forste operation og efter den sidste findes et
mellemlager, uvafhzngigt af, hvilken seriestorrelse der valges for det
forste mellemlager og efter det sidste. Dette forhold, som er formuleret
i nedenstiende theorem, bevirker, at vi kan forenkle udregningerne og
begraznse det relevante system. I stedet for at betragte alle operationer
mellem rivarelager og ferdigvarelager og bestemme en reekke seriester-
relser for hver gruppe af operationer, som er afgraenset af mellemlagre,
under eet, sd kan bestemmelsen opdeles pa en sidan made, at en optimal
sericstarrelse for en gruppe operationer fastsattes for sig vafhaengig af
de andre seriestarrelser. Vi kan skematisk vise en gruppe operationer,
for bvilke en fxlles optimal seriesterrelse enskes bestemt, som felger

.—}?—}D—}D—;—.'—hu—}v—y
Q9 ¢ 9 g9 q

Theorem:
Hvis lageromkostningerne er en linezr funktion af den gennemsnit-
lige lagerbeholdning, vil en fzlles seriesterrelse for en gruppe opera-
tioner, der er afgreenset af mellemlagre®), kunne bestemmes optimalt
uafthengigt af de foregiende og efterfslgende operationers serie-
storrelse.

Bevis for Theorem.
Der indferes folgende betegnelser:
A = antal producerede enheder pr. ir.
¢t = lageromkostningsfaktoren (% pr. ir).
P1= emnets vardi ved 1. mellemlager (kr./stk.).
P:= emnets vaerdi ved 2. mellemlager, P2 > Pi.
(en enhed, som opbevares pd 1. mellemlager et ar, paferes lageromkost-
ningerne ¢ - Pi).
b

Q1 \n“ te

*) som kan vmre rivarelager eller fmrdigvarelager.
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1 -
Det forudsattes, at Q— = og g _ nz, hvor n1 og ne er positive
2

heltal.
A

Tiden, 1 hvilken der aftrakkes ¢ emner, er i mens — angiver an-

tal bestillinger pr. &r, hver pd g enheder. Idet ¢ stir for den tid (i ar),
en serie pd Q1 fir lov til at ligge pd 1. mellemlager, for et aftrek pa
g enheder finder sted (og tilsvarende for fg), vil de arlige lageromkost-
ninger for de to lagre blive

A A A )
O! ] —g—g-l—- C;-PlQlil "I‘ —1 iQ[IJIﬁ‘; % e —1 éqplln % %1'
A A A 2
+ —ci-Pog-te + — 1Pz 4_Z 1Q:Pscy i .
q q A q A 2

Or=c-Pr- [A- 1+ 1Q1—tg) + - Pe [A-ta 4 2g —10:]
= ct-A [Pr-ti+Pe-te] +1c [Q1-Pi+q (Po—P1)—Q2-P2] kr.far

Da funktionen for de samlede relevante lageromkostninger ikke inde-
holder produktled (Qi-¢ eller g-Q2), vil alle led der indeholder Q1 og
(72 udgd ved diffetiation med hensyn til g. Under de givne forudseet-
ninger kan en optimal veardi af ¢ siledes bestemmes uafhzngigt af

Q1 og Q.

Modellens omhkosininger.

Det system, der betragtes, kan skitsercs som tidligere vist

= = = == [ = =
2, 9 ¢ ¢ g qg Q
1 2 N

og omfatter siledes to mellemlagre og N operationer, der ligger imel-
lem de to lagre.

Der introduceres tre omkostningstyper: bestillingsomkostninger, lager-
opbevaringsomkostninger og omkostninger for kapital bunden i emner i
arbede.

Bestillingsomkostninger (igangseiningsomhkostninger) for hver ope-
ration bu(q) — for m =1, 2, ..., N — kan vare en funktion af g; men
vil ofte veere konstant i visse intervaller af g. Idet der skal produceres
A emner pr. &r, bliver de arlige bestillingsomkostninger
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Lageropbevaringsomhostninger forudswzttes at veere en lineer funk-
tion af kapitalen bunden i lagrene. Idet £ og f= kan samttes til nul for
en optimal tilpasning af bestillingerne (leveringstiden forudsattes ogsa
at vaere deterministisk og konstant), og de led, der afhznger af Q1 og
Q: ikke har nogen interesse, bliver de for bestemmelse af g relevante
lageromkostninger — iflg. Theoremet:

I{g) = tci (Pe—P1)-q kr.far.

Af udtrykket for I{q) kan der drages en interessant konklusion, som
dog mere har teoretisk og begrebsmzessig interesse end praktisk betyd-
ning. Hvis nemlig et lager efterfolges af et andet inden for en virksom-
hed, sd skal i udtrykket for produktionsvaerdien kun indsattes stignin-
gen i produktionsveerdi siden det foregldende lager. Dette understreger,
at der m3 udvises forsigtighed, ndr man ensker at anvende en udviklet
lagermodel pd et lager i en produktionsvirksomhed, hvor der som regel
er flere lagre i serie.

Omkostninger for kapitalbinding af emner 1 arbejde er den omkost-
ning, som er vanskeligst at bestemme, fordi der indferes nogle storrelser,
som i almindelighed vil variere. I denne model forudsatter vi imidlertid,
at alt forleber stationzrt og deterministisk, og at emnerne i1 en serie
samlet transporteres fra operation (maskine) til operation (maskine).

Lad ra(g) betegne kapitalbindingsomkostningerne for produktion i
arbejde pr. &r for den #»'te operation. Det antages, at ra(q) er en funk-
tion af den tid, emnet opholder sig ved operationen, og af emnets pro-
duktionsvaerdi pd dette tidspunkt. Der indferes folgende betegnelser:

pn = emnets produktionsveerdi efter den #»’te operation, (kr./stk.).

Herved forstds 1 almindelighed de pélebne variable omkost-
ninger.

tua= den tid, et parti pd ¢ emner md vente for den n’te operation pé

at blive bearbejdet.

ton= opstillingstiden ved den n’te operation for et parti pd g enheder.

tsn = styktiden ved den n'te operation for et parti pd ¢ enheder.
Bide ton og ts» kan vare en stykvis konstant funktion af ¢, idet f. eks.
overgang fra drejebzenk til revolverbznk vil @ndre tiderne.

I den tid, emnerne venter pa at blive bearbejdet, er der i virkelig-
heden tale om en lagring. Men da emnerne efter den n’te operation tan-
kes transporteret samlet til naste operationssted, er der ikke tale om
anbringelse pd et egentlig, fysisk lager. Omkostningerne ved, at der ialt
gdr tuntton tidsenheder fra det sjeblik, hvor sidste emne i serien blev
faerdig ved den (r—1)'te operation, og til bearbejdningen ved den n'te
operation begynder, bliver
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cp* (lUn—+Lon)+ pu—1-q  kr.fparti-operation,
hvor ¢p er omkostningsfaktoren (% pr. tidsenhed). Sdfremt det antages,
at produktionsvaerdien vokser linezrt under selve bearbejdningen, vil
kapitalbindingen under bearbejdningen vare

ﬁ!‘u + }'Jn-i
2 T

Da alle emner i serien g venter is»-g tidsenheder, bliver omkostninger
ved kapitalbinding under selve bearbejdningen

Pu']l'fju—l
__.:)__.

£

Cptsn' g g  kr.[parti-operation.
De samlede kapitalbindingsomkostninger, nir et parti pa ¢ emner pas-
serer den n’te operation, bliver

f?n'i‘f?n—l

¢p [(Eontton): pn-1+tsn-q- 1-q  kr./parti-operation.

Da et parti pd ¢ enheder drligt bestilles Afq gange, bliver de drlige
kapitalbindingsomkostninger for den n'te operation

PatPa-1 ]
2

ra(q) = €p+ A [(ton+10n) - pn—1-+L5n-q- kr. far- operation.

Nir alle N operationer gennemlabes, bliver de totale arlige kapital-
bindingsomkostninger

N N _
Elru(q] = ¢p- A .Z'I [{fﬂn-i-iﬂn}'f?n—l'i't‘fn'g'%] kr./ar,

De samlede arlige relevante omkostninger bliver da
A X N
K= ? X ba(g)+tci (Pe—P1)-q+cor A = [(tvatton) pa—i
el fi=1
+ pn—1
g Lt f =]

+t5n- kr. J’ﬁ.r.

Eftersom der kun i udtrykket for K findes én handlingsparameter, nem-
lig g, kan en optimal veerdi af g bestemmes ved differentiation af K med
hensyn til ¢.

Det kan imidlertid veere rimeligt forst at se lidt pd udtrykket for K.
Det bemarkes, at tvn og £0s ikke indgdr i noget led, der afhanger direkte
af q. Lad os antage, at fvn og to. er konstante i visse intervaller af ¢.
Da vil de afledede med hensyn til g vaere nul, og vi kan i denne for-
bindelse se bort fra disse to led, sdleenge vi befinder os i et af disse
intervaller.
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Endvidere vil ba(g) 1 mange tilfzelde vare en konstant funktion af g.

Hvis dette antages, kan folgende betegnelse indferes
N

BN=Ebn

=1
Endvidere indferes

N
Py =2 ts ff)n'i‘f’n—l}t

n=1
og det vil kunne scs, at Py angiver det dobbelte areal under den neden-
for viste kurve.

Produktionsvaerdi
F 9

// pe=pw

Py

» Styktid

FA

Under disse forudsmtninger, (1) tux og ton er stykvis konstante og
(2) ba(q) er uafhengig af q), vil en differentiation af K give

dK  A-By
dgq g
dK / 2A4-Bx
— =0 for g=|/
d{{ G 4 {Pi!'—Pl:] 'i'fja‘A'PN

Det ma naturligvis forudsmttes, at den kreevede maskinkapacitet er
til stede, hvilket matematisk kan udtrykkes

+3e (Pe—Pr)+2cp-A-Pa.

A
— [tsng+ton+tvn] <1 forenhvervardiafn=1,2,..., N,
q

idet de angivne tider er malt i ar.
Som et eksempel pd, hvor store afvigelser der opnis ved at benytte
ovenstaende udtryk 1 stedet for Wilson’s formel, antages en jevn stig-
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ning i produktionsvardien i gennemlebstiden og samme maskin- og
operatortid pr. emne for operationerne. Man fér da

Py = N-ts-(P2+P1).
Endvidere antages det, at der er 10 operationer i rekken, og at hver
maskine i gennemsnit benyttes 1/5 af aret til det pagaldende emne, og
yderligere at {5 2> (fo+tv)/q. Da fés

1
‘= (P 00— = P fA.
Py = (Pet-Pi)- 10— = 2 (Pe+-P1)

for a1 = c¢p fis

.= 9ABy _1/_24By
l-’r ct (Pa—=P142P24-2P) ]' et (3P2+Py)

Hvis P1 = iP5, fis

2 l/m 2

= —— = ———  Wilson
¥13 c1Ps V13 o

q

2
Dersom man holder fast ved gwiion — mens man burde valge e qw -
13

lider man herved et ekstra tab pd 18 %, bestemt ved
Oy 2V,
Qo Y13 2
I beviset for det i begyndelsen af dette afsnit nzvnte theorem er det
blevet forudsat, at @ var delelig med ¢ og ¢ igen med (2. Nir en fel-
les seriestorrelse er blevet bestemt for hver gruppe operationer, kan der
finde en tilpasning sted af de enkelte gruppers seriesterrelser. En sidan
tilpasning kunne tmnkes baseret pd en afvejning af henholdsvis ckstra-
omkostninger hidrerende fra seriesterrelsernes afvigelser fra de optimale
vardier og ekstraomkostninger ved, at seriesterrelsen i en gruppe ikke er
delelig med seriestorrelsen i den folgende gruppe. Denne tilpasning viser
sig at vare et meget kompliceret problem, hvis lesning i det vasentlige
ma siges kun at have teoretisk interesse, fordi det beleb, der kan sparcs,
ofte er mindre end den nejagtighed, hvormed de samlede omkostninger
kan fastleegges — betinget af ubestemtheden for de indgiende parametre.
1 Appendix er dette forhold nzrmere belyst, og en iterationsmetode an-
vises, som ikke fra starten forudsztter nogen bestemt lagertype. I det
foregdende er omtalt den type, hvor Q1 2> 2, men for at sikre en sa bred
optimal lesning pa problemet med at placere si fA mellemlagre som
muligt, vil det ud fra et teoretisk synspunkt vaere onskeligt, om man
ogs undersogte muligheden af at placere lagre af typerne: 1 < Qi/g < 2
og O < (hfg<1.

= 1,18.
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8. Placering af mellemlagre og bestemmelse af en felles seriestorrelse
imellem disse.

I det foregdende afsnit er der blevet udledt udtryk for tre omkost-
ningsfunktioner med henblik pd at bestemme en felles seriestorrelse for
en gruppe operationer, som et emne skal gennemlsbe. Disse omkost-
ningsfunktioner kan nu benyttes til at fastleegge en optimal placering
af mellemlagre for en razkke operationer. Udgangssituationen er fal-
gende: Et emne skal bearbejdes pd N maskiner (én operation pr. ma-
skine). Eftersporgselen og operationstiderne er deterministiske og kon-
stante. Mens det forudseettes, at der findes et rdvarelager for den for-
ste operation, vil det ikke vere nedvendigt at forudsmtte et fardig-
varelager efter den sidste operation, hvis der til hver mulig vardi af
seriesterrelsen 2 er knyttet en omkostningsfunktion f(Q:) hidrerende
fra den pavirkning, emnerne er udsat for efter den N’te operation

Y
T I 1 Rt = B m PP o B v
1 i n ndl N

I tilknytning til angivelserne pa skitsen nzvnes det, at n henfores til
den #n’te operation efter rdvarelageret. 7 angiver den operation, der -
blandt de operationer, forud for hvilke et mellemlager er indskudt —
ligger narmest operation n, 1 <\ i< n Fra den #'te operation og til
den z’te findes der altsd ikke noget mellemlager. Spergsmailet er, om der
efter den n’te operation skal indskydes et mellemlager. P4 forhind kan
det siges, at mellemlagre kan anbringes p& 2% mdider, hvilket forholds-
vis hurtigt bliver et stort tal.

De i afsnit 2 benyttede betegnelser for omkostninger anvendes stort
set ogsa her:

{(q) = lageromkostninger pr. &r, nar tilgangen til lager sker med
q emner pr. gang. Som tidligere forudsettes I(g) at vare
en linezer funktion af den gennemsnitlige lagerbeholdning.

ra{q) = kapitalbindingsomkostninger pr. &r for emner under bear-
bedning ved den n’te operation, nir seriestorrelsen er g.

bu(q) = bestillingsomkostninger (igangsztningsomkostninger) pr. &r
for den n'te operation, ndr seriesterrelsen er q.

Rsn(q)=£ r(g) og  Bil(g) =§'1 bi(q)

Den kriteriefunktion, som valges, er summen af de tre ovenfor nxvnte
omkostningstyper for det betragtede system, der bestar af N operationer,
et halvt rdvarelager og et halvt fwerdigvarelager. Bestemmelsen af den
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optimale placering af mellemlagre teenkes udfert ved halp af dynamisk
programmering, hvorved problemet deles op i en sekvens af N beslut-
ninger, der hver afger, om der efter den betragtede operation (den n'te)
skal placeres et mellemlager eller ej¥).

Lad os starte med at betragte den sidste operation, n = N. Spergs-
milet er her, om det vil kunne betale sig at indfere et fardigvarelager
efter den N'te operation. Omkostningerne vil imidlertid afhwnge af,
hvormange operationer der er indskudt efter det sidste mellemlager.
Derfor md omkostningerne for den sidste operation udregnes som en
funktion af den #'te operation, fordi det er den ferste operation efter
det sidste mellemlager. Omkostningerne for de to alternativer mi da
sammenlignes for enhver vardi af parameteren, i, 1 intervallet 1<\i<IN.

a. Hvis der indferes et ferdigvarelager umiddelbart cfter den N'te
operation mi den seriestarrelse, der skal benyttes ved udregning af den
N'te operations omkostninger fastlxgges ved at opveje omkostningerne
fra og med den 7'te operation til og med feerdigvarelageret, dvs.
Min [Riv(q)+ Bv(q) +1(q)].
q

Den herved bestemte faelles optimale seriesterrelse for de N—:i4-1 ope-
rationer er den, der skal indgd i bestemmelsen af omkostningerne for
den N'te operation. Eftersom der er indskudt et mellemlager (fardig-
varelager) efter den N'te operation, kan en optimal verdi af Q= fast-
legges vafhengig af gx(i). De samlede omkostninger fra og med den
N'te operation bliver da

O = rx(gn(i) +by (gv()+Ugv()+H(Q2 o)

b. Dersom der ikke indskydes et faerdigvarelager efter den N'te opera-
tion, md der fastlegges en seriestorrelse, ¢’ ud fra felgende udtryk
Min [Rin(g)+Bin(g)+(g)],
7

idet der ikke optreeder nogen lageromkostninger udover dem, der kan
viere inkluderet i f(g). De samlede minimale omkostninger fra og med
den N'te operation for alternativ b fis da ved at indseztte den ovenfor
bestemte seriestarrelse, g'n i felgende udtryk

#}) Den her opstillede model har vasentlige traek tilfxlles med en model, som J. T.
Ross Jackson og Peter M. Pruzan har opstillet til bestemmelse af en optimal placering
af inspektionsposter ved linieproduktion. Tevrigt har Flemming Tamstorf i sit eks-
amensprojekt (1964) henyttet dynamisk programmering til placering al inspektions-
poster.
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Os = ru(g'v()) +ov (gn(@)+F(g'v)-
[det vi definerer
Fiu(i) = de minimale relevante omkostninger pr. ar for de operatio-
ner, der forleber fra og med den n'te operation til og med
feerdigvarelageret, nér der sidst var et mellemlager fer den
i'te operation (1 < i< n), og ndr en optimal politik felges
fas
Fx(i) = Min [Q4,0s],
dvs.
Fy(i) = Min [a: ra(gw(i))+ by (gw(i)) +Hgn(i) + J(Qe opt-)]
ab |b: rn(ga(@))+ by (¢'5(E)+ flg )
for enhver veerdi af i, 1 <i < N.

Hvis man ensker at se en analogi til de systembegreber, der bl. a.
knytter sig til dynamisk programmering, kan man opfatte systemets til-
stand ved den #n’te operation som det antal operationer, der gar forud
for det sidste mellemlager for operation n; dvs. 7, 1 < i < n kan vare
systemets tilstandsvariable. Den beslutningsvariabel, der knyttes til hver
operations tilstand, kan her kun antage to vardier: a) der indskydes
et mellemlager mellem operation = og (2+1) og b) der indskydes ikke
noget mellemlager mellem den #’te og den (n+-1)'te operation.

Nir vi gir videre til den nastsidste operation, 7 = N—1, bliver op-
gaven at bestemme, om der skal veere et mellemlager umiddelbart efter
den (N —1)'te operation. Vi md altsd sammenligne omkostningerne for

de to alternativer for enhver vierdi af vores parameter (tilstand) ¢,
1<<igKN-1.

@. Hvis der indferes et mellemlager mellem den (N—1)'te og den N'te
operation, ma den seriestorrelse, der skal benyttes ved udregning af den
(N—1)'te operations omkostninger fastleegges ved at opveje omkostnin-
gerne fra og med den 7'te operation til og med den (7—1)te, dvs.

Min [Riv-1{q)+ Bw-1(q)+1(q)].

q

Herved bestemmes gy-1(f) for enhver veerdi af i, 1 <iK N—1. De
samlede omkostninger for de to sidste operationer, sifremt der indferes
et mellemlager efter den (N —1)'te operation, bliver da

O = ra-1(gu-1(8)) + bn-1 (gn-1(2))+ Ugn—1(8)) + Fn(N),
idet Fn(N) — iflg. definitionen -~ er de minimale omkostninger for den
sidste operation, hvis der indferes et mellemlager umiddelbart far den
N’te operation. I omkostningerne for den (N—1)te operation er indsat
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den seriestorrelse gy—1(#), som blev bestemt ved minimering af de sam-
lede omkostninger fra og med den #'te operation til og med den (N —1)te.

b. Dersom der ikke indskydes et mellemlager mellem den (N —1)te ope-
ration og den N'te, er den fzlles optimale seriestarrelse den samme som
for den N'te operation, gx(i), fordi denne sterrelse er fastlagt ved at
opveje de samlede omkostninger for de N+1 - i sidste operationer. Vi
far da
Ov = ro—1{gn(2)) + bn—1 (gn(z))+Fu(z);

der optraeder ikke lageromkostninger i forbindelse med den (N—1)'te
operation, da der ikke er indskudt noget mellemlager. De lageromkost-
ninger, der optraeder efter den N'te operation er medregnet i Fy(i).

Fy-1(i) bestemmes da som felger
Fy-1(i) = Min [a: ry—1(gn-1(8)) + bv—1 (gw-1(2)) + H{gn-1(2)) + Fa(N)
a,b |b: rv-1{gn(i)) +by-1 (gu(@)) + Fa(2)
for enhver veerdi af 4, 1 <iK N—1.

Af hensyn til de senere regninger smtter gn-1(i) lig med den serie-
storrelse, der indgdr i det minimale af de to udtryk (enten a eller b),
og som saledes galder for den (N—1)te operation.

For den tredie sidste operation, n = N—2 fis Fy-2(i) pd tilsvarende
mide. Forst udregnes en optimal seriesterrelse, gy-2(i) fxlles for de
(N—2) — i+ operationer, der starter med den i'te og slutter med den
(N —2)'te:

Min [Riv—2(q)+Biv-e(q)+1(q)] for 1<<iKN-2.
q

Heraf bestemmes gv-2(z), der benyttes i alternativ a.

Den optimale beslutning findes af felgende udtryk:
Fy-¢(i) = Min [a: rv-g(gu—2()) -+ by—2(gw -2(2)) + g —2(2)) + Fx—1(N—1)
ab |b: ru-1{gy-1(2))+ ba-2 (g -1(8)) + F-1(i)
for 1 i N-2.

gy-2(i) samttes lig med den seriestorrelse, som benyttes ved den
(N —2)'te operation iflg. den optimale beslutning.

Det bemarkes, at Fy—2(i) bl. a. udregnes pa grundlag af Fy-1(i) dvs.
at kun den minimale vaerdi af omkostningerne for de to sidste operationer
har interesse og ikke, hvilken politik der feres ved disse to operationer,
i overensstemmelse med princippet for dynamisk programmering.

Alment — for den n'te operation, n =1, 2, ..., N — kan proceduren
beskrives pd felgende mdde:
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Forst udregnes
Min [Riv(q)+Ba(q)+1(g)],
q
der for 1 << i < n bestemmer g.(i). Idet ga+1(i) angiver den seriestor-
relse, der ifelge den optimale beslutning for den (n4-1)’te operation skal
anvendes ved denne operation, fas
Fu(i) = Min [a: 7a{gn(2)) -+ ba(ga(i)) + gn(D)) + Fasr(n-1)
a,b | b: ru(gr+1(8)) -+ Du{n+1(2)) 4 Fasa(7)
for 1 £ n.
Alternativerne a og b indebaerer folgende:
a: Der indskydes et mellemlager mellem den #'te og den (r4-1)'te
operation.
b: Der indskydes ikke noget mellemlager mellem den #n'te og den
(n-+1)'te operation.

P4 grund af produktets stigende veerdi efterhdnden som produktions-
processen skrider frem, vil lageromkostningerne tiltage for voksende
vaerdier af n. Det almindeligste vil da vere, at g aftager for voksende
vardier af n. Der kan imidlertid txnkes operationer med sd store op-
stillingsomkostninger i forhold til de falgende operationer, at en g-veerdi,
som var mindre end dem for de folgende operationer, ville blive bestemt.
Herved ville der opstd den i afsnit 2 omtalte lagertype III. I Appendix
er bl. a. nevnt, hvordan en iterationsprocedure kan udarbedes, der vil
fastlzgge en optimal placering al mellemlagre uanset hvilken type det
drejer sig om. Proceduren starter som navnt med at tillade g at antage
alle mulige vardier vafhzngig af forholdet til de tilstedende seriestor-
relser. Ved dernest at tage hensyn hertil kan en eventuel formindskelse
af l{q) opnés. De lagre, der allerede ved 1. iteration er blevet placeret,
vil forblive, idet en evt. besparelse af lageromkostningerne kun taler til
gunst for at vedblive at have lageret. Derimod kan det tenkes, at det nu
vil kunne betale sig at oprette et nyt lager — betinget af en formindskelse
af lageromkosningerne.

4. Slutning.

Ofte snsker man at bestemme, hvilke seriestorrelser der skal valges
for et helt produkt, hvis bearbejdning kan opdeles i flere operationsrak-
ker som vist nedenfor
I fald der placeres et mellemlager efter hver operationsrmkke, kan en
optimal placering af mellemlagre bestemmes for hver rakke for sig
uafhengig af seriesterrelserne i de andre operationsrazkker - ifelge
Theoremet i afsnit 2. @nsker man imidlertid at undersege, om mellem-
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lageret efter f. eks. 1. og 2. operationsrzkke kan undveres, knyttes der
til enhver mulig veerdi af g3 en omkostning, f(gs), der s indgar i be-
stemmelse af den optimale placering for hver af de to rackker — som
vist i afsnit 3. P4 denne mide kan den viste lssningsmetode udstraekkes
til at omfatte et helt produkt.

Appendix.

I afsnit 2 blev det forudsat, at Q1 var delelig med ¢, og at g igen
var delelig med Q= Det er her meningen nojere at underssge, hvor
meget ophevelse af denne forudsaztning betyder.

For det forste lager tillades forholdet (Ji/¢ nu at antage alle reelle
tal sterre end eller lig med 2. Lad #u betegne det hele tal, hvormed
forholdet Q1/q skal multipliceres for at blive et helt tal*). S&fremt for-
holdet i forvejen er et helt tal, settes #u lig med 1. Lagerbeholdningen
forudsattes suppleret med en mengde pd Qi enheder til akvidistante
tidspunkter. Aftrackket fra lageret i dette tidsrum vil imidlertid ikke
vaere (1, men et multiplum af g. Lagerbeholdningen forsges for hver
supplering med ¢/m: enheder, indtil der efter den mi’te supplering kan
aftrekkes en ekstra serie pd ¢ enheder. Som det fremgir af nedenfor
viste figur vil tiden fra supplering til det derpd folgende aftrzk pa ¢
enheder ogs variere inden for en cyklus pi m suppleringer.

De skraverede arealer viser, hvor meget lagerbeholdningen er blevet for-
oget ud over det, der 14 til grund for beregningerne i afsnit 2. (my er
her 4). Den gennemsnitlige hejde af de vandrette parallellogrammer er

*1 Det antages implicit, at et siidant tal eksisterer.
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+—+—...+ =tg——0
my w1 75 (2| 3}

1 ]: g 29 3¢q (s*’m—l]u;'.J m:-l
Bredden af de lodrette arealer (med den faldende skravering) vil variere,
men 1 gennemsnit antage vardien

1 g 2¢ (m—1)g,_, ¢ mu—l
| = '

T
miA +m1A A A m

Ekstraomkostningerne fra den foregede lagf:rbehuldnlng bliver
A
&oPm ™ e J Piag-

1—1

ig- =

A [ (o] d M O A m

Det ses, at ekstraomkostningerne vokser for stigende vardier af mu og
har gransevardien Picig for mi— =,

Seger man {. eks. at finde en optimal verdi af g for fastlagt Qy, kan

kriteriefunktionen, Oi(g)’s verdi bestemmes for en rakke g-veardier,

y

Omkostninger
y

» Seriestarrelse

et qi g1
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nemlig sddanne for hvilke mi = 1. Omkostningskurven, Oi(g) er vist
pa figuren, og to punkter pd kurven er angivet for diskrete veerdier af
g = qi. I de fleste tilfzlde vil ingen af de bestemte punkter af omkost-
ningskurven, Oi(q) falde sammen med kurvens minimumspunkt. Det vil
derfor vaere naturligt at sperge, om et punkt nzermere omkostningskurvens
minimumspunkt kan findes for en vardi af g, for hvilken m: > 1. Men
ndr my bliver starre end 1, vokser lageropbevaringsomkostningerne — i
overensstemmelse med det ovenfor udledte udtryk, og en anden omkost-
ningskurve, som ligger over Qi{g), vil galde. Jo sterre vardi af m1 der
veelges, jo hejere ligger omkostningskurven. Det kan derfor ikke pé
forhind afgeres, om det vil vaeere muligt at finde en g-vardi for en
eller anden vardi af =, som giver en mindre total omkostning., Sezed-
vanligvis kan det betale sig at starte med at undersege punkter for sma
vaerdier af mu.

Det er muligt at angive en svre graense for den besparelse, der kan
opnds. g kan antage felgende verdier (1/2)Qs, (1/3)0Q1, (2/3)Q1, (1/4)Q1,
(3/4)Q1, (1/5)Qy, etc. Den sterste afstand imellem to g-veerdier er (1/6)Q.
[ det mest uheldige tilfazlde valges ¢ = (1/3)Q1, mens det virkelige
minimumspunkt ligger (1/12)Q:1 ved siden af. Dette giver en relativ
afvigelse pd 1/4. Indsettes denne vaerdi i udtrykket for den relative
omkostningsforegelse, fas

0 —} { iq {?npt
Oopt. t]'ug:t q

) = # (1,2540,80) = 1,025.

Man kan altsd allerhejst gere sig hib om at spare 2,5 % ved at vzlge
en veerdi af g, for hvilken 7 er starre end 1, og kun i det tilfzlde, hvor
my er 2 eller 3. Hertil kommer s, at der ikke i de foretagne udregnin-
ger er taget hensyn til, at omkostningskurven ligger over Oi(g), hvilket
nedsatter starrelsen af den opndelige besparelse.

Den ovre greense for de formindskelser, der kan opnis, md sammen-
lignes med den relative ubestemthed for omkostningerne. Ifelge neden-
stiende totale differential — udregnet pd grundlag af Wilson’s formel,
vil en ubestemthed pd @ % i bestemmelsen af en af de indgdende para-
metre resultere i en ubestemthed pd de totale omkostninger pd %a %.
Hvis derfor blot den samlede ubestemthed

il"dlﬂ'ﬂ r.dcr.‘ +' }

p& parametrene er 5 %, vil det ikke kunne betale sig at sege bestemt
andre vardier af ¢ end dem, der kan divideres op i Q1.
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Det er hidtil blevet forudsat, at Qi/g var sterre end eller lig med 2.
Der vil imidlertid cksistere to andre typer af lagre, hvor henholdsvis
1 < Qifg <2 og 0<Qifg<1.For disse to typer kan der udledes ud-
tryk for de ekstra lageromkostninger, der vil optraede, hvis forholdet
Q1/q (for type III: ¢/Q1) ikke er et heltal. De samlede lageropbevarings-
omkostninger for det forste lager, I(Q1,4) anfores i fslgende skema:

mi—1
I 2 % Qlfq H I{Ql,{?} = "l'rCfIJI(QI_Q}‘I'ﬂP‘lQ"

my

1
= $aP(Qi1+q)— cPrg-—
mn
I 1<Qifg<2: 1{Qug) = aPig = taPi(Qi+q)—tal(Qi—q)

mp—1

I 0<Qifg <1: 1(Qng) = taPilg—Qi)+alPriQr-——

my

= daP(Q+q)— aﬂQr?ll-

|

I stedet for fra starten af at lade ¢ antage vardier, for hvilke my = 1,

kunne man begynde med at tillade ¢ at antage alle mulige vardier uaf-

hengig af Q1 (mi1— *). Lageromkostningerne kunne herved bestemmes
ved

1(Qug) = taPy (Qi+q)

uanset lagertype. For lagertype 1 kan dernest ved hensigtsmeessigsigt

valg af Qifg opnds en formindskelse af omkostningerne pd alPig/my,

for type type II en besparelse pa tciP1 (Q1—q) og for type III a1 Q1 fmu.

Pa ganske tilsvarende méde kan der udledes analoge udtryk for om-
kostningerne ved det andet lager, hvor forholdet g/Q2 er afgerende for
ekstraomkostningernes sterrelse. Nir en vaerdi af ¢ soges bestemt for
fastlagte vaerdier af Q1 og Qe, kan kun én af sterrelserne, mi og mz fast-
leegges vafhaengigt. Det vil derfor ofte viere nemmest at starte med at
finde en vardi af ¢, som er bestemt vafhengig af (1 og Q2 De af g
afhangige lageromkostninger bliver da

I(q) = ta (Pe+Pi)g.

Den iterationsprocedure, der kan anvises, indeholder ud over de nad-
vendige beregninger til bestemmelse af en optimal placering af mellem-
lagre to slejfer. I den ene undersoges det for enhver af de behandlede
placeringsmuligheder, om en vardi af me > 1 giver fzerre omkostninger
end tilfeeldet m2 = 1. I den anden slajfe gntages hele beregningsgangen
flere gange. Ved f. eks. bestemmelse af g» kan det vise sig mest fordel-

3.
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agtigt at vaelge en bestemt veerdi af me, hvilket for lagertype I giver en
besparelse pd cipa+i1gn+1/me. Denne formidskelse af omkostningerne med-
forer en lille @ndring 1 det grundlag, hvorefter en optimal veerdi af
gu+1 blev bestemt. Og en @ndring af gn+1 vil miske betinge, at grund-
laget for fastleggelse af gnie er blevet mndret en smule. I stedet for
simultant at forsege pd at lese hele dette komplekse problem, gennem-
fores beregningerne en gang mere med de indferte besparelser, hvor-
ved en ny veerdi af gu+: fastlegges. Herved er imidlertid ma for fast-
holdt ¢» blevet ®ndret, og det mi undersoges, om det i hele taget kan
betale sig at vaelge en ny vaerdi af gu+1. Under alle omstendigheder er
der opndet en besparelse pd cipn+1gn+1fme, dvs. lesningen bliver bedre
og bedre.
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