Markoff-kaeder | /

Begrebsdannelser og anvendelsesmuligheder.

Af OLe NieLsen®) og Louis Printz®*)

Teorien om den stokastiske Markoff-proces er udviklet af den rus-

siske matematiker A. A. Markoff (1856-1922).

Som grundlag for den videre behandling indferes folgende forudszt-

ninger, terminologi og definitioner:

Forudsetninger

1.
2.

Alle forckommende betingede sandsynligheder er defineret.

Hvert forseg har som udfald et og kun et resultat (E), der er ende-
ligt eller teelleligt, siledes at resultaterne Ei, Es, Ey ..... indbyrdes
udelukker hinanden.

Udfaldene (resultaterne) kaldes tilstande.

E; angiver, at systemet befinder sig i tilstand j. :

E;j\") angiver, at systemet befinder sig 1 tilstand j ved det k’te forseg.
E{9 angiver, at et systems initialtilstand (dvs. inden udferelsen af
farsteforseg) er tilstand j.

$ii* angiver den betingede sandsynlighed for, at et system befinder
sig 1 tilstand j efter det k'te forseg, ndr det k—1'te forseg befandt

sig i tilstand 7, hvilket kan udtrykkes siledes:
p”{k) = P (E_f(h] | Eﬂk—':‘-})

#) Civilingenior, amanuensis.

#*) Cand. mere., amanuensis, Institut for Organisation og Virksomhedsledelse, Han-

delshejskalen i Arhus.
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Definitioner

1. En folge af forseg siges at danne en Markoff-kade, nar fslgende
ligning er opfyldt for vilkdrlige veerdier af 4, j, k=1, 2,3, ... n
pii® = P (Ef0) | Ek=D) = P (B | Ey_*=D ... Eyt0),

Ei oy, hvor leddene Ey_%=2, ... Ey@), Egl0) er vilkdrlige.
Denne definition indebzrer, at der er tale om en Markoff-kede, nar
sandsynligheden for overgang til en given tilstand alene er bestemt
af den nmrmest foregdende tilstand i keden (forsegsrazkken).

En forsegsrxekke danner en homogen Markoff-kaede, nar sandsyn-
ligheden pi*®) ikke er afhzengig af k. Dette kan ogsd udtrykkes
siledes:

pi¥ =py h=1,2,8...n

En homogen Markoff-kade er siledes et stokastisk system, hvor
overgangssandsynlighederne er konstante.

Vi fir herved folgende formel for en homogen Markoff-kade:

P (Ew Eiy ... Ey) = P(En) P (Ey|En) ... P(Ew|Ein_,)=

P (Ew) pioiy - - - Pin-1in, der udtrykker sandsynlighedsproduktet for
Ey Ey En ... Ei, hvor Eyy Ey Ei ... Eiy, er tilstande 1 n efter hin-
anden folgende forseg. Af denne formel ser vi, at sandsynligheden
for et vilkirligt produkt af tilstande er givet, nir man kender alle
overgangssandsynlighederne £i;  og alle initialsandsynlighederne
Pi)fori=1,2,3...5

Overgangsmalrice

|84

Et system af tilstande (E;) vil grafisk kunne vises 1 et »dynagrame,
som er vist i fig. 1.

I dynagrammet angiver abscisseaksen i overensstemmelse med den
opstillede terminologi de forskellige tilstande (E:), som systemet kan
indtage for 1 <7 < 5, medens ordinataksen giver udtryk for forsegs-
rickken 0 <k < n

Safremt man matte enske at lade forsegsrackken udtrykke systemets
tidsdimension, vil 4 kunne udtrykke tidspunkter og eventuelt erstattes
med symbolet .

Al dynagrammet fig. 1 vil det fremgd, at den betingede sandsynlig-
hed for indtagelse afl tilstandene 1 til s i et forseg (skridt) vil kunne
udtrykkes ved en matrice af forste orden (M) som vist i fig. 2.

I det specialtilfaelde, hvor systemet danner en homogen Markoff-
kaede, er ovennzvnte matrice uafhengig af hvilket sted 1 forsegsraek-
ken (0 < %k << n), der vxlges som udgangspunkt. Da matricens enkelte
elementer er sandsynligheder, har vi, at 0 < pjy << 1.
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Da resultaterne L; som tidligere anfsrt udelukker hinanden indbyr-
& &
des, har vi desuden for i=1,2, 8 ... s, at P(ZE)|Ei=Zpy=1,
j=1 juu
rzkkeelementernes sum lig 1. @nsker man nu at opstille en sandsyn-
lighedsmatrice for den betingede sandsynlighed for indtagelse af til-
standene 1 til 5 1 to forseg (k = 2), vil de enkelte elementer i matricen
kunne udregnes som en transformation af de enkelte elementer i MV,
Ifolge dynagrammet fig. 1 finder vi siledes elementet pi som

&
Pt = pu M« py M 4 pp® - by p 4 pupes = T puaD - paD.
d=1

Gennem sidanne transformationer, der svarer til matricemultiplikatio-
nen MM . M) fir vi sAledes en matrice af anden orden M®),

Af dynagrammet fig. 1 vil det videre fremgd, at matricen af tredie
orden M vil kunne udregnes som et produkt af M@ og M®),

Helt generelt har vi herefter M®) = M{®-1 . M) = (ML) Med
udgangspunkt i systemets initialvaerdier og de udregnede matricer M,
0 << & < #n, vil vi herefter kunne beregne systemets tilstandssandsynlig-
heder i forsegsrackken som

Tilstand

Ei E; Es E; Ej . E;

Forseg

0 P(E\®) P(Es'®) P(E3®) .. P(Ei®) P(E;™) .. P(E,®)
1 P(E\(M) P(ExM) P(E;E_(lj} 0 G p{Eim} p(E}.tl}) ‘e P(Es'f”}

9 | P(E®) P(Ee®) P(Es®) .. P(E®) P(E;®) . P(E®)

n P(El{u:l} P(EQ{H):} P[E:s{"j} . P{E‘.{H}J P{:E;'["]} .. P{Es(“]'}

Fig. 8.

Sammensalle systemer

I overensstemmelse med de opstillede forudsztninger har vi 1 det
foregdende udelukkende beskazftiget os med enkeltsystemer, hvor de
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enkelte tilstande indbyrdes udelukker hinanden, sdledes at systemet
efter et vilkdrligt valgt antal forseg (pd et vilkdrligt valgt tidspunkt)
kun kan antage én af de mulige tilstande E; (f =1, 2, 3 ... s).

Sandsynligheden for indtagelse af en bestemt tilstand E;j i et bestemt
forseg k vil kunne afleses af fig, 3.

Definerer vi nu et sammensat system som et system, der bestir af et
antal (%) delsystemer (h =1, 2, 3 ...), far vi en ny systemtype, som
efter et givet antal (k) forseg (0 << & <X n) vil antage én tilstand, Denne

tilstand er karakteriseret af en given sammensatning af delsystemtil-
i

stande, ialt 51 - 52 - §3...8y... 88 = st sy, hvor s angiver det antal til-
=1
stande som det y’te delsystem kan ifldtagc.

I det tilfzelde, hvor tilstandsmulighederne E; (1 < j << 5) er identiske
for alle delsystemer i det sammensatte system (dvs. sy = 5 for y = 1, 2,
3 ... h og overgangssandsynlighederne pi; ens for de enkelte systemer)
samtidig med, at der er uvafhengighed de enkelte systemer imellem,
taler vi om et harmonisk sammensat system.

Antallet af tilstande, som det sammensatte system vil kunne indtage,
kan herefter bestemmes som F (s, ) = 5", hvor

s = antal mulige tilstande for delsystemerne (s =1,2, 3 ...)
h = antal delsystemer (A =1,2,58...)

I ovennzmvnte tilfzlde stir vi overfor en fuldstendig beskrivelse af
det sammensatte system.

I mange praktiske tilfelde vil en sfidan beskrivelse imidlertid kunne
give overinformation, idet det ofte vil vare tilstrekkeligt at karakte-
risere det sammensatte systems tilstand alene ved det antal delsystemer,
som indtager hver af de mulige tilstande for delsystemerne.

Antallet af tilstande for et sddant delvis beskrevet sammensat system
vil kunne bestemmes som

—1! .
G (s h) = (h4+s—1)! S (fe-+ s 1}!
h! (s—1)! 1-2:3... 4
hvor % og s stir for de tidligere navnte faktorer.

En sammenfering af de to funktionsvacrdier viser, at F(s,h) = G(s,h).

Benmvner vi nu antallet af delsystemer, der indtager tilstanden E; ved
det E’te forssg med @;®, vil det sammensatte systems tilstand kunne
bestemmes af vektoren

Ae® = {a1®)| @™ .. g™ ... &}, hvor
G angiver, at det er et delvis beskrevet sammensat system.
Er et sammensat systems tilstand bestemt gennem ovennzvnte vektor,
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er det herefter muligt at beskrive dets forventede tilstand efter det
(k+1)'te forseg ved
e (Agt+1)) = ¢ {a;k+1)} (¢ = estimat), hvor det gzlder, at
ajk+1) — 3 a® .
i=1
Dette kan mere generelt udvides til

&
aift) = 3 ¥ pytd 0 (r+k) < 2.
i=1

Vender vi herefter tilbage til dynagrammet fig. 1, vil det sammensatte
systems initialtilstande E;© f3 tilfert en ny dimension i form af fak-
toren a;%.

Anvender vi herefter sandsynlighedsmatricen fig. 2, vil det sam-
mensatte systems tilstandsvektor efter % forseg kunne udtrykkes som
e (Aa™) = Ag® . (MWD) eller

' 7 :r{’
putr o pyM

ef{ai®} = {a®, &9 ... 4® . a®}xq Pyt ' g
i

I TALLENN /T

P3d grundlag af dynagrammet fig. 1 og de heraf udledede sandsyn-
lighedsmatricer af stigende orden, vil vi herefter kunne genncmforc
en successiv beregning af tilstandsvektoren for det delvis bestemte
homogene sammensatte system og fir herved tilsvarende fig. 3 et ud-
tryk for det sammensatte systems tilstandsudvikling for 0 <k <<n i
fig. 4.

Tilstand
\ E. E E - E E ..k
Fﬂgsﬂg a®  B® GO g0 @ L O
1 @l g gy gt g = as'h
9 o g g C ot g ¢
n a astn) () .. it a;'m .. gt

Fig. 4.



Systemets ligevagtstilsiand

Séfremt forsagsrackken danner en homogen Markoff-kede (se def. 2),
vil systemet, under forudswining af opfyldelsen af den ergodiske smt-
ning (se naste afsnit), efter et vist antal forseg opni en ligevaegtstilstand.

For det enkelte systems vedkommende fis af ligningen
M® = Me-1. )

at
lim M® = [im M@&-1
Ay co L
siledes at
M = pMin-1)

dvs. stationar for n—soo, . .

Det vil séledes vaere muligt at beregne systemets ligevaegtstilstand
med kendskab til systemets initialtilstand og sandsynlighedsmatricen af
forste orden. '

Ovennzvnte betragtninger vil umiddelbart kunne overfores pi et
delvis beskrevet harmonisk sammensat system, hvor vi af ligningen

e (Ae®) = Ag®. (M)
far
e(lim AgM) = Agl® x Iim M
LN, Ay oo
eller
@™ = a1 stationzer for psco.

Den ergodishe selning

Til nermere belysning af den ergodiske seetnings indhold og dermed
en undersogelse af forudsztningen for opnielse af ligevagtstilstanden,
skal falgende anferes:

Definition 3
En tilstand E: siges at vare »udgécende«, ndr der findes en tilstand

Ej og et heltal %, siledes at
™ >0 og pi™ = 0 for m — 1, 2,3 ...

Definition 4

En tilstand E: siges at vare »stadig mulig«, hvis eksistensen af ot
heltal k med egenskaben py® > ¢ medforer cksistensen af et heltal i
med egenskaben p;it™ > 0,



Definition 5

En »stadig mulig« tilstand E; benzvnes periodisk (svingende), ndr der
findes et heltal d > 1, sdledes at det gzlder for alle med d ikke delbare
n, at pa™ = 0.

Den ergodishe setning

Sztningen, der gzlder i1 de tilfzlde hvor M) = {py} er sandsyn-
lighedsmatricen for en homogen Markoff-kede med uendelig mange
tilstande E; ... E;, lyder sdledes:

Nar der findes et heltal k, sdledes at sandsynlighedselementerne #:;%
fra matricen M™ i mindst én sejle har den egenskab, at samtlige ele-
menter i sejlen er storre end é > 0, geelder det, at

lim py® =p; (j=1,2,...5)
key.00
hvor p; 2 4 for alle sajler, hvis minimumselementer er storre end 4.

Vi fir da, at indtagelsen af en tilstand E: for n—+ er uafhzngig al
udgangssituationen.

Desuden fir vi i dette tilfzelde, at

| pist —ps | < (1 —s518™E-1)
hvor
pi = graensevaerdi (ligeveegtstilstand)
51 = antal ssjler (tilstande), hvori der ikke forekommer 0 efter %
forseg.

At den anferte differens er numerisk indebzerer, at systemets tilstands-
vaerdier kan svinge pd begge sider af ligevaegtstilstanden.

Ovennavnte ulighed vil kunne benyttes til forudberegning af et sy-
stems forsegsmassige afstand fra ligevagtstilstanden, idet det galder
for et vilkérligt tilstandselement, at

2 [pi+ (1 —s8)Wk-1] gil0) >
-

]
ﬂ'f["} = E ﬂ{{{n f}d{"} ; E [Pj"—{l‘—.fa}"‘rk_l] ﬂltnj,
i=1 y
hvor summationen pd hejre side af ulighedstegnet udstraekkes over de

j-vaerdier, der svarer til de sojlenumre i sandsynlighedsmatricen af k’te
orden, hvor det galder, at minimumselementerne > 9.

Anvendelsesmuligheder belyst ved eksempler

Den felgende behandling af den opstillede teoris anvendelsesmulig-
heder vil tage sit udgangspunkt i en raeekke simple praktiske problem-
situationer, idet vi starter med at tznke os 2 virksomheder A og B, der
hver tilbyder et produkt a og b til et fazlles marked.
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Taenker vi os videre tidsfelgen opdelt 1 en rakke af lige store afseet-
ningsperioder, vil vi pa et givet tidspunkt kunne karakterisere markedets
enkelte kundeemner ved deres forbrugsvaner, idet vi opstiller folgende
3 tilstandsmuligheder, der indbyrdes udelukker hinanden.

Tilstand 1. Hverken forbruger af vare a eller b
Tilstand 2. Forbruger af vare a
Tilstand 3. Forbruger af vare b

Den i det foregdende udviklede teori vil herefter kunne benyttes til
opstilling af en model, der indeholder ovennavnte problemsituation.

Tenker vi os nu en situation, hvor det enkelte kundeemne fra afszet-
ningsperiode til afssetningsperiode overgir fra tilstand til tilstand med
konstante sandsynligheder, kan vi opfatte det enkelte kundeemne som
et delsystem og markedet (mzngden af kundeemner) som et harmonisk
sammensat system.

Endvidere tenker vi os indfert felgende forudsztninger m.h.t.
markedets kebevaner:

Et kundeemne, der i en periode hverken har kebt vare a eller b,
keber med 50 % sandsynlighed heller ingen af de to varer i den nzer-
mest folgende afsetningsperiode (prr = 0,5) og med 25 % sandsynlig-
heden for keb af de to varer er lige stor (fro2 == pa3 = 0,5).

Et kundeemne, der i en periode har kabt vare a, keber med sikkerhed
en af varerne i den nastfelpende afsztningsperiode, idet sandsynlig-
heden for keb af de to varer er lige stor (pe2 == p% = 0,5).

Et kundeemne, der i en periode har kebt vare b, keber i den ner-
mest folgende periode med 50 % sandsynlighed igen vare b (p= = 0,5)
og gir med 25 % sandsynlighed over til at kebe vare a (p2 = 0,25) eller
hverken vare a eller b (pa1 = 0,25).

Forudsettes det yderligere, at delsystemernes overgangssandsynlig-
heder er identiske for de enkelte delsystemer, vil vi pd grundlag af
ovennzvnte oplysninger kunne opstille sandsynlighedsmatricen for del-
systemerne som

I S |
M@y = 0o i 4
S

Som det fremgar af indiceringen (1), omfatier de opstillede over-
gangssandsynligheder 2 pd hinanden felgende afsztningsperioder.

Da det i praksis normalt vil veere tilstraekkeligt at foretage en delvis
beskrivelse af det sammensatte system, hvilket i det aktuelle tilfalde
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vil sige, at vi ikke identificerer de enkelte kundeemner, men kun inter-
esserer os for antallet af kundeemner, der i en given afsztningsperiode
befinder sig 1 en given tilstand, kan vi beskrive markedets udvikling
ved en rxzkke vektorer, der for hver afsztningsperiode angiver det sam-
mensatte systems tilstand.

Forudsatter vi videre, at markedet omfatter 1296 kundeemner, og at
vl pa beregningstidspunktet (initialtilstand) har en markedssituation,
hvor

432 kundeemner keber hverken a eller b (tilstand 1)
720 - — a (tilstand 2)
144 - - b{ - 3
kan vi beregne det aktuelle, delvis beskrevne, sammensatte systems til-
standsmuligheder som
R AY
G (3, 1296) = (1296+3—1)!
1296! (8—1)!

Endvidere kan vi opstille systemets tilstandsvektor i initialsituationen

som
Ae'® = {432, 720, 144}
og udregne systemets tilstandsvektor efter 1. afsztningsperiode som

= 1298-1297-% = 841753

3 i i
e {ai0} = {432, 720, 144} x 0 ¥ i
i 1 3

= {252, 504, 540}
Efter udregning af sandsynlighedsmatricen af 2’ orden som

3 i i 3 i 1
M@ = M) x ML) = 0o 1 X 0 4+ =
i | 3 i i i

5/16 5/16 3/8
1/8 3/8 1)2
1/4  5/16 7/16
vil vi kunne udregne tilstandsvektoren efter 2 afsetningsperioder som
5/16  5/16 3/8
e {a/@} = {432,720, 144} x {1/8  3/8  1/2 p= {261, 450, 585}
/4 5/16 7/16
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P4 lignende made vil man, under forudsetning af opfyldelse af den
ergodiske szctnings krav, kunne udregne systemets ligevaegtstilstand som

2/9 1/3 49

e (lim Ao™) = Ag®-lim M® = {432, 720, 144} x J2/9 1/3  4/9

i T 2/9 1/3 4/9
— {288, 482, 576}

Svarende til fig. 4 vil systemets tilstandsudvikling kunne vises tabel-
larisk som

Tilstand
Forseg
1 2 i
0 432 720 144
1 252 504 540
n 288 432 576

I praksis vil man ofte stede pd den vanskelighed, at overgangssand-
synlighederne ikke er kendte pd beregningstidspunktet, hvilket imidler-
tid ikke nedvendigvis umuligger modellens anvendelighed, idet man i
de tilfeelde, hvor der foreligger et relevant historisk talmateriale til
fastleeggelse af tidligere tilstandsvektorer, vil kunne benytte denne in-
formation til bestemmelse al overgangssandsynlighederne. Sidledes vil
man i mange praktiske tilfalde have en situation, hvor en virksomhed
pd grundlag af bogholderi og/eller salgsstatistikker er i stand til at
specificere salget 1 et storre eller mindre antal fortidige afsetnings-
perioder.

Man kan i sidanne tilfxlde starte med en beskrivelse af dette histo-
riske talmateriale.

Karakteriserer man siledes markedssituationen, f. eks. set fra virksom-
hed A’s synspunkt ved fslgende tilstandsmuligheder for de enkelte
kundeemner:
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Tilstand 1. Forbruger af vare a
Tilstand 2. Ikke forbruger af vare a
og forudsa:tter vi som tidligere konstante overgangssandsynligheder, kan
vi opstille folgende udtryk til beskrivelse af virksomhedens afsezetning i
en given periode
Nitr = Xi (1 —pe)+ (N—Xi) p=1
hvor
Xi = afsztning 1 periode i
f1z = sandsynligheden for overgang fra tilstand 1 til tilstand 2
P21 = sandsynligheden for overgang fra tilstand 2 til tilstand 1.
N = total antal kundeemner
Dette giver mulighed for opstilling af felgende sandsynligheds-
matrice:
1—pi2 o
P 1 —
Udtrykket for salgstallene kan omskrives til
Xi+1 = Xi (1 —p12)+ (N —xi) po1 = 1 (1 — prz— pa) + Npai
der kan opfattes som et linezrt udtryk af formen
y=ax+b
hvor vi har en reekke observerede, sammenherende y- og x-vardier til
bestemmelse af parametrene @ og b.
Anvender vi pd dette udtryk »smindste kvadraters metode«, fir vi til
bestemmelse af @ og b:
a= (n-Zxy—IxIy)[(nZx?—(Zx)?)
b= Zymn—aZxfn
hvor n angiver antal observationsszet.
Folgende simple cksempel viser den praktiske fremgangsmide. Vi
teenker os folgende historiske talmateriale opstillet i1 tabelform:

M =

Periode Salg x ¥ x2? xy
5 0 0 4 0 0
-4 4 4 6 16 24
—3 6 6 7 36 42
2 7 7 7 49 19
—1 7 7 8 19 56
0 8
24 32 150 171
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hvor
x = salget i periode i (modellens uafhzngige variable)
y = salget i periode i-+1 (modellens afhzengige variable)
Heraf far vi
@ = 1—pr—pu = (5-171—24-32)/(5-150—242) = 0,5
b= pu-N=232/5-05-24/5 =14
der giver folgende udtryk til successiv beregning af afszetningen:
Xi+1 = 0,5-xi4+4
Af det foregiende fremgér det, at kendskabet til veerdien af N (antal
delsystemer i det sammensatte system) ikke er nedvendig for modellens
opstilling, ligesom de opndede resultater vil vare vafhmngige af N's
verdi.
@nsker vi videre at beregne det opstillede systems ligeveagtstilstand,
vil vi pd grundlag af ovennavnte udtryk kunne finde overgangssand-

synlighederne som

4 4
piz = 0,5 - E 21 = I_q"

hvorefter ligevaegtstilstanden kan udtrykkes som

D,ﬁ*l-:-T [:',5—%

e (lim Ag™) = {0, N} x lim
[N f N ) 4 N 4
N N

Ved anvendelse af de tidligere angivne beregningsregler fir vi fol-
gende udtryk for ligeveegtsmatricen:

8 — 8
N

lim M® =
fs-c0 8 8
N N

hvorefter ligevaegtsvektoren (markedets afsatningssituation i ligevaegts-
tilstanden) beregnes som:

8 3
. N N

e (lim Ag™) = {0, N} x = {8, N—-8}
il 0 5 8
N v



14

der angiver, at virksomhed a kan forvente at afsmtte 8§ varcenheder i
ligevaegtstilstanden.

Af ovennzvnte udtryk vil man bemarke, at ligevaegtsvektorens for-
ste element (A’s afsetning 1 ligevaegtstilstanden) er uafheengig af N
(markedets totale antal kundeemner), ligesom det forste element i ud-
gangsvektoren er uden indflydelse pd ligevaegtsvektoren.

Den ovenfor beskrevne modell) vil som tidligere anfert kunne an-
vendes i en lang rackke praktiske tilfzlde og rummer blandt andet den
fordel, at man har mulighed for at anlegge en statistisk vurdering af
talmaterialets tilpasning til modellen, f. eks. gennem et linearitetstest,
og derved begranse anvendelsen til de tilfzlde, hvor situationen til-
lader det.

I de tilfzlde, hvor modellen saledes findes uegnet til beskrivelse af
talmaterialet, vil det kunne blive nadvendigt at udvide modellen, f. eks.
gennem indfoerelse af flere tilstandsmuligheder. En fremgangsmide, som
naturligvis pa lignende made stiller krav til en tilsvarende specificering
af talmaterialet, f. eks. 1 form af bestemmelsen af en eller flere konkur-
renters afsatning.

En udvidelse af modellen vil, hvor det findes hensigtsmassigt, yder-
ligere kunne give mulighed for at arbejde med variable overgangssand-
synligheder, siledes at disse opfattes som funktioner af tiden og en
rxzkke for det enkelte tilflde relevante handlingsparametre (f. cks.
salgsindsats, priseendringer, produktudvikling).

I sidstnavnte tilfelde vil man almindeligvis ikke kunne piregne at
nd en ligevaegtstilstand for systemet, hvorimod man vil kunne beskrive
markedsudviklingen inden for en kortere eller laengere interessehorisont.

Til slut skal det fremhzves, at de opstillede eksempler efter for-
fatternes mening kun giver et meget begranset indtryk af de opstillede
tankeganges praktiske anvendelsesmuligheder, ligesom der med fordel
vil kunne videreudvikles modeller til mere specielle formal.

Litteraturhenvisning:

M. Fisz: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Mathematische Statistik, Berlin 1962,

1) P& grundlag af den anforte modelbeskrivelse er der ved Institut for Organisation
og Virksomhedsledelse 1 Arhus udarbejdet programmer for elcktronisk databehandling
al foreliggende praktisk talmateriale.
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